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JEDNA KARAKTERISTIQNA OSOBINA
JEDNAKOSTRANIQNOG TROUGLA

Pokaza�emo u ovom qlanku kako dokaz jedne geometrijske nejednakosti otkri-
va karakteristiqnu osobinu jednakostraniqnog trougla.

Zadatak. Dokazati da za proizvoǉan trougao va�i nejednakost
√

3 (a + b + c) � 2(la + lb + lc),

gde su a, b, c stranice trougla, a la, lb, lc du�ine simetrala unutraxǌih
uglova, pri qemu jednakost va�i samo za jednakostraniqni trougao.

Doka�imo najpre formulu

lc =
2

a + b

√
abc(s − c), s =

a + b + c

2
.

Dokaz. Izrazimo povrxinu trougla na dva naqina, pa dobijamo

alc sin
γ

2
+ blc sin

γ

2
= ab sin γ = ab · 2 sin

γ

2
cos

γ

2
,

tj. lc(a + b) = 2ab cos
γ

2
, odnosno

(1) lc =
2ab

a + b
cos

γ

2
.

Iz kosinusne teoreme dobijamo

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ = a2 + b2 − 2ab
(
2 cos2

γ

2
− 1

)
.

Odavde je cos2
γ

2
=

(a + b)2 − c2

4ab
, a korenovaǌem

(2) cos
γ

2
=

√
a + b − c

2
· a + b + c

2
· 1
ab

.

Zameǌuju�i iz (2) u (1) dobijamo

lc =
2ab

a + b

√
s(s − c)

1
ab

=
2

a + b

√
abs(s − c).
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Kako je
√

ab � a + b

2
, to iz dokazane jednakosti sledi

lc �
√

s(s − c),

pri qemu jednakost va�i samo za a = b. Znamo da du�i s i s − c nisu jednake.
Ali du�i s i 3(s − c) mogu biti jednake. Iz jednakosti s = 3(s − c) sledi da je
a + b = 2c a trouglovi sa takvim odnosom stranica postoje. Zato u nejednakosti

√
3 lc �

√
s · 3(s − c) � s + 3(s − c)

2

(odnos aritmetiqke i geometrijske sredine pozitivnih brojeva) jednakost va�i
za a + b = 2c. Dakle, √

3 lc � 2s − 3
2
c,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako su istovremeno ispuǌeni uslovi a = b i
a + b = 2c, tj. samo za jednakostraniqni trougao. Dakle, jednakost

lc =
1

2
√

3
(4s − 3c)

va�i za jednakostraniqni trougao.
Oqigledno je daǉe da je

√
3 la � 2s − 3

2
a,

√
3 lb � 2s − 3

2
b,

√
3 lc � 2s − 3

2
c.

Sabiraju�i ove nejednakosti dobijamo

√
3 (la + lb + lc) � 6s − 3

2
· 2s = 3s,

odnosno
2(la + lb + lc) �

√
3(a + b + c),

pri qemu jednakost va�i samo za jednakostraniqni trougao, qime je zadatak po-
stavǉen na poqetku rexen.


