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NEPREKIDNOST FUNKCIJE U NASTAVI
MATEMATIKE – METODA VIZUELIZACIJE

U radu se prikazuje obrada metodske jedinice neprekidnost funkcije na osno-
vu vizuelne predstave uqenika. Polaze�i od primera iz svakodnevnog �ivota u
kojima se javǉa req neprekidno, dolazimo do neprekidnosti funkcije na domenu.
Korix�eǌem grafika odgovaraju�ih funkcija objaxǌavamo neprekidnost vizu-
elno ,,pomo�u olovke i papira“. Posebna pa�ǌa se posve�uje funkcijama koje su
neprekidne na domenu, ali ǌihovi grafici imaju prekid. Prekidi funkcija kao
i osobine neprekidnih funkcija analiziraju se tako�e vizuelno.

1. Uvod

Neprekidnost funkcije je jedan od najva�nijih i najte�ih pojmova u matema-
tiqkoj analizi i samim tim potreban je poseban pristup ovoj slo�enoj nastavnoj
temi. Broj qasova predvi�en za obradu ove nastavne teme u sredǌoj xkoli je mali
i zato je neophodno uqenicima omogu�iti da izgrade taqnu i jasnu predstavu o
pojmu neprekidnosti, koju �e koristiti u daǉem xkolovaǌu.

Da bi se to postiglo potrebno je uvesti ovaj pojam oslaǌaju�i se na intui-
tivnu predstavu koju uqenici imaju o tome, uz naglaxavaǌe svih onih mesta koja
bi mogla izgledati da su u sukobu sa tom predstavom. U radovima D. Tall-a, [2] i
[3], posebna pa�ǌa se posve�uje obradi neprekidnosti funkcije ,,metodom slike“,
ukazuje se na va�nost ovakvog pristupa kao i na potexko�e koje uqenici imaju.

Tako�e je bitno, ukoliko za to postoje mogu�nosti, koristiti raqunare u
nastavi matematike, koji, posebno u obradi ove nastavne teme, mogu pomo�i da
se prikazivaǌem velikog broja ilustracija i pravǉeǌem animacija ovaj pojam
pravilno razume i trajno usvoji.

Pre poqetka obrade ove nastavne teme treba imati u vidu da svaki uqenik ve�
ima sopstveno vi�eǌe pojma neprekidnosti koje potiqe od uobiqajene upotrebe
termina ,,neprekidno“ u frazama kao xto su:

• ,,Sneg je neprekidno padao ceo dan“ (xto znaqi da nije prestajao da pada),
• ,,Telefon je neprekidno zvonio qitavih 5 minuta“,
• ,,Televizor je neprekidno radio celu no�“, i drugo.

Saopxteno na 11. Kongresu matematiqara Srbije i Crne Gore, Petrovac, septembra 2004.
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Iz iskustva bi se moglo re�i da je dobro poqeti nastavnu temu, neprekidnost
funkcije, takvim primerima koji nisu iz matematike, vode�i raquna da su na
odre�enom nivou izlagaǌa mogu�a preterivaǌa u oba smisla:

• suvixe olako pozivaǌe na intuiciju;
• komplikovaǌe mnogobrojnim definicijama i dokazima.

Uqenici �e imati neke svoje primere koje treba tako�e prihvatiti ako su
odgovaraju�i. Prilikom razmatraǌa primera potrebno je ukazati i na qiǌenicu
da se neprekidne pojave vezuju za odgovaraju�i vremenski interval na kome se
posmatraju, ceo dan, celu no�, itd.

2. Intuitivna predstava neprekidne funkcije

Sada je potrebno povezati ovakvo vi�eǌe neprekidnosti sa neprekidnosti
nekih funkcija kod kojih ,,male“ promene nezavisne promenǉive izazivaju ,,male“
promene zavisne promenǉive. To je dobro uqiniti opet sa primerima iz �ivota
kod kojih je nezavisna promenǉiva, na primer, vreme ili mesto:

• posmatramo visinu drveta u toku nekog perioda;
• du�inu kose;
• promenu vazduxnog pritiska u zavisnosti od nadmorske visine;
• promenu brzine automobila, i sliqno.

Daǉe bi se moglo prokomentarisati zajedno sa uqenicima u kojim situaci-
jama bi doxlo do prekida ovih veza (funkcija), tj. kada bi doxlo do ,,nagle“
promene vrednosti funkcije za malu promenu argumenta, i tada se zakǉuqi sle-
de�e:

• ako neko odseqe drvo, tada dolazi do nagle promene visine drveta (dakle, ta
funkcija je bila neprekidna sve do momenta u kome je drvo odseqeno, kao i
posle toga);

• kada se neko oxixa (du�ina kose je dobar primer neprekidne funkcije, sve
dok se kosa ne oxixa, a svaki put pri xixaǌu do�e do nagle promene zavisne
promenǉive – du�ine kose – i do prekida funkcije);

• kada do�e do sudara dva tela, i dr.
Tako�e je dobro dati i primer funkcije koja je oqito prekidna.

• Koliqina novca na teku�em raqunu (skokovito se meǌa svaki put kada se
uplati ili isplati izvesna suma, a neprekidna je jedino kada je vrednost
novca konstantna, xto je ujedno i dobar primer da se objasni da je konstantna
funkcija neprekidna na svom domenu).
Posle ovakvog uvoda, vra�amo se na matematiku, odnosno na matematiqke

funkcije, i postavi se pitaǌe uqenicima: ,,Koje su funkcije po vaxem mixǉeǌu
neprekidne?“

Na to pitaǌe dobije se mnogo zanimǉivih odgovora:
• u vidu konkretnih matematiqkih funkcija: f(x) = x2, f(x) = x3, f(x) =

sin x, f(x) = cos x, f(x) = kx + n, f(x) = xn (n ∈ N), f(x) = ax i dr, uz
razliqita objaxǌeǌa iz kojih se posle kra�e analize uz pomo� nastavnika
izvede zakǉuqak;
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• u vidu opisa grafika funkcija: neprekidne funkcije su one funkcije qiji se
grafik mo�e nacrtati u jednom potezu bez dizaǌa olovke od papira.
Dakle, uqenici pre uvo�eǌa pojma neprekidnosti funkcija ve� imaju ideju

da grafik takvih funkcija mo�e biti nacrtan nad intervalom ,,neprekidno bez
odvajaǌa olovke od papira“. Tu qiǌenicu dobro je ilustrovati na svakoj od po-
znatih funkcija i pri tome svakako naglasiti da je i linearna funkcija ustvari
neprekidna funkcija, xto uqenici qesto ne primete, u poqetku. Domen za svaku
od posmatranih funkcija je skup R, tako da uqenici lako prihvataju qiǌenicu
da su date funkcije neprekidne na svom domenu.

Poznato je da je ovu definiciju uveo veliki xvajcarski matematiqar Leo-
nard Ojler, sredinom osamnaestog veka.

Uqenicima je potrebno naglasiti da se u izvesnim delovima ove nastavne te-
me javǉaju problemi ako se pojam neprekidnosti ve�e samo za vizuelnu predstavu
,,papir-olovka“. Zato je potrebno uvek jasno staviti do znaǌa gde su mogu�i pro-
blemi, tj. racionalisati problem, i na vreme upoznati uqenike sa tim ,,qudnim“
sluqajevima koji mogu izazvati zbrku u odnosu na intuitivno prihva�en pojam
neprekidnosti.

Posle vizuelne predstave ,,pomo�u olovke (krede)“ uqenici opravdano sma-
traju da funkcije f(x) = 1

x , f(x) = tg x nisu neprekidne, jer kako ka�u: ,,olovka
se mora podi�i sa papira da bi se nacrtao grafik“. Svakako, prethodno je po-
trebno nacrtati grafike ovih funkcija. Grafik funkcije f(x) = 1

x (slika 2.1)
uqenici dobro poznaju i zato lako i prihvataju kao primer za razliqite analize.

Sl. 2.1 Sl. 2.2

Pre objaxǌeǌa mo�e se postaviti pitaǌe:
• gde funkcija f(x) = 1

x nije neprekidna, po vaxem mixǉeǌu?
Odgovor je, uvek, da funkcija f nije neprekidna za x = 0.
Slede�e pitaǌe mo�e biti:

• da li, ipak, postoje intervali gde funkcija f(x) = 1
x jeste neprekidna?

Uqenici se zamisle i uvek bar neko primeti da je funkcija neprekidna za
x > 0 i za x < 0 ili neprekidna na nekom intervalu (a, b) ∈ (0,∞), ili (a, b) ∈
(−∞, 0).

U ovom momentu potrebno je povezati primere iz �ivota vezane za neprekid-
nost sa neprekidnox�u funkcija i ponoviti da nas zanima, u takvim primerima,
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samo odre�eni vremenski period. Tako se i neprekidnost funkcija posmatra samo
na domenu. Znaqi, uqenicima treba odgovoriti da su u pravu kada tvrde da je
funkcija f(x) = 1

x neprekidna na intervalima (−∞, 0), (0,∞), ali to je i domen
funkcije f , tako da ka�emo da je funkcija neprekidna na svom domenu.

Daǉe bi se moglo re�i da je funkcija neprekidna na svom domenu ako je
ona neprekidna u svakoj taqki svog domena. Znaqi u taqkama koje nisu u domenu
funkcija nije ni prekidna ni neprekidna (jer u tim taqkama nije ni definisana).
Me�utim, kod takvih funkcija mo�emo kazati da se javǉa ,,prekid na grafiku
u nekoj taqki“, a razlog tome je xto funkcija nije definisana u toj taqki. To
je jedno od mesta koje bi moglo izazvati neslagaǌe sa ve� izgra�enim pojmom
neprekidnosti.

Znaqi, treba naglasiti:
• Odgovor da funkcija f(x) = 1

x nije neprekidna u taqki x = 0 nije dobar.
Funkcija f(x) = 1

x ima ,,prekid na grafiku“ u taqki x = 0, koja ne pripada
domenu.

• Me�utim, za funkciju f(x) = 1
x ka�emo da je neprekidna u svakoj taqki

domena, odnosno za sve x �= 0.
Mo�emo, daǉe, pitati uqenike da sami odrede funkcije koje su neprekidne

na domenu, a da je domen pravi podskup skupa realnih brojeva.
Tako, na primer, funkcija f(x) = 1

x−1 , qiji je grafik dat na slici 2.2, iako
ima ,,prekid na grafiku“, jer u taqki x = 1 nije definisana, jeste neprekidna
funkcija u svakoj taqki domena.

Funkcije tg x i ctg x tako�e treba grafiqki predstaviti i objasniti da su
i ove funkcije neprekidne u svakoj taqki domena.

3. Intuitivna predstava prekida funkcije

Posle ovako obra�ene neprekidnosti funkcije potrebno je, analogno, uve-
sti i prekidnu funkciju, odnosno na primerima prikazati i funkcije koje imaju
prekid u nekoj taqki ǌihovog domena. Primetimo da je vizuelna predstava ne-
prekidnosti funkcije vezana za neprekidnost na domenu, odnosno na intervalu.
Postojaǌe prekida funkcije ukazuje na qiǌenicu da postoje taqke u kojima funk-
cija nije neprekidna.

U tom smislu, posle ponavǉaǌa da su funkcije f(x) = 1
x , f(x) = 1

x−1 ,
. . . , f(x) = ctg x, . . . , neprekidne funkcije na domenu, uqenicima bi se moglo
postaviti jedno od slede�ih pitaǌa:

• Koje su po vaxem mixǉeǌu prekidne funkcije?
• Koje funkcije imaju prekid?

Uqenici u ovom sluqaju najqex�e nemaju odgovor ili opet navedu neku od
neprekidnih funkcija qiji ,,grafik ima prekid“. Funkcije koje su po delovima
neprekidne, odnosno zadate po delovima, uqenici smatraju ,,vextaqkim“, qak ih
neki i ne smatraju funkcijama. Ovo je jedna prilika da im se i ove funkcije
pribli�e, odnosno da se navede i analizira nekoliko takvih funkcija.
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Sl. 3.1 Sl. 3.2

Kao prvi primer predla�emo funkciju koja ima prividan prekid. Posma-

trajmo funkciju g(x) =
{

x, ako je x �= 2,5,

1, ako je x = 2,5,
qiji je grafik dat na slici 3.1.

Sada je momenat da ka�emo slede�u reqenicu.
Funkcija je neprekidna u svim taqkama domena osim u taqki x = 2,5, gde ima

prekid. (Do sada smo govorili da je funkcija neprekidna na domenu.)
Primetimo da taqka x = 2,5 pripada domenu funkcije f .
U ovom primeru potrebno je ista�i da se i kod ove funkcije javǉa ,,prekid

na grafiku“ u taqki x = 2,5, ali funkcija zaista i ima prekid u toj taqki.
Mo�emo postaviti i pitaǌe:

• da li bi se mogao ,,otkloniti prekid“ kod funkcije g?
Uqenici uoqe da se promenom vrednosti funkcije u taqki x = 2,5 dobija

poznata neprekidna funkcija y = x, odnosno ǌihovim reqnikom ,,da se taqka
vrati na svoje mesto“.

Slede�i primer mo�e biti funkcija h(x) = sgnx =




1, ako x > 0,
0, ako x = 0,

−1, ako x < 0,

qiji

je grafik dat na slici 3.2.
Kada se grafiqki prika�e funkcija h, uqenici nemaju dileme da ta funkcija

ima prekid u taqki nula. Treba naglasiti da taqka x = 0 pripada domenu
funkcije h.

I u ovom sluqaju se mo�e postaviti pitaǌe:
• da li bi se mogao ,,otkloniti prekid“ kod funkcije h?

Uqenici uoqe da se promenom vrednosti funkcije u taqki x = 0, ne mo�e
,,otkloniti prekid“.

Posmatrajmo sada, na primer, funkciju F (x) =
{

1/x, ako x �= 0,
1, ako x = 0,

qiji je

grafik dat na slici 3.3.
Taqka x = 0 pripada domenu funkcije F i sada ovako definisana funkcija

ima prekid u taqki x = 0 za razliku od funkcije f(x) = 1
x , x �= 0, koja je

neprekidna na svom domenu.
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Sl. 3.3 Sl. 3.4

U ovom sluqaju uqenici odmah primete da se ni kod funkcije F ,,prekid ne
mo�e otkloniti“.

Uqenicima u ovom momentu ne spomiǌemo vrste prekida, xto treba uraditi
posle obrade graniqnih vrednosti funkcije.

Uqenici su u ovom momentu skloni da izvedu zakǉuqak da su sve funkcije
zadate po delovima i prekidne funkcije. Da bi stvorili jasnu sliku o tome
potrebno je navesti i objasniti primere funkcija koje su zadate po delovima, a
ipak su neprekidne. Jedan od takvih primera mora biti i f(x) = |x|.

4. Osobine neprekidnih funkcija

Kako su uqenici upoznati sa funkcijama koje imaju prekid, smatramo da
ponovo treba postaviti slede�i zadatak.

• Nabrojte neprekidne funkcije na osnovu sada ve� poznate vizuelne predsta-
ve.
Uqenici �e nabrojati mnoge ǌima poznate funkcije, a uz pomo� nastavnika

i sve elementarne funkcije i tada bi sledilo pitaǌe:
• xta mo�emo re�i o zbiru, razlici, proizvodu i koliqniku neprekidnih

funkcija? Ili mo�da na drugi naqin:
• da li je zbir, razlika, proizvod i koliqnik neprekidnih funkcija ponovo

neprekidna funkcija?
Najqex�i odgovor je ,,jeste“. Qesto uqenici imaju i korektno vizuelno ob-

jaxǌeǌe: ako se grafici svake od funkcija u zbiru, razlici i proizvodu mogu
nacrtati bez podizaǌa olovke sa papira, tada i grafici funkcija koje pred-
stavǉaju zbir, razliku i proizvod imaju istu osobinu.

Smatramo da je sada potrebno svakako grafiqki prikazati razliqite pri-
mere. U ovom sluqaju raqunar bi bio od velike koristi jer se mogu posmatrati
raznovrsni primeri. Grafici su svakako taqniji i uredniji nego slika na tabli
i mo�emo za kratko vreme prikazati ve�i broj primera.

Prilikom pisaǌa ovog rada koristili smo programski paket Scientific Work-
place, koji je podesan ne samo za pisaǌe teksta nego i za ilustraciju, odnosno
za grafiqko prikazivaǌe funkcija. Napomenimo da su grafici prikazani uz po-
mo� raqunara mnogo boǉi i pregledniji, jer smo u mogu�nosti da koristimo
razliqite nijanse boja i time posti�emo boǉe efekte.
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Sl. 4.1

Na primer, ve� smo istakli da su funkcije f(x) = x2 i g(x) = x3 nepreki-
dne na svom domenu. One se na grafiku mogu predstaviti sa dve boje a ǌihovi
zbirovi, razlike, i proizvodi sa nove tri boje ili linijama razliqite vrste i
debǉine. Na slikama 4.1 i 4.2 grafici funkcija f i g su predstavǉeni tankom
linijom i isprekidanom linijom, a grafik funkcije h(x) = x2+x3 je predstavǉen
debǉom linijom.

Na slici 4.1 grafici su predstavǉeni na intervalu [−5, 5], a na slici 4.2
na intervalu [−2, 2] i zbog toga xto se na prvoj slici grafik funkcije g vidi
,,iznad“ parabole, a na drugoj slici se boǉe uoqavaju delovi grafika funkcije
g koji se nalaze ,,ispod“ parabole.

Sl. 4.2

Na svakom grafiku potrebno je i vizuelno pokazati da se olovka ne podi�e
sa papira na grafiku funkcije koja predstavǉa zbir, a analogno uraditi sa
razlikom i proizvodom.

Uqenici mogu uraditi i druge primere, mo�da za doma�i zadatak.
Posebno, svakako treba obratiti pa�ǌu na koliqnik neprekidnih funkcija.

Na primer, koliqnik neprekidnih funkcija f(x) = x2 +1 i g(x) = x na skupu re-
alnih brojeva (slika 4.3) jeste neprekidna funkcija na svom domenu. Primetimo
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Sl. 4.3

da taqka x = 0 ne pripada domenu funkcije h(x) = x2+1
x .

Na kraju ovako vizuelno obra�ene neprekidnosti funkcije veoma je va�no
ukazati na bitnu osobinu neprekidnih funkcija.

• Mala promena argumenta kod neprekidne funkcije izaziva malu promenu vre-
dnosti funkcije.
Izabere se jedna funkcija, na primer f(x) = sin x. Ovo je neprekidna funk-

cija na domenu. Na slici 4.4 predstavǉen je grafik funkcije f .

Sl. 4.4

Na slici 4.5 predstavǉen je grafik funkcije sinx ali u okolini taqke x = 0.

Sl. 4.5



38 �. Takaqi, D. Pexi�

Primetimo da na tako malom intervalu za x oko taqke 0, grafik funkcije
f je ,,gotovo“ prava linija odnosno da se ,,skoro“ poklapa sa grafikom funkcije
g(x) = x.

Veoma je va�no zapaziti slede�e:
• za x = 0, sin x = 0, a za x = 0,025, sinx = 0,025 i tako daǉe.

Potrebno je ukazati uqenicima da ako nastavimo da uzimamo vrednosti za x
,,sve bli�e“ nuli, dobi�emo da su vrednosti f tako�e sve ,,bli�e nuli“.

Sl. 4.6

Me�utim kod prekidne funkcije to nije sluqaj.

Za funkciju g(x) =
{

x, ako x �= 2,5,
1, ako x = 2,5,

qiji je grafik na malom intervalu

za x oko taqke 1, dat na slici 4.6 imamo: za x = 2,5 je g(x) = 1, za x = 2,51 je
g(x) = 2,51, a za x = 2,501 je g(x) = 2,501.

Ako se vrednosti nezavisno promenǉive pribli�avaju broju 2,5, odgovara-
ju�e vrednosti funkcije se ne pribli�avaju broju 1.

Pomo�u raqunara mo�emo predstaviti grafik funkcije

h(x) =
{

x3, ako x > 0,

x3 − 0.1, ako x < 0,

na slici 4.7.

Sl. 4.7
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Na slici 4.7 dat je grafik ove funkcije. Na osnovu vizuelne predstave
uqenici �e re�i da je to neprekidna funkcija. Me�utim, na slici 4.8 grafik
funkcije je predstavǉen na intervalima x ∈ (−1, 16, 1,16), y ∈ (−2, 2) i vidi se
da ima prekid u taqki x = 0.

Sl. 4.8

Ovaj primer pokazuje da je potrebna velika opreznost prilikom vizuelne
obrade neprekidnosti funkcija. Posmatraju�i samo grafik funkcije h, dat na
slici 4.7 ne bi se moglo uoqiti da funkcija h ima prekid u nuli.

Ako posmatramo vrednosti nezavisno promenǉive x koja se ,,pribli�ava“ 0
preko negativnih brojeva, za vrednosti h dobijamo:

h




−0,5
−0,3
−0,1
−0,05
−0,01
−0,005




=




−0,225
−0,127
−0,101
−0,10013
−0,1
−0,1




.

Vidimo da se vrednost funkcije ne meǌa ako se vrednost nezavisno promenǉive
promeni sa −0,01 na −0,005, xto ponovo pokazuje da funkcija nije neprekidna u
taqki nula.

5. Zakǉuqak

Poznato je da je neprekidnost funkcije jedan od najte�ih pojmova u matema-
tiqkoj analizi. Na osnovu liqnog dugogodixǌeg iskustva predlo�ili smo jedan
jednostavan vizuelan pristup obrade gradiva iz neprekidnosti funkcije, koji
smatramo da uqenici mogu brzo da prihvate, pa se mo�e izlo�iti ne samo uqe-
nicima gimnazije, gde predajemo, nego i u ostalim sredǌim xkolama u kojima se
obra�uje graniqna vrednost funkcije i izvod, odnosno gde je potrebna nepreki-
dnost funkcije. Na primer, da bismo imali prvi izvod funkcije u nekoj taqki
potrebna je neprekidnost funkcije u toj taqki i tako daǉe. Tako�e smatramo da
je ovo odliqan uvod za preciznu definiciju neprekidne funkcije i ispitivaǌe
neprekidnosti funkcije, koja se obra�uje na tre�oj godini kod matematiqkog
odeǉeǌa, kao i na prvoj godini ve�ine fakulteta koji imaju matematiku.
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Kako uqenici vizuelnu predstavu neprekidne funkcije ,,pomo�u olovke (kre-
de)“ dobro prihvataju, smatramo da bi se pojam neprekidnosti funkcije mogao
obraditi pre uvo�eǌa pojma graniqne vrednosti funkcije. Me�utim, vrste pre-
kida funkcija treba obraditi posle graniqne vrednosti funkcije.

Znaǌe koje uqenici steknu o neprekidnim funkcijama na prikazani naqin je
dovoǉno da se mo�e povezati sa ostalim sadr�ajima iz analize, pa smatramo da u
ve�ini xkola i ne treba optere�ivati uqenike sa ,,ε-δ“ definicijom neprekidne
funkcije. Za uqenike matematiqkog smera ovaj pristup bi bio dobar uvod za
kasniju obadu ,,ε-δ“ definicije. Definiciju neprekidne funkcije u taqki pomo�u
graniqne vrednosti svakako treba dati svim uqenicima koji obra�uju graniqnu
vrednost i povezati sa vizuelnom predstavom.

Smatramo da vizuelna predstava prekidnih funkcija mo�e biti i dobar uvod
za opravdanost posmatraǌa graniqne vrednosti funkcija, posebno onih kod kojih
se razlikuju leva i desna graniqna vrednost u nekoj taqki, npr. f(x) = sgnx.
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