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GRANIQNA VREDNOST FUNKCIJE

Rezultati i analiza provere primene znaǌa vezanih za datu temu

U radu izla�emo zadatke kojima smo proveravali poznavaǌe i primenu znaǌa
vezanih za nastavnu temu graniqna vrednost funkcije. Zadatke su radili uqenici
IV razreda gimnazije. Prikazujemo i analiziramo rezultate ovog testa, s ciǉem
da nam uka�u na najqex�e probleme koje uqenici imaju pri savladavaǌu ovog
pojma, kako bi u daǉem radu sa uqenicima te probleme prevazixli.

1. Uvod

Graniqna vrednost funkcije je jedan od polaznih pojmova u matematiqkoj
analizi. Sa ovim pojmom se uqenici susre�u u vixim razredima sredǌe xkole;
III ili IV razredu u zavisnosti od tipa xkole i smera, ali i studenti na velikom
broju fakulteta i vixih xkola u okviru raznih kurseva matematike.

Pojam graniqne vrednosti funkcije ve�ina uqenika texko razume. Razlozi
za ovo su mnogostruki. Oni se mogu pripisati izvesnoj apstraktnosti graniqnih
procesa za uqenike ovog uzrasta. Razlog mo�e biti i uobiqajeni naqin uvo�eǌa
i obrade ovog pojma, koji se u znaqajnoj meri razlikuje od sadr�aja s kojima su
se sretali u ranijem izuqavaǌu matematike.

Imaju�i ovo u vidu, posebnu pa�ǌu moramo posvetiti uvo�eǌu samog pojma
graniqne vrednosti funkcije i obradi sadr�aja vezanih za ǌega. Tako�e, stalno
moramo pratiti i proveravati koliko su uqenici ovaj pojam razumeli, koliko
su ovladali operativnim tehnikama i koliko su u staǌu da ta znaǌa primene u
daǉem izuqavaǌu matematike.

U radu prikazujemo rezultate eksperimentalnog istra�ivaǌa koje obuhvata
analizu rezultata testa (kontrolnog zadatka) kojim smo kod uqenika proverava-
li poznavaǌe graniqne vrednosti funkcije. Pri odabiru zadataka vodili smo
raquna da budu reprezentativni za ovu nastavnu temu. U pitaǌu su, ne texki,
nego lakxi, prepoznatǉivi zadaci qije bi rexavaǌe trebalo da postane trajni
deo ǌihove matematiqke kulture.

Testiraǌe je obavǉeno poqetkom februara meseca 2003. godine, xto je bi-
tno za obradu podataka, jer testiraǌe nije obavǉeno neposredno po zavrxetku
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obrade nastavne jedinice, nego par meseci kasnije, bez ikakve najave i pripreme
uqenika za test. Ovim smo hteli da proverimo ne samo koliko su uqenici usvo-
jili potrebne operativne tehnike, nego i kolika je trajnost tog znaǌa. Testi-
raǌe je trajalo jedan xkolski qas i zadatke su radili uqenici qetvrtog razreda
prirodno-matematiqkog i opxteg smera gimnazije.

Ciǉ istra�ivaǌa je bio da poka�e koliko su uqenici usvojili pojam i izra-
qunavaǌa graniqnih vrednosti funkcije i koliko su u staǌu da ta znaǌa primene,
ukoliko se jave u okviru nekog zadatka u gradivu koje se kasnije obra�uje (npr.
ispitivaǌe funkcije i crtaǌe grafika). Istiqemo da se ne proverava poznavaǌe
samog pojma graniqne vrednosti funkcije (definicija i posledice), ve� samo iz-
raqunavaǌe, korix�eǌem osobina i prepoznavaǌem tipskih zadataka. Ne maǌe
va�an ciǉ ovog istra�ivaǌa bio je da identifikujemo najuqestalije grexke koje
uqenici prave rexavaju�i ovakve zadatke, kako bismo u daǉem radu sa uqenicima
mogli da ih izbegnemo.

Istra�ivaǌe je sprovedeno u okviru pripreme magistarske teze pod mentor-
stvom prof. dr �ur�ice Takaqi.

U radu prvo navodimo zadatke koji su ra�eni i kratko obrazlo�eǌe za takav
izbor zadataka. U slede�em delu navodimo ukupne rezultate testiraǌa, zatim
analizu rezultata testiraǌa i na kraju zakǉuqke do kojih smo, analiziraju�i
sve navedeno, doxli.

2. Zadaci na testu

Na testu su uqenicima zadati slede�i zadaci.

1. Izraqunati graniqnu vrednost (bez primene Lopitalovog pravila):

a) lim
x→2

√
x2 + 21 − 5

x − 2
; b) lim

x→1

(
1

x − 1
− 2x + 1

x3 − 1

)
;

v) lim
x→∞

(
2x − 1
2x + 2

)x+1

; g) lim
x→0

sin mx

sinnx
.

2. Ispitati ponaxaǌe na granicama domena (asimptote):

a) f(x) =
2x2 − x − 1

x
; b) f(x) =

2x

x2 − 25
.

U prvom zadaku trebalo je izraqunati qetiri graniqne vrednosti koje se

svode na neodre�ene izraze ,,
0
0
“, ,,1∞“ i ,,∞ − ∞“. U pitaǌu su takozvani ti-

pski zadaci koji se posebno obra�uju na qasovima predvi�enim za to u okviru
teme Graniqna vrednost funkcije (planom je predvi�eno 4 qasa za obradu tipskih
zadataka na prirodno-matematiqkom i opxtem smeru gimnazije). Pri odabiru
zadataka, vo�eno je raquna da budu zastupǉeni razliqiti tipovi graniqnih vre-
dnosti kao i da to budu oni zadaci sa kojima �e se uqenici najqex�e sretati u
daǉem izuqavaǌu matematike.
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Drugi zadatak je odre�ivaǌe asimptota date funkcije, xto je, praktiqno,
primena graniqnih vrednosti. Date su algebarske funkcije, jer ih smatramo
najjednostavnijim i najvixe primerenim za taj uzrast i najxiru populaciju uqe-
nika. Treba ista�i da, u sredǌoxkolskoj nastavi matematike, pojmu graniqne
vrednosti funkcije prethodi tema Funkcije u okviru koje se uqenici podse�aju i
upoznaju sa pojmovima domen, kodomen, parnost, nule i znak, monotonost, ograni-
qenost, . . . Stoga se u okviru ovog zadatka oqekuje da uqenici prvo odrede domen
funkcije. Tako�e, oqekuje se da pri odre�ivaǌu asimptota mogu da iskoriste
parnost ili neparnost funkcije, kao i znak funkcije.

3. Ukupni rezultati testiraǌa

Prikazujemo ukupne rezultate testitaǌa dvema tabelama i odgovaraju�im
grafikonima.

U prvoj tabeli prikazujemo koliko je uqenika i kako uradilo koji zadatak
i to izra�avamo u procentima i prikazujemo grafikonom 1. Na vertikalnoj osi
grafikona 1, broj 1 predstavǉa prvu kolonu, uqenike koji su navedeni zadatak
taqno uradili, broj 2 drugu kolonu, znaqi delimiqno taqne odgovore, broj 3
netaqne i broj 4 broj uqenika koji nisu odgovorili.

taqnih delimiqnih netaqnih bez ukupno
odgovora odgovora odgovora odgovora (100%)

1.a 78 (42%) 11 (6%) 71 (38%) 25 (14%) 185
1.b 78 (42%) 10 (5%) 71 (38%) 26 (15%) 185
1.v 52 (28%) 30 (16%) 41 (22%) 62 (34%) 185
1.g 47 (25%) 10 (5%) 24 (13%) 104 (57%) 185
2.a 78 (42%) 53 (29%) 31 (17%) 23 (12%) 185
2.b 85 (46%) 52 (28%) 27 (15%) 21 (11%) 185

tabela 1

Sa grafikona 1. je interesantno primetiti da se linije koje odgovaraju za-
dacima 1.a i 1.b kao i one koje odgovaraju zadacima 2.a i 2.b praktiqno poklapaju.

Tabelom i grafikonom 2. pokazujemo koliko je uqenika uradilo koji procenat
testa, a to bi praktiqno predstavǉalo ocene na testiraǌu, da se test oceǌivao.

0%--40% 40%--55% 55%--70% 70%--85% 85%--100%

54 41 30 21 29

tabela 2

4. Analiza rezultata testa

U ovom delu rada uz svaki zadatak prvo izla�emo jedan naqin rexavaǌa, a
zatim analiziramo koliko ga je uqenika uradilo. Tako�e, istiqemo i analizi-
ramo najqex�e grexke koje su uqenici pravili rexavaju�i dati zadatak.
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grafikon 1 grafikon 2

1.a. Izraqunati graniqnu vrednost lim
x→2

√
x2 + 21 − 5

x − 2
.

lim
x→2

√
x2 + 21 − 5

x − 2
= lim

x→2

√
x2 + 21 − 5

x − 2
·
√

x2 + 21 + 5√
x2 + 21 + 5

= lim
x→2

x2 + 21 − 25
(x − 2)(

√
x2 + 21 + 5)

= lim
x→2

(x − 2)(x + 2)
(x − 2)(

√
x2 + 21 + 5)

= lim
x→2

x + 2√
x2 + 21 + 5

=
4
10

=
2
5
.

Zadatak je uradilo 42% uqenika.
Najqex�a grexka koju su pravili uqenici pri rexavaǌu ovog zadatka (preko

30%), je xto su zadatak rexavali kao da se tra�i graniqna vrednost kad x → ∞,
izdvajaju�i najvixi stepen u imeniocu i brojiocu, a zatim koristeci lim

x→∞
1
x = 0.

Jox jedna uqestala grexka je proxirivaǌe razlomka sa x + 2, umesto sa√
x2 + 21 + 5, xto mo�e da ukazuje na prise�aǌe na ideju koja se u zadatku

koristi.

1.b. Izraqunati graniqnu vrednost lim
x→1

(
1

x − 1
− 2x + 1

x3 − 1

)
.

lim
x→1

(
1

x − 1
− 2x + 1

x3 − 1

)
= lim

x→1

(
1

x − 1
− 2x + 1

(x − 1)(x2 + x + 1)

)

= lim
x→1

x2 + x + 1 − 2x − 1
(x − 1)(x2 + x + 1)

= lim
x→1

x2 − x

(x − 1)(x2 + x + 1)

= lim
x→1

x(x − 1)
(x − 1)(x2 + x + 1)

= lim
x→1

x

x2 + x + 1
=

1
3
.

Zadatak je uradilo 42% uqenika.
U ovome zadatku se ponavǉa grexka iz prethodnog – uqenici tra�e graniqnu

vrednost kao da x → ∞.
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U velikom broju nerexenih, ali i delimiqno ura�enih zadataka, pojavio se
problem faktorisaǌa razlike kubova x3 − 1.

1.v. Izraqunati graniqnu vrednost lim
x→∞

(
2x − 1
2x + 2

)x+1

.

lim
x→∞

(
2x − 1
2x + 2

)x+1

= lim
x→∞

(
2x − 1 + 2 − 2

2x + 2

)x+1

= lim
x→∞

(
1 − 3

2x + 2

)x+1

= lim
x→∞


(

1 − 1
2x+2

3

) 2(x+1)
3




3
2

= e
− 3

2 .

Zadatak je taqno uradilo 28% uqenika. Veliki broj uqenika nije ni pokuxao da
uradi zadatak, qak ǌih 34%.

Kod uqenika koji su delimiqno taqno uradili zadatak grexka je bila rezul-
tat e3/2, umesto e−3/2, pozivaju�i se da je lim

x→∞(1 − 1
x )x = e, a treba e−1.

Uqenici koji su netaqno uradili zadatak, najqex�e su za rezultat dobili
jedinicu ne vode�i raquna da je u pitaǌu neodre�eni izraz oblika ,,1∞“.

1.g. Izraqunati graniqnu vrednost lim
x→0

sin mx

sinnx
.

lim
x→0

sin mx

sinnx
= lim

x→0

sin mx

sinnx
· mnx

mnx
=

m

n
lim
x→0

sin mx

mx
sinnx

nx

=
m

n

lim
x→0

sin mx

mx

lim
x→0

sin nx

nx

=
m

n
.

Mo�e se re�i da je ovo najvixe ,,izbegavan“ zadatak; 57% uqenika nije ni
pokuxalo da ga uradi, xto ukazuje da uqenici ne vole i ne pamte trigonometriju
(adicione teoreme) i unapred izbegavaju sve xto na to podse�a.

Uqenici koji su delimiqno taqno uradili zadatak prepoznali su da se u

rexavaǌu zadatka treba pozvati na poznatu graniqnu vrednost lim
x→0

sin x

x
, ali su

grexili pri izraqunavaǌu.
2. Ispitati ponaxaǌe funkcije na granicama domena (asimptote

funkcije).
2.a. Domen funkcije je R \ {0}, znaqi, ispitujemo levu i desnu graniqnu

vrednost u nuli i graniqne vrednosti u +∞ i −∞.

i) Posmatramo lim
x→0+

2x2 − x − 1
x

i zakǉuqujemo da je ta graniqna vrednost

−∞; svodi se na izraz tipa ,,1/0“ i pri tome su imenilac i brojilac suprotnog
znaka (brojilac te�i −1, a imenilac je pozitivan broj blizak 0). Analogno, za

levu graniqnu vrednost dobijamo lim
x→0−

2x2 − x − 1
x

= +∞. Znaqi zakǉuqujemo

da je prava x = 0 vertikalna asimptota funkcije.
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ii) Posmatramo sad lim
x→+∞

2x2 − x − 1
x

. Kako je stepen brojioca ve�i od ste-

pena imenioca, zakǉuqujemo da je ta graniqna vrednost +∞. Analogno, graniqna
vrednost kad x → −∞ je −∞, xto znaqi da funkcija nema horizontalne asim-
ptote.

iii) Konaqno, ispitujemo postojaǌe kose asimptote y = kx + n.

k = lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

2x2 − x − 1
x2

= lim
x→∞

x2(2 − x−1 − x−2)
x2

= 2,

n = lim
x→∞(f(x) − kx) = lim

x→∞

(
2x2 − x − 1

x
− 2x

)

= lim
x→∞

2x2 − x − 1 − 2x2

x
= lim

x→∞
−x − 1

x
= −1.

Analogno, sa graniqnom vrednosti kad x → −∞.
Znaqi, kosa asimptota je prava y = 2x − 1.

Grafik funkcije f(x) =
2x2 − x − 1

x
je prikazan na slici 1.

slika 1 slika 2

2.b. Kao i u prethodnom zadatku, odredimo domen; to je skup R \ {−5, 5}.
Tako�e, mo�emo primetiti da je funkcija neparna, grafik centralno simetriqan
u odnosu na koordinatni poqetak, pa je dovoǉno ispitati ponaxaǌe samo na
intervalu (0,+∞).

i) Ispitivaǌem leve i desne graniqne vrednosti u x = 5, dobijamo da su
prave x = 5 i x = −5 (zbog simetriqnosti) vertikalne asimptote funkcije.

ii) Ispitivaǌem graniqne vrednosti u +∞ dobijamo da je prava y = 0 hori-
zontalna asimptota. (Mo�emo primetiti da je stepen brojioca maǌi od stepena
imenioca, pa je tra�ena graniqna vrednost nula).

iii) Kosih asimptota nema.

Grafik funkcije f(x) =
2x

x2 − 25
je prikazan na slici 2.

Zadaci 2.a i 2.b su najvixe ra�eni i najuspexnije ura�eni (42% uqenika je
taqno uradilo prvi, a 46% drugi zadatak). To je posledica, verovatno, i toga xto
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je to ,,najsve�ije“ gradivo koje je ponavǉano neposredno pred test (ispitivaǌe
funkcije i crtaǌe grafika).

Mo�emo primetiti da skoro svi uqenici znaju da treba da ispituju po-
stojaǌe graniqnih vrednosti na granicama domena. Problemi su se javili pri
samom izraqunavaǌu, ali se pokazalo i da izvestan broj uqenika ne zna koja
od navedenih graniqnih vrednosti daje postojaǌe koje asimptote. Znaqi, desi
se da uqenik izraquna sve tra�ene graniqne vrednosti, ali ne navede koja od
asimptota postoji, a koja ne, kao ni ǌihove jednaqine.

Pri odre�ivaǌu vertikalne asimptote je, priblizno 10% uqenika odmah
po odre�ivaǌu domena, bez izraqunavaǌa graniqnih vrednosti, zakǉuqilo da je
vertikalna asimptota x = 0 u prvom, odnosno prave x = 5 i x = −5 u drugom
zadatku, xto u opxtem sluqaju ne va�i. Naime, funkcija nema uvek u taqkama u

kojima nije definisana vertikalnu asimptotu (npr. funkcija f(x) =
2x2 − x − 1

x − 1
koja u taqki x = 1 nije definisana, a nema vertikalnu asimptotu).

Maǌi broj uqenika je pri odre�ivaǌu vertikalne asimptote tra�io lim
x→a

f(x),

dobijaju�i pri tome izraz oblika ,,c/0“, te zakǉuqio postojaǌe vertikalne asim-
ptote.

Ve�ina je ipak ispitivala postojaǌe leve i desne graniqne vrednosti, naj-
qex�e koriste�i se znakom funkcije.

Pri ispitivaǌu postojaǌa horizontalne i kose asimptote, uglavnom su po-
smatrane graniqne vrednosti u +∞ i −∞ istovremeno.

Niko od uqenika nije koristio neparnost funkcije u drugom zadatku.
Svi uqenici su ispitivali i postojaǌe horizontalne i postojaǌe kose asim-

ptote, iako, kad doka�emo postojaǌe jedne (na primer u +∞), znamo da druga ne
mo�e postojati.

Pokazalo se da neki uqenici nisu sigurni koja je od pravih x = c i y = c
(c je konstanta) paralelna sa kojom osom tj. koje su prave vertikalne, a koje
horizontalne.

U izvesnom broju zadataka se pojavio problem kod odre�ivaǌa k i n u je-
dnaqini kose asimptote. Posle odre�ivaǌa k, zbog pogrexnog izraqunavaǌa,
dobijaju da je n = lim

x→∞(f(x) − kx) = ∞ i zakǉuqe da je kosa asimptota prava

y = kx, xto ne bi bilo taqno ni da je ta graniqna vrednost taqno izraqunata;
to bi znaqilo da kosa asimptota ne postoji.

5. Zakǉuqak

Analiziraju�i rezultate testa izvodimo slede�a opa�aǌa.
Prime�ujemo da blizu 30% uqenika nije uradilo ni 40% zadatih zadataka,

xto se smatra nekim minimumom za prelaznu ocenu. Sâmom proseqnom ocenom,
koja bi iznosila 2,46, ne mo�emo biti zadovoǉni, ali treba imati u vidu da bi
ta ocena bila ve�a da je test obavǉen neposredno po zavrxetku metodske jedinice,
kao i da su uqenici bili pripremǉeni za proveru.
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Kao xto smo i oqekivali, najve�i broj uqenika je savladao izraqunavaǌe
graniqnih vrednosti algebarskih funkcija. Zadatke 1.a, 1.b, 2.a i 2.b je uradilo
preko 40% uqenika i taj procenat je pribli�no jednak u sva qetiri zadatka.

Slabije su ra�eni i ura�eni zadaci 1.v i 1.g, xto je tako�e bilo oqekivano.
Uqenici zaista izbegavaju trigonometriju, ne samo u zadacima sa graniqnim
vrednostima, nego uopxte. Ovaj problem bi mo�da mogli da prevazi�emo tako
xto �emo trigonometriju (koja se obra�uje u II razredu) vixe provlaqiti kroz
gradivo III razreda i na taj naqin uqenicima ne dozvoliti da tako va�nu oblast
zanemare.

Sliqno je i sa brojem e, koji se definixe u III razredu u okviru nastavne
teme Nizovi, ali koji ve�ina uqenika ne prihvati i izbegava zadatke u kojima
se javǉa. Ovo je razumǉivije, uzevxi u obzir broj qasova predvi�en za uvo�eǌe
broja e kao i sam naqin uvo�eǌa.

Mo�emo primetiti da nema velike razlike izme�u rezultata testiraǌa uqe-
nika prirodnog i opxteg smera, koji ovo gradivo i obra�uju po istom nastavnom
planu i programu i sa istim fondom qasova. Bilo bi zanimǉivo uporediti ih
sa rezultatima istog ili sliqnog testiraǌa uqenika matematiqkog smera, xto
ovom prilikom nije ura�eno, zbog velikih razlika u nastavnom planu, tako da se
ova nastavna jedinica ne obra�uje ni u istom uzrastu, ni u isto vreme.
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