HACTABA MATEMATUVEKE HA $ARYJITETUUMA

Ip Hapko Muauakosuh

KOBAPMJAHTHO IMN®EPEHIIMNPAILE

Teopnja KOHEKCHja 1 KOBAPUjAHTHOT MU(PEPEHIUPARkA 3ay31Ma jeJHO Of IMEHTPaJI-
HUX MECTa MOJAEDHE aHaju3e, IupepeHnujante reomerpuje u reopujcke dusure. [usm
OBOT WJIaHKA je Ia Ha ,eJIeMEHTapaH‘ HAUMH MOTWUBWIIE W yBeme oBe mojMoBe. Ilon
,,€JIEMEHTaPHNM “TIOPa3yMeBaMo ,,Ha HUBOY IPBUX KypceBa Amaimse ‘.

1. YBon

Hexa cy nare tauke A(Za,Ya, 2q) 1 B(Xp, Yp, 2) ¥ TPONAUMEH3MOHAIHOM €YKIUI-
ckoM mpoctopy. M3 Ilutaropune Teopeme ciaean na je pacrojame u3Melhy mux jeqHaro

(1) p(A, B) = \/(.%‘a - xb)Q + (ya - yb)2 + (za - Zb>2-

[IpernocraBuMo masmse ma ce OBE ABE TAUKe HAJA3€ HA IOBPIIM, PENUMO HA IOBPIIMHL
3emme. [lyrauk koju skesmu ma crurae u3 tauke A y tauky B mopahe ma mpebe
pactojame koje je Behie o BpeAHOCTH M3padyyHATe HPETXOIHOM (OPMYJIOM. 3ancTa,
¢popmyaa (1) maje nyxuny cesmenma npaee koju cuaja tauke A u B. Ilytauk koju
ce kpehie mo moBpmuau 3emibe, mehyTum, He Moke na ce kpehe mo mpasoj, jep chepa
He MO/Ke Ia campsku cerMeHT mpase. Ilomro je ,,cermenT mpaBe Hajkpalie pacrojame
m3meDhy mBe Tauke“, ciemu ma he Ham myTHUK mpehum myT umja je myskumHa Beha on
sesmunse p(A, B).

Koju myt o Tauke A no tauke B je najxpafiu 3a myTHUKa KOju ce kpehe mo chepu,
iy, ommruje, no Hekoj noBpmu! Ila aum yBek mocrtoju Takas myT?! Ako mocroju, Aa
au nocroju camo jedaw? Kako ra mpomahn? To cy riasma mutama kojuma hemo
ce OaBuTu y oBoM uinaHKy. Bumehemo ma cy oHa Be3aHa 3a HauuM Ha KOJu Maj
NYMHUK u3pasyrasa npau u3eod. 1lpsu u3son (BEKTOPCKO-BPEAHOCHE) QYHKIMjE T
(to — &,t0 +€) — R? je

(2) T (t0) = tim - (r(t0 + ) — 7(t0)).

Iecua crpana y (2) nogpasyMeBa Ja 3HAMO INTA je cabUpame BEKTOPA U MHOKEHE BEK-
Topa ckajgapoM. IIpuMmeTumo na je pe3yarar cabupama BEKTOPa U BUXOBOT MHOKEHA
CKQJIapOM ONET BEKTOpP, Hakie o0jekaT mcTor Tuma. Jlakje, ako je T BEKTOPCKO-
BpeIHOCHA (yHKOUja, OHIA je TO U JeCHa, a TUMe U JeBa, ctpada y (2). Mebhyruu,
mTa ako je r: (tg — &,tg + &) — S? npecimraBame mHTepBata y chepy S?, wm
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Hexy npyry mospmt! Ilomcermmo ce nma ce y meduuunuju cabupama BEKTOPA KOPUCTHU-
Mo Moryhaomhy na uaeHTHGUKYjeMO IPOM3BOBHN BEKTOD CA HEKUM BEKTOPOM UHUjH je
[OYeTaK, PENUMO, ¥ KOODAUHATHOM moueTky. OBy MAEHTU(DUKAIM]Y BPIIAMO MOMONY
mparcaayuje, Tj. Napasearnoz nperoca. Kako IpeHeTu 0Be MOjMOBE Ha MOBPIIA !

2. llysxkumHa JykKa KpuBe
Hexa je r(t) = x(t)i + y(t)j + 2(t)k raatka' kpusa koja cmaja Tauke A u B,

Tj. HeKa je r: [a,b] — R?® rmatko mpeciurasame takso na je r(a) = A, r(b) = B.
WN3zabepumo Ha TOj KPUBOj M Tadyaka

A= P1(131, Yt 21), PZ(an Y2, Z2)a ceey Pﬂ—l(xn—la Yn—1, Zn—l), Pﬂ(xna Yns Zn) =B

takBux ma je P, = r(tg), a = t1 < to < -+ < tp_1 < t, = b. Hexra je
Amy, = xp,1 — Tp; cmmuro ce gedummmy Ay 1 Azg. ﬂy}HI/IHa M3JOMJbEHE JIMHU-
je PiP>...P,_1P, je L(r;n; Az, ..., Az,) = 1, \/ Axp)? 4+ (Ayg)? + (Azg)2.
Heka je momena msabpana tako ma je At = tr41 — t 3a cBako k. Tana je mysxwuna
KpUBe r(t) (o meduHUIMjHU, a y cxnany ca reomerpujckoM uaTymuujom) L(r) =
limaz—o L(r ny Azxy, ..., Azy),

ACL‘]C Ayy, 2 Az, ?
L(r AHOZ\/ (E) +<Tt) At

[Tpumenom KommmjeBe Teopeme 0 cpemm0j BpEIHOCTH JTAKO CE€ BUIA Aa je

L(r) = Aliriloz VE(ER)? + 9(6r)% + 2(&)2At, 3a Hewe & € (tr, thy1),

rje TAUKUIA U3HAT CJIOBA O3HAUYaBa AuepeHmupame no t. [locaenmu uspas je auMec
UHTETPAJHE CyMe q)yHHque t — /22 + 9%+ 22, Tlpumerumo ma je oBa (yHKIU)ja

CYKIMICKA HOPMA, || 7 || TaEreRTHOr BekTOpA ((11_7; =x1+9yJ+ 2k ua xpusy t — 7(t).
Tarxo mobujamo 1/13pa3 3a My:KUHY KPUBE
b
dr
3 L(r) = — || dt.
3) m= [ |5

Canma moxkeMmo ma mamo caenehy meuHunyjy.

JEaVHUIIMIA 1. Hera cy A u B nmBe Tauke Ha moBpimu Y C R3. Pacmojamem
usmelly A u B masuBamo semwunny d(A, B) = inf,. L(r), rae je uadumym yser mo
CBUM IJIATKMM KPUBUM Ha X Koje cmajajy A u B.

HanoMEHA 1. U3 (3) BuguMo na HaM je 3a De)UHULM]Y LYsKUHE KPUBE, a TU-
Me ¥ pacTojama, Ha IOBPIIM . HOBOJbHA HOPMa Ha TAaHTE€HTHO] paBHU 1,Y MOBPIIM y

1 Cpa mpecimkapama, GyHKIMje U KPUBE KOje PA3MATPAMO y OBOM WIAHKY CY TJIATKH, Tj. GECKOHAUHO
nyTa mudepenmujabunny, ma to yoyayhe mehemo mocebro HarmamasaTu.

2 OBge, a u yOymyhe, IpeTmocTaBbaMo a Cy YCJIOBU MOX KojuMa oapehenn mamecu, cympemymu u
MHOUMYMH OCTOje PACIPABJBEHM ¥ OKBUDY NIPBOT Kypca AHamuse.
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cBakoj Taykn p € . OBakBa (aMuinja HOPMM KOja IJIATKO 3aBUCH OX P HA3WUBA Ce
DPuHCAEPOBOM MEMPUKOM HA TOBPIIN & CAMA HOBPI 0800UMENIUONAANOM Puncae-
posom mHozocmpyrkowhy. Kana je oBa HOpMa MHAYKOBaHA CKAJapPHUM IIPOU3BOIOM,
roBopuMo o Pumarosum mempuxama u Pumarosum mrozocmpyrxocmuma.

3AIATAK 1. Hopma |[(z,y)||ec = max{|z|, |y|} 3amaje PumcrepoBy meTpury y
pasau R?. Jlokasatu ma mpowmssomna kpusa t — (z(t),y(t)) xoja cmaja koopmmHa-
THU noderak ca taukoM (1,0) u 3amoBosmaa & > |y| uma myxumy 1. M3pauysaru
pacrojame usamehy rauaka (0,0) u (1,0) y Toj merpumu. A

Cana 1aKo MOKEMO 12 OAFOBOPUMO HA jeIHO OJ MATama IOCTABLEHUX Y YBOIY —
mTa je Hajkpalu myT 3a MyTHWKA KOjU MyTYje IO MOBPIIN.

HeenHULMIA 2. Kpusa 7: [a,b] — ¥ Ha3uBa ce MUNUMAAHOM 2€00€3UJCKOM
aurujom axo je L(r) = d(r(a),r(b)). Kpusa r: [a,b] — ¥ rHasusa ce zeodesujcrom
AUNHUJOM AKO je OHA MUHUMAJIHA T'eONe3UjCKa JIMHUja HA NOBOJAHO MAJUM IOAWHTED-
BaJMMa MHTEepBana [a,b|; mpeuwsHuje, ako 3a cBako to € (a,b) mocroju € > 0 TakBO
Ia je 3a cBaka IBa Opoja $1 < Sg M3 uUHTEpBaJaA [tg — £,to + €| myxuna kpuse r(t),
s1 <t < s9 jemnara d(r(s1),7(s2)).

IIPMEP 1. Jemmue reonesmjcke AUHUjEe y PABHU CA €YKIUACKOM METPUKOM CY
cermentu mpasux [1]. A

Y3 mperxonHu npumep, cienehiu 3amarak IMOKasyje Oa IMOjaM TeOle3UjCKe JIMHU-
je 3aBucu ox mzbopa PuHCIEpOBE METPUKE U yjeTHO OArOBapa W Ha NMUTAKE Na JIU
Hajkpahu myT mMopa ma Oynme jeauHCTBEH.

3AIATAK 2. [3] Horasatu 1a je ceaka KpuBa u3 3amaTka 1 MUHUMAIHA reome-
sujcka. A

Hamomenumo nma je merpura y mperxomgHoM 3amgaTky Pumciaeposa. Y ciaydajy
PumanoBe meTpuke, reone3ujcke TUHUjE CY A0KAAHO jeauHCTBeHe. [lpennsnuje, Baku
caeneha teopema, unju ce noka3 Mosxke Halim y [5].

TEOPEMA 1. 3a ceaky mauxy p € ¥ nocmoje omaopena oxoauna V, C X
u nosumusar 6poj € makxsu da ce ceaxe dse mayke qi,q2 € V, Mo2y cnojumu
JEOUHCMBEHOM MUHUMAAROM 2€00€3UJCKOM YUja je 0Yncuna Mamha 00 €. B

['mobanna Bep3uja TPETXOMHE TEOPEME V OMIITEM CIYYajy HE BasKU: MUHUMAJIHA
reone3uwjcka auHuja u3mely IBe ymasbeHe Tauke He MOpa ma Oyne jeauHCcTBeHA. 10
mokasyje caemehu mpumep.

[IPUMEP 2. Jemure reonesujcke quaMje Ha chepu S? ca eyKIMICKOM METPUKOM
nacieberom u3 R3 cy cerMeHTn BeqMEMX KpY:KHHUIA, Tj. Tpeceka cepe ca paBHUMA
Koje caIpie HeH IeHTap. 3aucTa, Heka je C' C S? Bemuka kpyHUNA U 1,2 € C IBe
TavKe Koje Ce MOT'Y CIIOJUTHU JeQUHCMEEeHOM MUHUMATHOM [e0Ie3ujCKOM o [a,b] — X,
kao y Teopemn 1. Hexka je S¢: 8% — S? pediexcuja y 0IHOCY Ha paBaH Kpy/KHUIE
C'. Hapasuo, taga je Sc(C) = C. Huje temko sumetn na je S¢ m3oMerpuja u 1a
omatye ciaenu na je u S¢ o o reoe3ujcka. V3 JOKaJHe jeIMHCTBEHOCTU MUHUMAJHE
reozesujcke caemu ma je a[a,b]) = Se(a([a,b])), wro 3saun na je a([a,b]) C C.
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Hajkpahu myr usmeby cymporrux mosnosa Huje jemmuHcTBeH. AKO U3 cdepe On-
CTPAHNMO jeJHy TAUKy, JIAKO BUAUMO UM na Hajkpahw myr m3mely mBe Tauke e Mopa
VBEK & IIOCTOjU, YaK M aKO MOCTOju reofe3ujcka uamehy mux. A

3. T'eome3ujcke JiMHUje ¥ BapUjalluOHU PAUYYH

Cana hiemMo ma maMo HEITO APYTAYMju MPUCTYI AeGUHUNUU T€ONC3UjCKUX JIMH-
ja. Oxm cama hemo mocmarparu camo PuManoBe MeTpuKe, Hakie HOpMe WHIYKOBAHE
CKaJIAPHUM TTPOU3BOIOM.

Heka je ¥ mospm y R3. Ilocmarpajmo mpoctop raaTkmx kpusux Q(¥) =
{7v: [a,b] = X} u dpymkmmonane L, E: Q(X) — R,

dry 1 [t
hall E(y) = =
dt H e m ) z/a

IIpBu ce Ha3mBa @ynryuoOHALOM OYyXCUHE, & OPYTH PYNKYUOHAAOM eHepeuje MIn
dynryuonasom dejcmaa.

2
dt.

b dy

L(y) =/ o

a

3AIATAK 3. lokazatu na ce (YHKIMOHAJT Iy:KUHE HE MEHAa, & (DYHKIMOHAJ
eHEpTHje Mema IPU PeIapaMeTpu3andju kpuse.> A

Nwmajyhn y Buny He¢ruunujy 2, MosxkeMo na mokymamo na Hahemo reomes3ujcky
JIUHUjYy KAO0 KPUTWUYHY Tauky (yHKMWoHasa L. Jla OmcMo mpenmsuvpanu Taj IojaM
(pamu ce 0 QpyHKIMOHANY HA GECKOHAUHO AMMEH3MOHOM U TONOJIOMKU BEOMA CIOKEHOM
npocropy), majemo caeneliy nepuuunujy.

JEeVHUIIMIA 3. Kpusa v ce HazumBa excmpemanom (GyHKIuOHasa L ako 3a
CBaKO IVIATKO IpeciaukaBame u: (—e,€) X [a,b] — ¥ 3a koje je u(0,t) = v(t) u
u(s,a) =y(a), u(s,b) = v(b) Baxu %L:o L(u(s,-)) =0.

ITpuMEP 3. (IIpaBa Kao ekcrpemasia GpyHKIHOHANA Iy:kuHE) V301 U3-

b du(s b u(s u(s :
pasa L(u(s,-)) = [, ||%|| dt = [ <¥, %)dt o s je

Ba - (a0, 240 ([RET T

[Ipumenom mapuujasae uaTerpamuje u ycaosa u(s,a) = y(a), u(s,b) = v(b) mo-

. o ddy( [7dy dy\\ " , B
Bujamo &L(u(0,~)) = —/a <X(t)’EE< <E’E>> >dt7 rae je X(t) =

%(O,t). W3 nocnenme dopmMyne cremu na je 7y exkcTrpemana (yHknuoHana L axo

U CaMO aKo je (VX(t))(X(t),%‘sz( <%’(ZTZ>)71> = 0, WTO je eKBUBAJEHTHO Ca

D

d dy dy dyyy-1 _ iody
S ad WG )" =0, 1j. T = const. Pemema cy mpase. A

3 TMox pemapamerpu3anujoM KpuBe  TOAPA3yMEBAMO KpUBY 7 © 1, Tae je : [a,b] — [a,b] riaTka
OUjeKmmja ca TIATKUM MHBEP30M. KpuBa U HeHA pemapaMeTpHU3alija Ce, OUMIJICTHO, PA3JUKYjy CaMo Kao
NPecAuKa8ama, NOK Cy HUXOBE CIMKE HA MOBPIIM X UCTE. Y TOM CMUCIY MOKEMO A UAEHTU(UKYjEMO
pas3iuuuTe pernapaMeTpu3anuje jelHe KPUBe.



KosapujanTrO mudepermupame 61

Basn cnenehia teopema, umju 1oka3 He HaBomuMmo (B. [5]).

TEOPEMA 2. EKpusa 7y je excmpemana $ynxyuvonana L axo u camo axo je
HEKa HEHA PENapamMempuscyuja excmpemanc gyrryuonass . m

Osa Teopema HaM omoryhasa fa reolesmjcke TPAKIMO K0 eKcTpemase (yHKIM-
ounana F. Bpartumo ce jom jeZHOM MpaBoj ¥ €YyKIUACKOM TPOCTOPY.

ITpuMEP 4. (ITpaBa kao ekcrpemasnia ¢pyHknUoOHANA eHepruje) ludepen-

mupamem u3pasza F(u(s,-)) = fb [ 2uet) |12 g = ff(auéi"t), w> dt mo s n mapuu-

(
. . . a. 8t .
janHOM MHTerpammjoM mo0ujaMo jeHOCTABHUjU u3pa3 ox oHor y Ilpumepy 3:

() QE(u(s,)) _ _/ab <82u(s,t) 8u(s,t)> it

0s otz Os

IMocaenmu n3pa3 je y s = 0 jemHar Hynu 3a CBaKy Bapujalujy u, Ia OmeT KoOHjaMo
4=0.A

[Tocmarpajmo cana mospm Y cHabneseny PumamoBom merpuroM. Hexka je v(t)
riaTka Kpusa u u(s,t) meHa riaTka Bapujammja. AKO HOKymAMO & MOHOBUMO DadyH
u3 Ilpumepa 3 u 4 u mupepennupamo, penumo, QpyHrnuonan F, sumumo na uszpas (4)
HEMA CMUCIA: CKAJNAPHU IPOU3BOL (-, ) je NeQUHUCAH CAMO HA TAHTEHTHAM DABHUMA

9%u(s,t)

T3, a BEKTOp —g,z—~ HE MOpa Ja NpUNaja TAHTEHTHO] PABHU MOBPIM X, Maja jOj

Ou(s,t) . .
~5;— mpunana. Onmruje, Heka cy p +— X, u p = Y, rIaTke (aMuimje TaHreHTHIX
Bexropa nospmu 3,* Heka je DX m3sox mpecinkasama X : ¥ — R3, p — X, m HeKa je
DX (Y,) merosa Bpennoct y npasiy Bekropa Yp. Tama DX (Y),) npunana ranreHTHOM
npocropy T, R? eykmackor npocropa R3, Tj. mpocTopy BeKTOpa ca MOYETKOM y TauKu

p. VM3abepumo mpojexnujy
(5) T TyR® — T3,
IIpumeTumo na w360p mpojexnuje m, HUje jeJUHCTBEH.

HeeuHnLMIA 4. Tnarka damuimja npojernuja (5) Ha3UBa ce KoHeKCUjoMm HA
moBpmm ¥. Berropcro mome p — 7w, (DX (Y),)) HasuBamo xosapujarmmnum u3e000Mm
BEKTOPCKOT moJsba X y TpaBIly BeKTopa Y, u o3HauaBaMo ca Vy, X.

Huje remro npoBepuru na omepamuja V uma creneha cBojcrsa:

VixtgvZ = fVxZ +gVyZ,
(6) Vx(Y+2Z)=VxY+VxZ,
Vx(fY) = fVxY +df (X)Y,
3a BekTOpCKa nomba X, Y, Z Ha ¥ u ¢pyukuuje f,g: X — R. KoBapujanTtHo mudpepenuun-
pame yBenero epunuijom 4 3aBucy on n3d60pa KOHEKCHje, Tj. haMunnje IpojerIyja

mp. Vlako oBaj u3b0p HUje jeAVHCTBEH, IOCTOjU NPUPOAAH M300p Koju HaMm oMoryhasa
na pauys u3 [Ipumepa 3 u 4 mpereceMo U Ha MOBPmU. AHAIU30M TOT pavyyHa OIMaX

4 OpakBe dammiuje HA3MBajy ce 8exMOpPCKUM NopuMa Ha Y. POPMAIHO, BEKTOPCKO TOME je Tpe-
cmxasame 1 ¥ — J, TpX xoje sanosomasa F(p) € TpX.
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BUIUMO [a CMO y BeMy kKopuctwiu JIajonuu080 c680jcmeo y OOHOCY HA CKAJIADHU
IIPOM3BOI:

(7) YP<X13X2> = <vaX17X2>+<X17vaX2>7

rlie U3pa3 Ha JIEBOj CTPAHU O3HAYABA WM3BOJ (QYHKIUjE P — (X;,Xg) y NpAaBIy BeEK-
Topa Y,. Mame ounrnenno je na HaM je, Ja OMCMO MOIVIM Ja NOHOBUMO Taj PavyH,
HEONXOIHA U T3B. CUMEMPUUHOCI, KOBAPU]JAHTHOT U3BOMA:

(8) VxY -VyX =[X,Y].
Osge je [X,Y] = (¢1, ¢2,¢3) BEKTOPCKO HOMbE €4 KOOPAMHATAMA

6bk aak 8bk 8ak 8bk 6ak
= (a4 = — p=F Y Nl Al Nl
ck (alﬁx lax)+(a28y 28y)+(a38z 382)’
rae ¢y (a1, aq,a3) u (by,be,bs) KoopauHaTe BekTOpCKUX Moba X1 n Xo penom. OBaj
2

YCIIOB UMa YJIOTY Ja 00e30eIn KOMYyTATUBHOCT APYTUX HADPIWjaJHUX M3BOJA, % =

%, rkopumnheny y [lpumepuma 3 u 4.

JEQVHUIINIA 5. AKO KOHEKCHja 7T WMHAYKYje KOBApUjaHTHM U3BOI KOJU 3a10-
Bomasa (7) u (8), nasusamo je Pumanosom unu Jleeu- Queuma xonexcujom.

3a oBako 3abpaHy KOHEKCH]Y MOMKEMO Ia CIIPOBEIEMO PAUyH AHAJIOTAH OHOM KOjU
cmo v IIpumepy 4 cupoBenu 3a IpaBe U 3aKBYUYUMO Ia Ce T€ONE3UjCKe JUHUje KapaK-
tepumy jenHaynHoM V4¥ = 0. OBa jenHaunHa Ha3UBa Ce JEOHAUUHOM 2€00€3UjCKUL.

3AIATAK 4. Cuoposectu 0Baj pauys. A

4. IlokpeTHH KOOPIWMHATHU CUCTEM

Pesynrar koBapujanTHOr muepeHnupama yBeIEHOT y TMPETXOMHOM maparpagdy
jé BEKTOPCKO TOJLe 4YMja je BPEIHOCT Yy TAuKu P € X BEKTODP Y TAHTEHTHO] paB-
1 1,3, YnopemuMo KOBapHjaHTHM M3BOJ ca OOMYHMM m3BogoM DY mpecimkaBama
Y: R? — R3. ¥ eyramackom npocropy R? moucroseliyjemo mapaseinne Bekrope mcre
nysEUEE W opujenTammje, ma ussox DY (p) y taukm p € R momemo ma mocmaTpamo
Kao muHeapHo mpecamkaBame DY (p): R3 — R?, a merose spenoctu DY (p)(X) kao
Bextope y R3. IIpu ToMme, 3a pasmmuuTe Tauke p,q € R? mobujamo cymrumncku ucte
objexre. HacympoT ToMe, He TOCTOjU KaHOMCKU® HAUMH Ma MACHTU(GUKY]EMO BEKTODE
u3 npocropa 1,X u T,% 3a p # ¢ (napanenna rpancaanuja y R® ounrnenno me Mmopa
[la IPeCIVKABA TAHIEHTHE BEKTODE Y TAHIeHTHe Bekrope mospmu %). To 3uaum ma
pe3yaTaTe KOBapUjaHTHOr aupepeHnupama Tpeba mocMaTpaTtu Kao 8eKmope y pas-
AUMUMUM  BEKTMOPCKUM NPOCMOPUMa. KaKO pauyHATH Ca OBAKBAM BEKTOPUMA ,,¥
roopauHarama“? OBo murame Hac moBoau 10 cieneher mojMa.

5 Tlox xamomcky yBELEHNM IOJMOM Ce IOAPA3YMEBA I0jaM KOJH Ce MOXE YBECTH caMoO moMohy moj-
MOBa KOje MMaMO HA pacmoiaramy 00 wezogoz ysohewa. Hup. mocroju msomopduszam mameby cBaka msa
BEKTOPCKa IPOCTOPA MCTE AUMEH3Hje, ajll He HOCTOjU Kanowcky n3oMopdusaM n3Mehy mux: ma GucMo Ta-
KaB M30MOP(U3aM KOHCTPYUCAIN, MOPAMO Ja YBEAEMO HOB 06jeKaT y BEKTOPCKE MPOCTOPE Koje pa3MaTpaMmo,
mp. Gase.
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JESVMHUIIUIA 6. Hera je 3a cBako p € X 3amaT KoopauHaTHU cucTteM [}, y
ranrenTHoj pasun 1,Y. Pammnja {F),}pes HA3UBA Ce NOKPEMMHUM KOOPOUHAMHUM
cuCmemMoM TOBPIIM Y. YHAja CBUX IOKPETHUX KOODAWHATHUX CHUCTEMA HA3WMBA CE
2AA8HUM PACAOJEHEM TTOBPIIN.

Pamu unycrpamuje, IOICETUMO C€ jeIHOT MOKPETHOT KOOPIMHATHOT CHCTEMA, MO-
3HATOT U3 Kypca AmasuTuuke reomerpuje [2].

HPI/IMEP 5. (ITonapue xoopmurate) Hera je P rauka eyrmuacke papam R2
ur = OP men BekTop monokaja. OsHaummo ca § u r = ||r| nomapre kKoopMHATE.
[TocMaTpajMo jeMHUYHE BEKTODE
(9) U, =cosfi+sinfj, wug=—sinfi+cosfj
y mpocropy TpR?. Bekrop u, je TaHFeHTHE BEeKTOpP mOTympase f = const, a BEeKTOp

Up TAHTEHTHY BEKTOD KPY:KHULE 1" = const. Y OBUM O3HAKAMA, BEKTOD MOJIOkKAja TAUKE
Pjer =ru,.

. : _dr _ d

) HOCMdanaJMO kpuBy ¢ — r(t). Hben ranrentau BeKTop;Je v y Ede_ dtd(erur) =
T 3 U, _ au —

Ty + o I[I/I(bepeHuMpaH,eM jemmaumue (9) mobujamo g = T = Sfug, ma

je % = le; u, + r ug Ako mocaenmy jenmauumy muQepeHImpaMo jou jeaHoM o t,

ImocJie Kpaﬁer paqua (CJ'II/I‘IHOI‘ HpeTXOﬂHOM) ,HO6I/IJ&MO

a._d_v_ &_T(d_e)2 wu,. + rﬁ+2drd9 u
T dat - \de2 dt r a2 " “ardt )"

Osa ¢opumyna nma caenehy mexamnmuky mocaenury. Heka je r(t) Tpajekropuja tauke
koja ce kpehe mom mejetBoM nowa yewmpaarne cuae F = \w, (aop. mramera y
HOJLy rpasuranuje Cynna). Tanma uz Jpyeoe Hbymmosoz saxona F = ma ciaemn

dt? + 2‘2’;% = 0. Osy ;[I/I(bepeHquanHy jeTHAYMHY MOKEMO Ia PEMUMO CMEHOM
Yy = dt Omna onma mocraje 1" +2y = 0, anocxe ,ckpahuBama ca dt“ u pa3nBajama
IpOMeHIBMBYX, § 'dy = 27" 1dr. Pememe oBe jemmaumse je r?y = C, OmHOCHO,
nocie Bpahama cMmeHe,

5 d0

(10) r? pri C.
Hexra je A(t) mospmmHa KOjy BEKTOD NOJOMkKaja IJIAHETE OACEeNa 33 BpeMe © Of yHy-
TPAmmHOCTH cBOje emnTidke opbure. Tana je & dA ;7’2 49 Oparne u u3 (10) caemn

tepheme JIpyror KensepoBor 3akoHa: C’e?cmopc%a 6p3uua KDEMAHa NAGHEMA
je xowcmanmmua. /\

Bparumo ce cana koBapujantHOM u3Bony. Heka je e;), 8127 6a3a BEKTOPCKOT IPO-
cropa T,%. IIpom3Bo/bHO BEKTOPCKO mosbe Y Ha X MOke Ja ce Hammme y Toj 6asm
ka0 Y, = ai(p) ezl, + a1(p) e}g, 3a HEKe TJIaTKe QyHENuje ai,az: L — R. W3abe-
pumo Bekrop X, € T,3. Ilpumenom ocobuna (6) KOBApHjaHTHOr OM(ePEHIUPAA

. 2
nobujamo Vx,Y = >, (dar(p)(Xp) €k + ar(p)Vx,ek). Kopapujanran usson sex-
Topckux moma el e? y Gasu e}, e2 mome ma ce sammme xao Vx,eF = wf(p)(X,) el +

. P ©p
w3 (p)(Xp) €5, ma je

(11) Vx,Y =) (dak(p)(Xp) + Zang(p)(xp)) ek.

k=1
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U3 (6) caenu ma cy wi(p)7 k,j € {1,2} rnarke (mo p) damunmje auHEApHUX (OpPMU
T,X — R. Ose dpopme HA3UBAMO fopmama Korexcuje.

3AITATAK 5. ITocmarpajyhu eyknuacky pasas kao mosput z = 0 y R3, u3pasutu
(GopMy KOHEKCHje y HOKPETHOM KOOpAMHATHOM cucteMy u3 [Ipmmepa 5. A

Jlomarak: Yonmrema

Hexka je M zaamka mmozocmpykocm, Tj. TOACKYT eYRANACKOT mpocTopa R™ koju
ce JIOKAJHO MOKe 33aT! KO CKYI HyJa He3aBUCHUX IIaTKuX (yHknuja. IIperusuuje,
ceaka tauka p € M mma orxoauny V), taxsy ma je M NV, = {z € R™ | fi(z) =

- = fr(z) = 0} 3a meke raatke Qyuxuuje fi, ... ,fr: R™ — R uuju cy rpamujent-
sekropu V f1(p), ...,V fx(p) nuneapno mesasucuu y csakoj tauku p € M. DBpoj
n = m — k HA3UBAMO QUMEH3UJOM MHOTOCTPYKOCTH; aKo je M moBe3aHa OH He 3aBUCH
o m36opa Tauke p.® OpTOroHATEM KOMIIEMEHT JMHEapHOT oMoTada BektTopa V f1(p),

,V fr(p) Ha3UBaMO maneenmmuum npocmopom MHOTOCTpYROCTH M y Tadku p u
osznauaBamo ca T, M.

N3 Teopeme 0 mMIIMNUTHO] QYHKIM]Y CIEON A& 38 MHOTOCTPYKOCT M muMeH3Hje
n u p € M mocroju okonuua p € V C M u raarka napamerpusanuja u: R™ — V.
[Ipeuwmsuuje, u je raateu xoMeoMopdusam (y OZHOCY HA PENATUBHY TOLOJOTUjy Ha M
nacnebeny u3 R™). Ha 1aj mauun nobujamo sokaame xoopourname Ha M: ako je
p = u(zy,...,2,) RaEeMO Ha cy (T1,...,%,) KOOPOUKAME MANKE D Y AOKAAHUM
rxoopounamama (V,u).

Axo je v: (—e,e) — M xpusa y M, mupepennupamenm mspasza f;(y(t)) = 0
sarmyuyjemo ga je 4(0) L Vf;(v(0)) 3a j = 1,2,...,k. OnaBme ce 1ako BUIN
na T, M MoxeMO 18 MICHTU(UKYjeMO Ca IPOCTOPOM TAHI€HTHMX BEKTODPA y HYJH HA
kpuse y M 3a koje je v(0) = p. U ranrentHe BekTOpE, Ka0 U Tauke Ha M, MOEKEMO

na 3amumeMo y koopmuHaTama. Axo je y(t) = w(xi(t),...,x,(t)), oHma TAaHreHTHH
Bextop ¥(0) € T () unentuduryjemo ca n-topkom (£1(0),...,%,(0)). Onaszme ce,
nocie kpaher pauyna, Bumu na, ako cy (ai,...,a,) u (by,...,b,) KOOpAMHATE UCTOT

Bekropa y koopaunaTama (Vo, ug) u (Vi up), OHOA Basku
%
(12) b; =
Z 9,

rue ¢y (z1,...,x,) koopaunate Ha Vg, a (y1,...,Ys) Ha Vj.

JleBu-Uusurua n KpucrodesnoB npucryn komekcujama. Heka je X =
(a1(x1,. ., Zpn)y. -y an(x1,...,2,)) BEKTOPCKO mOJME HA MHOTOCTPYKOCTU M, 3ammca-
HO Y KOOpMHATaMa. AKO HEeroBe KOOpAMHATE AU(EPEHIMPAMO, PEIUMO 110 T, K0buja-
MO M-TOPKY (ggi e g;z ), K0ja He Mopa na 3amoBodbasa ycuos (12). Hakme, o6uuno
MAPIUjAJTHO TU(PEPEHIUPAbEe BEKTOPCKA TOba He NPesodu y BEKTOPCKa mosmba. la 6u

6 OBo rBpheme cremn m3 Teopeme 0 nmmmmuUTHOj hyHKIEAjKH i1 Teopeme 0 NHBAPUjAHTHOCTH IOMEHA;
HOCIeImha Ce U3yuaBa Ha KypceBuMa AnreGapCcke TOMOMOTHje.
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KOPUI0BaO PE3yNTar Au(epeHnupama BEKTOPCKUX I0/ba Y KOOpauHaTama, Kpucroden
je yBeO yOINITene NapiyjaJHor qudepeHnupama T0TaBakheM joul jeTHOT J4IaHa

aer 945 | N\~
(13) Via; = 8—.’£k —l—izzlrkiai,

rzae cy '), m3abpanu tako ga je ycaos (12) ucnymen. [eomerpujcku mpucTyn u cMucao
ose uzneje vamao je Jlesu-Yusura. Bemmunne I, y (13) masusajy ce Kpucmogdenosum
cUMb0AUMG.

Ko3sysos mpuctyn kKoHekcmjama. Kosyn je axcuomarmszosao Kpucrtodenos
u Jlesu-YuBuTun mpucTyn KOHEKcHjaMa: ako cBojcTBa (6) ycBOjuMO 3a meuHunmMjy
KOHeKcHje, Kpucrodenose cuMboIe MOKEMO [a U3PAUYHAMO Y KOODAMHATAMA W JO-
Gujemo moramuu 3amuc (13). Y3 momarre 3axtese (7) u (8), moGujeru omeparop je
jeduncmeen.

Kapranos npucryn koHekcujama. Eau Kapran je pa3suo Teopujy KOHEKCH]a
Ha je3ury Jufepenyujasnus gopmu: KOHEKCHja je 3a1aTa ako je 3aJaTa M-TOPKa Ju-
HeapHUX popmu wy,: T, M — R xoja rmatko 3aBucu of p. ledununuja KoBapyjaHTHOT
U3BOJA OHJA je NUPEKTHO yommreme gopmyne (11).

EpecmanoB nmpucryn koHekcujaMma. EpecmanoBe KOHEKCHje Cy yONIITEHA
Kapranosux. Epecvan je nepuHrcao KOHEKCH]y Ka0 GaMUIA]y TOPUIOHMAANHUT NOM-
npocmopa Ha IIaBHUM paciojemuMma. uckycuja o EpecManoBrM KOHEKCHjaMa IpeBa-
3UJIa31 OKBUPE OBOT WIAHKA. 3AUHTEPECOBAHUM YATAOLMMA IPENOPYUyjeMo Kibury [4],
y KOjOj Ce TOBOPU U O yJIO3U KOBAPUjaHTHOT AudepeHimpama y KapTanoBoMm yommremy
Knajuosor Epmanrenckor mporpama.
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