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NEKE NEJEDNAKOSTI U TROUGLU ZA R, r, ra, rb I rc

Ovdje ²emo najprije izvesti dvije jednakosti u trouglu u kojima se nalaze
R, r, ra, rb i rc. Pri tome je R radijus opisane kru¼nice trougla, r radijus
upisane kru¼nice u trougao, a ra, rb, rc radijusi pripisanih kru¼nica. Dobro
su nam poznati obrasci

(1) R =
abc

4P
i r =

P

s
,

gdje je P =
√

s(s− a)(s− b)(s− c) povrxina trougla (Heronov obrazac), a s =
1
2 (a + b + c) ǌegov poluobim. Tako±e, lako se izvode obrasci

(2) ra =
P

s− a
, rb =

P

s− b
, rc =

P

s− c
.

Sada ²emo dokazati da vrijede jednakosti:

(3)
(ra

r
− 1

)(rb

r
− 1

)(rc

r
− 1

)
=

4R

r
.

i

(4)
a2

rbrc
+

b2

rcra
+

c2

rarb
= 4

(
R

r
− 1

)
.

Doka¼imo najprije (3). Koriste²i (1) i (2), dosta jednostavno se izvode
jednakosti

(5) rarbrc = s2r; rarb + rbrc + rcra = s2, ra + rb + rc = 4R + r.

Sada imamo zbog (5),
(ra

r
− 1

)(rb

r
− 1

)(rc

r
− 1

)

=
1
r3
· rarbrc − 1

r2
(rarb + rbrc + rcra) +

1
r
(ra + rb + rc)− 1

=
1
r3
· s2r − 1

r2
· s2 +

1
r
(4R + r)− 1 =

4R

r
.

Dakle, jednakost (3) je taqna.
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Pre±imo na dokaz jednakosti (4). Imamo zbog (2),

S =
a2

rbrc
+

b2

rcra
+

c2

rarb
=

a2

s(s− a)
+

b2

s(s− b)
+

c2

s(s− c)
(6)

=
a2(s− b)(s− c) + b2(s− c)(s− a) + c2(s− a)(s− b)

s(s− a)(s− b)(s− c)

=
1

4P 2
[a4 + b4 + c4 − 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) + 2abc(a + b + c)].

Dokaza²emo sada da vrijede jednakosti:

a2 + b2 + c2 = 2s2 − 2r2 − 8Rr,

ab + bc + ca = s2 + r2 + 4Rr,(∗)
abc = 4Rrs.

Dokaz. Imamo

ab + bc + ca = 2s2 − 2s2 + ab + bc + ca = 2s2 − s · 2s + ab + bc + ca

= 2s2 − s(a + b + c) + ab + bc + ca

=
s3 + s3 − s2(a + b + c) + sab + sbc + sca + abc− abc

s

=
(s− a)(s− b)(s− c) + s3 + abc

s
=

(s− a)(s− b)(s− c)
s

+ s2 +
abc

s

=
P 2

s2
+ s2 +

abc

P
· P

s
= r2 + s2 + 4Rr,

tj. ab + bc + ca = r2 + s2 + 4Rr.
Daǉe je (a + b + c)2 = (a2 + b2 + c2) + 2(ab + bc + ca), a odavde, zbog gorǌe

jednakosti,

a2 + b2 + c2 = (2s)2 − 2(r2 + s2 + 4Rr) = 4s2 − 2r2 − 2s2 − 8Rr

= 2s2 − 2r2 − 8Rr,

te zbog (1) i (2) imamo abc = 4Rrs. Ovim su jednakosti (∗) dokazane.
Sada imamo a4 + b4 + c4 = (a2 + b2 + c2)2 − 2(a2b2 + b2c2 + c2a2), te a2b2 +

b2c2 + c2a2 = (ab + bc + ca)2 − 2abc(a + b + c), tj.

a4 + b4 + c4 = (a2 + b2 + c2)2 − 2(ab + bc + ca)2 + 4abc(a + b + c)

= (2s2 − 2r2 − 8Rr)2 − 2(s2 + r2 + 4Rr)2 + 32Rrs2

i
a2b2 + b2c2 + c2a2 = (s2 + r2 + 4Rr)2 − 16Rrs2.

Sada imamo iz (6),

S =
1

4r2s2
[(2s2−2r2−8Rr)2−4(s2+r2+4Rr)2+80Rrs2] =

1
4r2s2

(16Rrs2−16r2s2),

tj. S =
a2

rbrc
+

b2

rcra
+

c2

rarb
= 4

(
R

r
− 1

)
. Ovim je dokazana i jednakost (4).
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Sada ²emo dokazati da u trouglu vrijede nejednakosti:

(7)
(ra

r
− 1

)(rb

r
− 1

)(rc

r
− 1

)
> 8

i

(8)
a2

rbrc
+

b2

rcra
+

c2

rarb
> 4.

Pri tome ²emo koristiti quvenu (Ojlerovu) nejednakost
(9) R > 2r

koja je posǉedica jednakosti
OI2 = R(R− 2r) > 0,

gdje su taqke O i I centri opisane i upisane kru¼nice trougla.
Da²emo jox jedan dokaz nejednakosti (9). Ako su a, b, c stranice trougla,

tada je √
a2 − (b− c)2 6 a,

√
b2 − (c− a)2 6 b,

√
c2 − (a− b)2 6 c,

pa je nakon mno¼eǌa ovih nejednakosti√
(a + b− c)2(b + c− a)2(c + a− b)2 6 abc.

Kako su a+b−c, b+c−a, c+a−b pozitivni brojevi (zbog nejednakosti trougla),
to je odavde
(∗∗) (a + b− c)(b + c− a)(c + a− b) 6 abc.

Saad imamo

r

R
=

P

s
abc

4P

=
4P 2

abcs
=

4s(s− a)(s− b)(s− c)
abcs

=
(b + c− a)(c + a− b)(a + b− c)

2abc
,

tj, zbog (∗∗),
r

R
6 abc

2abc
=

1
2
,

a odavde R > 2r.
Zbog (9) imamo

4R

r
> 8 i 4

(
R

r
− 1

)
> 4,

tj. iz (3) i (4) slijede nejednakosti (7) i (8).
Jednakost u (7) i (8) vrijedi ako i samo ako je R = 2r, tj. ako je u pitaǌu

jednakostraniqni trougao.
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