HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEAOIHOJ IITKOJIN

Mp dymxka ITemuh

BU3YEJIHN ITPUACTYII ,EIICMJIOH-AEJITA“ NTESVHUIININ
HEITPEKM/THOCTU 2YHRKIINJE Y TAUKN

1. ¥YBon

ITocne yBoma y mojaM HEIPEKUIHOCTU Ha IPHMEPUMAa U3 XKUBOTA, KAO U IOBE3N-
Bama TUX NPUMEpa Ca MOjMOM HempekuaHocTu ¢ymkiumje [1], jeman on maumsa ma ce
IouHe 00paza OBe HACTABHE TeMe je DaBame caMe Ne(GUHUIUje U HEeHO aHAIN3UPAHE,
JIe0 TO 7e0, y3 MeTaJbHO Pa3jallihaBaime HajMame MpuxBaleHuX MOjMOBA.

»E-0 meduHMIMja“ ce maje ako ce HEMpeKumHoCT ¢yHkuuje obpabyje mpe rpanum-
une BpenHoctu (ysrnuje. Hapouwmrto kox oBe nepunumuje je ob6aBe3Ho kopumeme
UIyCTpaTUBHE MeTone y3 ymorpeby pauynapa. Ha oBaro ,3a yueHuKe TemKO Ipw-
XBATJ/HUBUM HACTABHUM TeMaMa “ CXBaTa Ce HEOMXOMHOCT YBODema pauyHapa y HaCTaBy
marematuke [3]. Takobe je GuTHO Ka ce IOYETHM IPUMEPH paje HA HAjjeHOCTABHU]UM
¢yHEIMjaMa Ynju je rpaduk CBUM ydeHurmMa Bell mo6po mozHAT.

IIpensor je na ce Ha NmOUYETKY yaca HaIWIE Ae(PUHUINja HEIPEKUIHE (QYHKOUjE Y
TaYKU T(:

AeenHnuiniA 1. ®ymrmuja f: Dy — R, Dy C R, HempernznHa je y Tadku
o € Dy ako Baxu

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € Dy)(|Jz — 20| < § = |f(z) — f(zo)| < €).

Ounro je ma ,uurame” ne¢uHUNKje TPaje CYyBUIIE AYro Aa OU ce OAPIKAIA HaKba
camo caymajyhu texcr negurmmuje’. ITorpeGro je menoBe u3 ne¢wHUIMje TPeICTABY-
TH TAKO Ja ce pa3iuduTuM napopmanujama omoryhu na noby y ueHTap nHTEpECOBamA
HA PA3IUYUTAM HUBOMMA.

Hedpunummja ce 360r TOra MOCTENEHO AHAJNU3VPA U Aaje Ce HEHA BU3YEIHO-METO-
YK IPEe3eHTAIN]a.

OcHoBHE TIPOGJIEM Y TPUXBATABLY ,,£-0 AeQUHUNMjE " HEMPEKUIHOCTY (YHKIUjE Y
Tauky je ynorpeba kpanTuuraropa V u J, £-J HOTalMje, O3HAKA AINCOJYTHE BDPEIHO-
CTHU Ka0 M APYyrux cumbona pesaiyja M JOTWYKMX BE3HMKA, MITO KOX MHOTUX YUEHUKA

Pan je m3anoxen Ha PemyOamukoMm ceMUHADY O HACTABU MaTeMATHKE M PAYyHAPCTBA, OAP/KAHOM Yy
Hosom Cany debpyapa 2005. roxune

L ®ymkmmja ed je HeIpeRKMAHA y TAUKM UKC MYAQ U3 IOMEHA (YHKIMjE e AKO 3a CBAKO CNCHIOH
sefie ox Hye mocToju menTa Belie oX Hyle TaKBO Ja 3a CBAKO wkC U3 NOMeHa (QYHKIMje e Baxkm Ha, ako je
allCOJIyTHA BPEIHOCT UKC MUHYC UKC HYAG Mama O JelTa, Taja je U alCOJIyTHa BPEIHOCT ef 00 wkc MUHYC
ed 00 urxc nysa Mama oxn encunor“ [D.Tall, Understanding the Processes of Advanced Mathematical
Thinking, International Congress of Mathematicians, Ziirich, August, 1994.]
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Onokupa MOryhHOCT cTBapama oAroBapajyhe ,,ciauke y riaaBu’, OJHOCHO ,,MUCAOHOT
Mozena ‘.

N3 medunnimje 1 mpousnasu na je norpebHO aHanu3upartu ciexehe:

TAuKy T U3 DOMeHa (yHEImje f;

KBaHTHUKATOpE: V 1 J;

cumbore € u §;

HejemHakocTy: |r — xo| < 0 m |f(x) — f(xo)] < ¢;

UMIIIIKALM]Y |© — 2] < 0 = |f(z) — f(zo)| < €, u Ha Kpajy

Ieny me(QUHUAIM]Y.

A N e

2. Tauka y K0joj ce MCIIUTYje HETIPEKUIHOCT

Osaj meo medunummje je yjemHo u jemad ol HAjOUTHUUX HAKTOPa 38 UCTUTUBAMLE
HEIPEeKUIHOCTY Heke (DYHKIUje. Y YEHUIW Ca IPABOM y IOYETKY CMATPajy na, Ha IpU-
Mep, ¢yrrmmja y = 1/(z? — 1), x # +1, Huje HeMpeKWIHA 3aTO MTO WMa TPEKUI Ha
rpa¢uky. 3aTo je BaXKHO Ja Ce 0Baj A€o0 Ne(pUHUNUje M3ABOJU U AETaJbHO ObjacHH HA
HEKUM IpUMepuMa, Kao mto je ypabeno y panxy [1].

Iame Ou ce MOTJIO MOHOBUATH W Ha je (YHKIWja HENPEKUIHA HA CBOM HOMEHY
aKO je OHA HEmpeKUIHA y CBAKO] TAUKM CBOT NOMEHA. 3HAUM, Y TaukaMa Koje HUCY
y IOMEHy, HENPEKUAHOCT ce He menmTyje (jep y TUM Taukama Huje HU He()UHICAHA).
MebyTuMm, Kox TakBUX (PYHKIMja MOKEMO Ka3aTH Aa Ce jaBiba ,IPEKUI HA TPAPURY ¥
HEKO] TAuKM“, a Pa3yIor TOMe je MTO (PYHKIMja HUje Te(UHUCAHA Y TOj TAUKI.

Harne, npe ananuse neduaunuje, 00ABE3HO je 3aIPKATU Ce HA NOMEHY (YHKIUje
KOja ce ucnuryje. BUTHO je na yueHHnu CXBaTe Ia Ce HEMPEKUAHOCT (DYHKIU]j€e UCIUTY]e
caMo y OHNM TadyKaMa KOje IpUmanajy obmactu IedUHUCAHOCTY (QYHKI]E.

3. KpauTu¢uraropu

YueHHIM came KBAHTU(PUKATOPE JIAKO PA3JMUKY]y U MPENO3HAajy, aiu je moTpebHO
3ajeJHO Ca BUMa YOUUTH U HA NPUMEpPUMA U3 KMBOTA PA3jaCHUTHA 14 je pemocien
KBaHTU(QUKATOPA OUTAH M Ja IPOMEHa PeNOCciIena Memha CMucao caMme neduunnuje. Ha
IpUMep, MOKEMO NIUTATH YyUeHUKe Na Ju cilelehe peueHune mMajy MCTO 3HAUEHE:

e . 3a CBAKOI YUYEHMKA UETBPTOI papela MOCTOjU HEKO MECTO Ha (hakKyJITeTy Ha Koje

Ou ce y4yeHWK MOrao ymmucaru.

e  3a CBaKO MeCTO Ha (PAKYJITETY IIOCTOjU HEKM yUYEHWK YETBPTOr paspena Koju Ou
ce MOTao Ha Wera ymmcard.
e  Ilocroju yuyeHux ueTBpTOr paspena Taxas qa Ou ce OH MOrao ymUCATH Ha CBAKO

MecTo Ha (akyiarery.

e  IlocToju MecTo Ha (GakyJITETy Ha KOje OM ce MOTao yNHCATH CBAKM YUEHUK Ue-

TBpTOr paspena.”

YueHHUIU pasyMejy Oa Ce OBE YeTUPU PEUYECHUNE PA3IUKY]y IO CMUCIY, & CAMUM
TUM 7 Ia je penOoCiel KBaHTU(PUKATOPA OUTaH.

OBne MO:KeMO HeTasbHUje 0OpANUTH AATH MPUMED TAKO IITO O3HAUMMO Ca:

€ — YUEHNKa YeTBPTOr pa3pena,
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d — MecTO Ha (paKynTeTy, a ca
A — tBpheme na ce yYEHUK e MOKe YIUCATH Ha MeCTO d.
Y3 momoh HacTaBHUKA ydeHHMIu nojase m0 cienehux jorumdrux popmyina:

e 3a npsy peuenuny — (Ve)(3d) A (upumeru ce na BpensocT d 3aBUCU OX BPENHO-
cru e);

e 3a npyry peuennny — (Vd)(Ve) A (mpumeTn ce na BpemHOCT € 3aBUCU OJ BPETHO-
cru d);

e 3a Tpehy peuenuny — (Je)(Vd) A (npumeru ce na BPEIHOCT € HE 3aBUCHU OJ BPe-
auoctH d);

e 3a uerspry peuenuny — (3d)(Ve) A (upumeru ce na BpemHOCT d HE 3aBUCHU O
BPEIHOCTH €).

YueHHnu ce MOry MOACETUTH U (OPMYJe Koja IPENCTaBJ/ba 3AIUC PEUECHUIE: ,HE
nocroju Hajsehu mpuponan 6poj“. OBa pedenuna MoOke Apyraumje Aa ce U3pasu U y
BUIy DEUYEHHUIE: ,3a CBAKU IPUPOIAH OPOj, mocroju nmpuponad 6poj koju je Behu ofn
mwera ‘. PopmasHn 3ammc je

(%) (Vn € N)(3Im € N)(m = n).

Y oBoM cayuajy m3bop O6poja m 3aBucu onx u3bopa O6poja n, jep 3a ceaku MpUpPOIaAH
Opoj ce Tpaxku Heku TpUPOIAH OPOj, KOJU CBAKM IIyT MOMKE A UMa APYTY BPEIHOCT.

Axo 6u ce obpHyo pemocien KBaHTU(GUKATOPA y OBOj (GopMmyiu, moduia Ou ce
dopmymna

(xx) (3m € N)(Vn € N)(m = n),

KOja IpeJCcTaB/ba 3alUC PeYEeHUIe KOja UMa YIPABO CYIPOTHO 3HAUEHE: ,TOCTOjU Haj-
Behu npupogan 6poj“. Y oBoMm ciyuajy u3bop Gpoja m He 3aBucu on uzbopa OGpoja
n jep Tpeba ma 3a omabpano m TBpheme Basku 3a cBako n (Tj. BpemHoct Gpoja m ce
caMmo jemHoM ompabepe).

Moske ce takohe mpuMeTHTH ga Ce M WCTUHUTOCHA BPEIHOCT OBE OBE (hOpMyJIe
pa3nuKyje.

[ToTpebHO je 3ampskaTé ce MaJo BUIIE Ha MPBOj peUYEHUNHU, 300T pemociena KBaH-
TrpUKATOpA KOju MO:Ke OuTM 100ap YyBOX y MOUeTak NeUHUIMje KOja ce UCIUTY]e.

YUeHNUIM MOTY U CaMU A Iajy HeKe IPUMepe CINYHUAX DPEUEHUIA.

Kaxko je oBO mpumimka 3a HACTABHUKE Aa YUYEHUIUMA MPUOIILKE MaTEMATAYKY JIO-
TUKY, Ca KOJOM Cy C€ OHU CpPeTaju y TOKY IIKOJOBama, JOOpo Ou Owmio objacHuUTH U
UNEeHMIY Oa (pasa ,,0ap jeman“ omromapa Heramuju ¢pase ,3a csaku“. [la 6u ce
JOKa3aJ10 1a je pedenuna (Gopmyna) koja caupsxku Gppasy ,,3a CBAKMA“ HEMCTUHWUTA, 10-
BOJBbHO je HAlW jemaH mpuMep 3a KOjU Ta PeUeHWIa Huje TauHa. 1aj mpuMmep ce Ha3UBa
koHTpanpuMep. To n objammaBa YUHEHUIYY 18 Ce UCTUHUTOCHA BPEAHOCT IPETXOIHE
nse Gopmyie (k) um (x) pasmukyje.
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4. CuMmboiz € 1 &

Ilame ce mpemasu Ha Kopumheme cumGona® € u §. Yuenwmu cy o3Haky € seh
cpenu OpuavKoM obpajle TPaHUYHE BPEIHOCTH HM3a U Tpeba WX MONCETHUTH Ha je €
OOMYHO O3HAKA 32 ,MaJu‘“ MO3UTUBAH peaslaH Opoj.

[TorpebHo je HarmacuTu qa ce u ca d OOMUHO 03HAUABA ,,MAJIK “ TO3UTUBAH peajaH
6poj.

Ose o3mnake ce Hajuemhe KOpUCTE KOJ MOjMa €-OKOJUHE U J-OKOJMHE HEKOT GpOo-
ja. Y cpenmoj MIKOIM Ce HOJ IMOjMOM OKOJWMHE HEKe Tauke MOAPA3yMeBa OTBOPEHU
uarepsan (tuma (a,b)) koju campxu Ty Tauky [5].

36or nepunnnuje je morpebHO moBe3aTH CUMOOI £ ca KBAHTU(UKATOPOM V, Kao
7 cuMBoN § ca KBAHTUDUKATOPOM J, M HA HEKM HAUMH yIYTUTU YUEHUKE A 3aIaMTe
¢dpa3e:

1. ,3a cBako emcuJyoH",
2. ,moctoju meaTa ‘.

Penocnen oBux dpasa je takohe Ouran, U BasKHO je ma ce 06jacHU Ja MIPOMEHa &
u3asuBa npoMeny d (jep 3a CBAKO € MOCTOJU HEKO 0), Tj. A& 0 3aBUCH O €.

[Ipuvernmo ma ce y aurepaTypu, MOHEKa:, kopucte u o3Hake k u h. Kako ce y
Behuay yuGenuka jaBmajy O3HAKe € U §, IpeIIIaKeMO Ja ce Dalr Ta CI0Ba KOPUCTE 3a
AJbU PAI.

5. HejemaaxkocTu n3 nmedpmHUNVjEe

[Mosnato je ma ydyeHuny (HAPOYUTO OHM KOjUMA MATEMATUKA HUjE TJIABHO OIpe-
Lesbemhe) TEMKO NpuxBaTajy HejemHaroct |x — xo| < § u |f(x) — f(zo)] < e. To
Mo:ke OMTM 300T IPOIycTa y MPETXOIHOM TOKY IIKOJOBama, aju u 360r KOH(y3uje
KOja HACTaje Kala BUIe BeJauku Opoj cuMBoia (Ipu 4eMy ce He 3Ha KOje Cy KOHCTAHTE
a KOje INPOMEHJbUBE), OepaNKja U PeJaluja.

To moka3syje ma je HEOMXOMHO ¥ OBUM HEjeIHAKOCTUMA MPUNU MOCTYIHO, 18 O UX
IPABUJIHO CXBATUIN U IPUXBATUIIN.

5.1. IIpBa mHejemuaroct. IIpBa HejeqHAKOCT M3 UMIIIKKALM]E Y NeQUHANAIA je
|z — 2| < d. Hera je xg matu peanan 6poj. IlocmMaTrpajMo IpOU3BOLHY OKOJIMHY OKO
tauke xo. Taj maTepBan (ca. 1) canpxm cBe OHe peasHe GPOjeBe umje je PACTOjame
Ol TAUKE Ty Mame Ol HeKOr 0poja, Koju o3HaumMo ca § (no6po je el oBme moesatu
cuMb0u § ca mpoMeHBUBOM ). To 3HAUM Ha, AKO X IpUIALa 0-OKOJIMHU TAUKE T(, BAKA
HEjemHAKOCT |x — xg| < J. Tpeba objacHuTy ma ce OBA HEJeAHAKOCT MOMKE ADYIrauuje
3amucaTé U MOMONY IBOCTPYKe HejemHakocTd g — 6 < & < xg + 0, Ka0 U y ODIUKy
IpUNATHOCTH UHTepBany o € (19 — 6, 2o + 6)°.

2 Osmake € u § y nedUHAIjAMA THMECA U HETIPEKAAHOCTH TPBH je yBeo GpamIyCckn MaTemMaTwdap Komm
1821. ronume.

3 ,3a yuennuke je MOIa jacHuju 3amac momohy umTEpBaNA, AT 32 KACHUjU PaJ MPEAHOCT MM 3ATIC
nomohy HejenHakocTH jep 0oJbe OmMCYje IMOjaM yAALEHOCTH KOjU je OUTAaH y pa3BOjy TeOpUje METPHUKUX
npocropa. 3Hauu ga je & Mepa ,,6mmsune“ 6pojy xo (uMa kapakrep Guusak mapamerpy).“ [J. Mamona-
Downs, Letting the intuitive bear on the formal; a didactical approach for the understanding of
the limit of a sequence, Educational Studies in Mathematics 48 (2001), 259-288.]



32 I. Tlemuh

DurHo je oBme mHarmacuru ma ce Io-
CMaTpajy caMo OHE BPEeIHOCTU IPOMEHILUBE
- e & T koje, ocuM umuTepBany (zrg — 8, zg + 4),
| npunanajy u mpomeny oyermmje f, 1j. x €
! D¢N(xg—0,20+9) (objacanTu ma to cie-

Xg-0 X X+ .
1 u3 ppaze (Vo € Dy) koja ce Hamasu y

Cm. 1 nepuHnIIjY).

v

5.2. Bes3a m3meby Hejemmaxoctu. Ilocebuy maskmy Tpeba obparutu Ha
[OBE3AHOCT OBUX HejemHakoctu dyHrimmjoMm f. 3aro je morpebuo npehin Ha nBomMMEH-
3VOHAJIHY CIUKY y JlekapToBOM IpaBOyrioM KOODANHATHOM CHUCTEMY, L€ IOCMAaTPaMO
Tayke paBHU uuje cy kKoopauHare (z, f(x)), x € Dy u (zo, f(x0)), o € Dy.

Tauke uuje z-KOOpAMHATE 33I0BOBABAJY pesamujy |x — x| < § npunanajy Bep-
TUKAJHOj Tpaumy wWupuHe 20, KOja je HOpManHA Ha X-0Cy (Ca. 2), JEeBO U HECHO OZ
oarosapajylie npase (y oBoM ciydajy npase T = Zp). JloGpo je moBezaru & ca mu-
PUHOM BePTUKAJHE TPAKe.

4 M 2 > fix)-e]
2%
fixs
flxo)-€
Xe-8 Xo|  Xptd - —
Cu. 2 Cu. 3

Amnasnorso, tauke umje y-KOOpIMHATE 3a00BOMbaBajy Hejemuakoct | f(x)— f(xo)| <
€ npunazgajy GeCKOHAYHOj Tpauu mupuHe 2€, KOja je HOpMaJHa Ha y-0Cy (mapajenHa
ca x-ocoM), u3Han u uctox upase y = f(xg) (ca. 3). OBme noBesyjeMo € ca MUPUHOM
XOPU30HTAJIHE TPAKE.

28
Iy [
fixo)+e |
F 3
2e
f(x0)
A J
f(xo)-€
Xo-0 X4 Xo+0 -

Cun. 4
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Canma 6u Tpebaso nmuraTu yueHuke Koja obsact ce mobuje kana cy obe HejenHa-
koctu 3amoBosbeHe. OHm Ge3 mpobiema Ipemo3Hajy ga ce Taga oaroBapajyhe tauxe
HaJja3e y IPaBOYTaOHUKY KOjU ce HoOHMja y IPECceKy OBe IBe TPaKe — XOPH3OHTAJHE U
Beprukajine (ci. 4), a uuje cy aumensuje 20 u 2¢.

3HayM, caMoO OHe Tauke Yuje KOODAMHATE 33J0BOJbaBajy 00e HEjeIHAKOCTH MIPU-
manajy mobjeHoM IMpaBOyraoHWKy. KoopaumHaTe Tauvaka KOje HUCY Y IPABOYTaOHUKY, a
IpUNatajy BePTUKAJIHO] TPalX, 33J0BOJBABAJY CAMO IPBY HEjeTHAKOCT, & HE U JAPYTY.
Koopanuare Ttavaka Koje HUCY Y TPaBOyTAOHUKY, a MPUIAIA]y XOPU30HTAJHO] TPa-
7, 3a0BOJBABAJY CaMO APYTY HejemHAKOCT, a He u npBy. OcTaje Tauke paBHHU, KOje
HE TPUNANajy HA BEPTUKAJIHO] HU XOPU3OHATIHO] TPalM, UMajy KOODAUHATE KOje He
3a/10BOJbABAJY HUjeIHY O NATUX HeEjeITHAKOCTH.

6. Mmnaukamuja n3 nepuammnuje

Kaxko HejenmarocTy y nepmMHUNMjM HUCY Be3aHE KOH]YHKIM]OM, Bell MMIITUKAIN]jOM
(e =zl <6 = |f(z) — f(xo)| < €), norpebuo je momcehame HA UCTUHUTOCHY
BPEHOCT OBe JIOTMUYKe (OPMYyJe, KA0 1 HA HEKe IIO3HATE TayTOJOTHU]e.

Yuenunu ce cpely ca UMITUKAIMjOM p = @ jOII ¥ TOKY IPBOT pa3pena Cpeme
mrose. VMmimkammja ce 4ecTo KOPUCTH U Y TOKY cieneNux romuHa MKOJIOBAbA.

IIpe cBera ce marmacu ma oBa (opMyJa HUje TayHA jeUHO y CIy4Yajy Ha je p
TAUHO & ¢ HETA4HO (Jarie, He BAKW [a U3 TAUHOTL CJIeJV HETAUHO). Y CBUM OCTAJIUM
CIyJajeBUMa OBa (POPMyJa je TadHa.

Mory ce y4yeHunu moaceTuT u Ha cienelie ABe TayToJIOTH]je:

(p = q) < (—pV q) — 3aK0H yKIaBAKA UMIIAKALL]E;

(p = q) < (—q = —p) — 3aKOH KOHTPANO3UIL]E.

Hame Ou ce MOIJIO IOCTABUTHU IUTALE:

»lIra 3saun nvmmmkanuja [x — x|l < 6 = [f(z) — f(zo)| <e“?

Axo ce osmaun tBpheme |x — x| < 0 ca p, a TBpheme |f(z) — f(xo)| < €
ca ¢, Tajga ce, kopucrehn objammerna TUX HEjeHAKOCTA M3 IPETXOJHOT ONEJbKA, 0BA
JCKA3HA CJIOBA MOI'Y BU3VEJHO IPEJNCTABUTY U IIOBE3ATU Ca PEUEHUIAMA:

p — yrauka (z, f(r)) npunana BePTUKANHO] TpaM OKO IpaBe T = g,

q — ,rauka (x, f(x)) npunaza Xopu30HTAJIO] Tpauu oko npase y = f(xg)“.

=5 = =

DA  fix)+e T NE DA

= = =3

DA DA DA

f{x,)-€

= = =

DA NE DA
Xg-0 X t0 "
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Kaxko je popmyna p = ¢ HerauHa caMO aKO je p TAYHO U ¢ HETAYHO, BU3YEJHO
3HAUM Ja UMIuImKammja |z — x| < & = |f(z) — f(x0)| < € Huje Tauna camo 3a oHe
Tauke PABHU KOje MPUNAIajy BEPTUKAJHO], a He IPUNALa]y XOPU30HTAJIHOj Tpamy (Ha
cunu 5 10 ¢y genosu paBuu obeneskenu ca HE). Y c¢Bum octamum nenosuMa paBHU ce
HaJa3e Tauyke 3a Koje je MoCMaTpaHa MMILIMKALM]A TadHa (IeJIOBU DABHU O0EJIEKEeHN
ca IA).

YueHunu pamo MPUXBATAjy OBO IPA(YUUKO OOjamImerne Kaa Ta UMILTAKAI]A HILje
3a7I0BOJbEHA, & Kama jecte. [lomohy cuuke 6 ce objacHu na cBe Tauke KOje MPUNALA]Y
umpagupanoj obracTu UMajy KoopauHaTe 32 KOje IoCMaTpaHa UMILIMKAIMja HUje Ta-
yra. Caza je 1ako IpoBepuTH, HocMaTpajyhu rpauk mpou3BobHe QyHKIU]E, 1A I Ta
VMIITUKANIja jeCTe WU HUje TadHa 3& CBE Tadke Ipa(uKa, 32 IPOM3BOJLHE BPEIHOCTH
eud.

et Yo

f(xo)-€ )
_

Xg-0 ///// /) X +0

Cu. 6

A

Yxronuko rpaduk Heke (YHKIUje MMa Tadaka KOje IPUNalajy MMpa(GUpaHuM Ie-
JIOBUMa DAaBHM, TANd 3a TAKBY (YHKIWjy IOCTOje BPEIHOCTU & W3 HEHOT NOMEHa 3a
KOje mocMaTpaHa UMILIMKAIja HUje TadHA.

Hera o Busyennux objammena ummukanyje |¢ —zo| < § = |f(z) — f(xo)| <
€, UCKa3aHa peuyrMa (0 AHAJOTUjU Ca YBOIHUM OO0jallHmemUMa) KOje YUEHUIU Iajy
camu (mm y3 momoh macTasHEMEA) cy caeneha.

e Ako je Tauka rpaduka (yHrmuje f y BEpTUKAJHOj Tpauu mupure 20, Tama je ta
TAYyKa U Yy XOPU3OHATIHO] Tpauu mupuHe 2¢ (LOK 0OpaTHO HE MOpPA A& BaKM).
OBo 6u oaroBapajio ciayyajy Kaja je p TAYHO U ¢ TAYHO.

e He cme mocrojarm mHujemsa Tauka rpaduka ¢yekimje f 13 BepTUKAIHE Tpake,
TaKBa [a HUje Y XOPUO3HTAJIHO] Tpamu (He cMe OUTH Tavaka y WUIIPa(UPAHO]
oBnacru).

e AKo 1e0 IpaBOyraoHMK 3aHEeMapuMo (IpekrpujeMo uin odpapbaMo), ocTaTak Bep-
TUKaJHe Tpake He CMe CaapKaTW HUjeNHY Tadyky rpaduxa Te (yHKnnje, na Oum
aTa UMILTUKAIMja Ouiaa Tavna.

e ['pagur oarosapajyhe ¢yuruuje y = f(x) He cMe MMaTu HUjeNHY Tauky Koja
Ipunaga BEPTUKAIHO] TPAlHM, a Ja He Ipulaga ToOKjeHOM IPABOYIAOHUKY.

e YKOJIUMKO Tauka rpaduka (yHrnuje f He mpumaa XOPU3OHTAJIHO] TPAIHM, OHAA
HUje HU y BepTUKAJHO] Tpamu. 1o TBpheme oxrorapa dopmynun ~q = —p.



Busyennu npuctyn -0 ne(QUHUIM]I HEIPERUIHOCTH 35

e Vnu rauka rpadura ¢yHknuje f HUje y BEPTUKAIHO] TPAIW, WK je Y XOPU30H-
rasnHoj Tpamu. To TBpheme oarosapa Gopmyau —p V gq.

e YKOJNMKO Tauka rpa¢uka (QyHKnuje f He IpuUmaja BEePTUKAJIHO] TPAIW, OBA M-
IIUKANKja je CUrypHO TayHa. To oAroBapa ciydajy Kala je p HeTauyHO, Tala je
UMIUTHKANja P —> ¢ yBEK TayHa. 3akbydak OBOT TBphema je na Hac wHTEpe-
cyjy caMo oHe Tauke rpa¢uxa ¢pyHkuuje f kxoje mpumanajy, He camo noMery Dy,
HEro M BePTUKAJHO] TPAIU.

Cunenehu nmpuMepu mokasyjy na cama MMILTAKAIM]a,

|z — 20| <6 = |f(z) — f(zo)| < e

(6e3 mparehux ycioBa ca KBAHTU(GUKATOPUMA) HUje JOBOJLHA 3a HENPEKUIHOCT ()yHK-
Ije y TaYKd Tq.

et V7]

f(xo //'\ \/
2%

%
X0 7 Xo+0 e

Cn. 7

fl(.’l?)7 T < Zo,

fQ(m)a x Z Xo,
rae je lim f1(z) # fa(zg). 3a oBy dyHEIHMjY, © u3abparo £, HABEIEHA MMIIUKALIN]A
r—Xo

IMpuMEP 1. Cuuka 7 mpurasyje rpadux ¢yuenuje f(z) = {

jecrte 3a10BOJbEHA Y CBUM TadkaMa rpaduka (Mako OYHKIMja MMa Ipekun). Buu ce,
meDyTum, 1a 6u ce, cMambUBAKEM BPEIHOCTH € (CysKaBambeM XOPU3OHTAJHE TPAKe), Y
jeIHOM MOMEHTY MOIIJIO [0 CUTyaludje Aa MOCTOje Tauke Ha rpaduky ¢yHrmuje f uumje
KOOpJUHATE MPUIANA]y BEPTUKAJIHOj TPAIM, a HE NPUNANAj]y XOPU3OHTAJHO] TPAIM.
3a TakBe Tauyke MMIUIMKANMja HUje TavyHa. [lakie, He BaKM MMIIMKAIMAja 3a CBAKO £,
HEro 3a HeKe BPeIHOCTH €. Takrohe ce MOke IPUMETUTH A& MOCTOjU HEKa BPEAHOCT 32 €
TakBa Na, OUII0 KAKBA IPOMEHA BPEIHOCTHU J, He MOKe TOBECTH O TOTA Ja UMILIUKAIN]a
Oyme TauHa y CBMM Taukama rpa¢uka te (yHKIUje. 3HAUM Oa Ce MOpPA UCIUTUBATU
TAYHOCT MMILIAKAIMje 3a cBako £ > (.

ITpuMEP 2. Cinka 8 npukasyje rpadur ¢pyurmuje y = f(x), € R, 3a rojy osa
MMILTUKAINja HUje 3aJ0BOJBEHA Y HEKUM TaukaMa Ipaduka Te QyHKNuje, 3a furcupa-
10 0 (MaKo je (yHKIMja HENPEKUTHA).

CMamuBameM BpeqHOCTH § (Cy:KaBameM BEPTUKAJIHE TPAKe) Y jeNHOM MOMEHTY
Ou ce DOWIO [O CHTyalMje Kala Ta UMIIIMKANN]ja jecTe TAYHA 33 CBE TAUKe IPa(uKa Te
¢yuruuje (na BepTUKaIHA TPaKa HeMa Tayaka Ipa(UKa M3BaH IPABOYTAOHUKA). SHAUM
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et )

f(xo)

f(x)-¢ %

x“-b . XQ‘I'b v

Cu. 8

Ila ce 33 OBY BPEIHOCT € MOke Halim § TakBO [a MMIIMKaNMja jecte Tauna. [Ipumeru ce
14 Ce 34 CBAKO € MOke Hallm §, TAKBO M4 je UMILIMKAIMja TAYHA V¥ CBIM TAUKaMa TOMEHA
re ¢pymknuje. To 3HAYM ma je 3a UCHUTUBAHE HEIPEKUTHOCTU (YHKIUje TOBOJLHO I
3a ,CBAKO € TMOCTOjU HEKO §“ 3a KOje je MMIUIMKANMjA TAYHA, Tj. UCIPE] UMIUIUKAIL]e
Mopajy crajatu cieneha orpanuuema: (Ve)(30). Kako ce oBme rosopu o mupuan
XOPUM30HTAJHE U BEPTUKAJIHE TPAKE, JIOTUYHO je Ja Cy OPOjeBU € U § MO3UTUBHU.
3Hauu 12 je BPJo OuTHO u3BecTu cienehu 3akimydax.
o Cama MMIUIHKANUjA HUje MU HEONTOOHG MU 0080/HHG A OCUTYDPA HEIPEKUIHOCT
(GyHEIUje, jep IOCTOje HENpeKuIHe (YHKNUje 32 KOje MMILIMKAIWja HUje TavHa,
Kao U IpeKuiHe QyHKIUje 33 KOje UMIIUKALMja jecTe TauHa. 10 3HAUM na ce, ako
ce ke HoNu [0 mepuHUIMje HEIPEKUAHOCTH (DYHKIUje, MOPAjy YBECTH jOII HEKA
orpanuuemna (IpeTxoaHa objalmemna HaC HABOLE HA OUDAHUYEHA 38 BPEIHOCTY €

ud).

7. ,e-0% meduHUIMjA

Kanma yuennnn no6po npruxsare 3HAUEHE CBUX [OjeIUHAYHNAX AEJIO0BA AePUHUIM]E,
TU 1e0BU ce Mory MeDycoOHO moBesaTu, pa3jaCHUTH 3HAUEHE TUX Be3a, U MOHOBO, Ca
pasyMeBameM, 3ajeHO ca YUeHHIVMa, MOke ce DONu 10 KoOHAuHe NeduHUNuje.
IToesyjy ce caenehe dpopmyne peuernnama:
e (Ve > 0) — 3a cBaKy XOPM30HTAJHY Tpaky mmpuHe 2¢ (KOja Canp:kW MPaBy Yy =
f(:r’o))a
e (36 > 0) — mocToju BepTURadHA Tpaka mupuHe 20 (KOja Camp:u OpaBy T = o),
o (Vz € Dy) — 3a cBaky Tauky & OOMeHa (QyHENmje f,
o |z —xo| <d = |f(x) — f(xo)] < € — aro je Taura (z, f(x)) u3 BeprUKAIHE
Tpake, Tala je OHA U U3 XOPU3OHTAJIHE TPAKE.
3naun xa popmyna (Ve > 0)(30 > 0)(Vz € Dy)(|lz —xo| < 6 = |f(z) —
f(xo)| < €) Moske peunma na ce ,npounta‘ Ha caenehn Haum:
e 3a cBagry (V) XOpPU3OHTAJIHY TPaKy Ipou3BoJbHe mupune (2€) (koja caup:ku IpaBy
y = f(xo)), nocroju (3) u Beprurasna Tpaka oxrosapajylie mupuse (29) (koja
CaAp:KU NPaBy T = Zp), TAKkBa Ja 33 CBAKy BPENHOCT T U3 IOMeHa (yHKuuje f
(Vx € Dy), axro je tauka (x, f(x)) u3 Bepruranue tpake (| — xo| < d) (1j. aro
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y TOj Tpamu uMa Tadaka rpa¢ura (yHEmuje f), Taza je Tauka M U3 XOPHU3OH-

ranue tpake (|f(z) — f(xo)| < &) (vj. Taj meo rpaduka mpunaga TOCMATPAHOM

[IPABOYTAOHUKY ).

YKoIuKO je 0Ba (OpMyJa yBeK TauHa (3a CBe BPEIHOCTH £ U 33 CBAKy TAUKY I
u3 nomena dyukmuje f), Taza je Ta QYHKIMUja HEIPEKUIHA HA CBOM IOMEHY.

Iobpo je oBo miycTpoBaTu Ha Gap ABa IpUMeEpa, TakBa Ia:

1. dymrnmja 3an0B0MaBa ycuaose geduHunuje (jecTe HENPEKUAHA) y CBAKO] TAYRU
JIOMEHA;

2. $yHEOUja He 3a0BOJHABA YCIOBe HepuHMIMje (HUje HENPEKUIHA) y HEKO] TAuKM
JIOMEHA.

ITpuMEP 3. Kako je yuennnuma KBaApaTHA mapaboia jeIaH OX HAJIO3HATH]UX
rpa¢uka, HUje jome fa ce Oam Ha TO] OYHKIWM]M W3BpIIE AeTaJhHUje aHAdu3e. AHU-
Manuja 0u oBIe Ouna oOf 3HaYajHe KOPUCTU, A& CE BUAM KAKO IIPOMEHA € IOBJIAUM 33
cobom mpomeny §. Ha cowmm 9 nat je rpaduk ¢yEkmmje y = o2, 1 aHAIN3a HETPEKW-
MHOCTU Te (YHKIUje y Tauku g = 2 3a € = 1. HacraBut; Taj mocrymak 3ajeqHo ca
YUEHUIUMA, ¥ 3aK/bYUYUTH A4, Ma KaKO MaJo € onabpaJu, yBek ce Moske Hahin § TakBo
2 Yy XOPU30HTAJIHO] Tpaly HeMa Tauaka I'paduka Te GYHKIWje M3BaH IPABOYTaOHUKA

(1j. pyHEUMja je IO HedUHUIMjU HEIPEKULHA y TOj TAUKM).

o5

J
-

Cn. 9 Cu. 10

IIPUMEP 4. Yuenunu ce vecto cpehy ca 3HAKOBHOM (YVHKIMjOM ¥y = SgN x, 1a je
jelmaH IpemJIor Oa Ce UCIINUTYje HempeKumHOCT oBe (yHknuje y tauku 0. [loBosbHO je
[OKA3aT! Ja MOCTOj HEKO € 3a KOje He MOCTOjU § TAKBO 13 je MMILIMKauuja |x — x| <
d = |f(x) — f(xzo)|] < € yBer rauna. Ha cauum 10 je mat rpadux te dyHEumje.
Bumu ce ma 3a € = 0,5 He mocToju TAKBO § 3a KOje Ba)Ke CBU YCJIOBU U3 He)UHUIM]jE
HemperugHOCTH ¥ Tauku o = 0, Tj. yBek Ou mocTojao neo rpadura Te (pyHKIWje KOju Ou
IPUIAfa0 BEPTUKAJIHO] TPAIU OKO Y-OcCe, a He Ou IpUIanao ¥ XOPU30HTAJHO] TPAIW,
Ma KaKo MaJle mupuHe oHa Ouna (Tj. GyHKIWMja T0 NePUHUNM]N HUje HEIPEKUIHA Y TO]
TAUKN).

8. N30s0Bane Tauke

Moske ce, mocie oBux objammena, TPOKOMEHTAPUCATH jOII jeJHA UHTYUTUBHO HE
CACBUM jacHa umibeHuIa. 10 je ciydaj M30JO0BAHUX TadYaka MOMEHa. Y THUM TauyKaMma
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ce yBek Moke Hahm TakBo 0, Ja BepTHKAJHA Tpaka CAAPKHU CAMO Ty Tadky, Tj. Ia
je mmmumkanmja yBek TauHa (3a cBako £). Ha cammm 11 ce Bumm ma KoopauHaTe
n30J0BaHe Tauke A 3a10BOJbABAjy MOCMATDAHY MUMILIMKALU]Y, & KAKO j€ TO U jelUHA
Tauka M3 BePTUKAJHE TPaKe, MMIUIAKAIM]A je TauyHa U 33 KOOPAWHATE CBUX OCTAJUX
Tavyaka Te QyHKIUje.

et )
T

fx)-€ 7/
%D % / )

Cn. 11

v

OBo je burHO 3a KacHUje oDjammenhe 1a je QyHKIUja HEIPEKUIHA ¥ CBUM H30JI0-
BAHMM TauKaMa.

9. Ilpumepu HeKHX ,,uyoHUX“ QyHKIUja

W3 uckycrBa 6u ce morsio pehu ma ydyeHHUIM YeCTO 3aMEHE IMO0jaM HEIpPEKUTHOCTU
¢OyHEIUje HEKUM 0of ciemelinx mOjMOBa:

1. menperunHocT rpa¢ura ¢pyHrmuje (,,ako je rpaduk (YHKIUje HAIPTAH y jeJHOM
moTe3y, OHJA je TO HEeIPeKUIHA (YHKIMja“, ,,aK0 ce rpadux (YHKIUje He MOKe
HAIPTATH, OHAA TO HUje HENPERUIHA YHKIMja“);

2. HAUMHOM 3aJaBama (QyHKuuje (,HempekuaHe (YHKIUje Cy 3a1aTe jeIHOM (HOpPMY-
J0M, NOK (YHKOUje 3alaTe W3 NeJ0Ba HUCY HEMpEeRuaHe“);

3. nomen ¢ymrmumje (,axo je momen neo ckyn R, onma je gyHxmuja menperumaa‘);

4. mudepennmjabunnoct dyurnuje (,HemperuaHe GyHKIMje Cy U AudepeHnnjadur-
He ).
3aTo je mo6Gpo maTu mpuMepe joIn HeKUX (YHKIUja KOje MMajy OCOOMHE Koje HUCY

MHTYUTUBHO jacHe.
0, 3ax<0Vz?<2,

ITpuMEP 5. Hara je dyurmmja f: Q — R, f(z) = { L smg = OAL? 2

(cm. 12)%.

4 Beoma je Temko GopMupaTi 3a,1080/baBajy iy MEHTANHY CIIMKY PAIMOHAJIHE YMECTO DEAJHE JUHIje.
Ako ce mocMaTpa QyHKOUja caMo Ha CKYIy PAIMOHAJHAX OpOjeBa Koja je (OPMANHO HENPEKUIHA (QYHKIM]A,
ONa3u ce y KOHQJIMKT ca CBUM JAEJOBMMA 'KoHUenTa ciuke’ koju cy nomumanu.“ — D. Tall, A. Vinner,
Concept image and concept definition in mathematics with particular reference to limits and
continuity, Education Studies in Mathematics, 12 (1981), 159-169.
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LN vp
7] -_— H —_————
d — - — - >
4 2 0 2 4 >
X
-1 =2
Cn. 12 Ca. 13

Bunu ce na oBa QpyHKIMja nMa IpeKn HA TPAQUKY, NAKO je HOPMAJIHO HEIIPEKU THA
y cBakoj Tayky u3 momena. OBO je 3aTO WITO je IPEKUA HA TPAPUKY Y TAUYKA Ty = V2,
a OBa Tauka He IpHUmala JOMeHy Te dymEmije jep v2 ¢ Q.
. :177 € 6 Q’
ITpuMEP 6. Hocmarpa ce dpyrrmmja f: R — R, f(z) =
l—z, ze€l
Osa ¢yHKuMja je HempeKUIHA y TAUYKU To = 1/2, nako ce rpaduk ose (yHKIM]je
He MOe HaIpTaTHy, & U (YHKOWja je 3aJaTa IO AeJOBUMA.
) 1, z2 > 3,
ITpuMEP 7. Tlocmarpa ce ¢ymrmmja f : Q — R, f(x) = )
-1, z°<3
(ca. 13).
W1 oBo je mpumep ¢yEEIEje Koja je (OPMATHO HEMPEKUAHA MAKO UMA ABA IPEKIIA
Ha IpaduKy, 384T0 ITO TaUKe ++/3 He mpumanajy AOMeHy Te ¢yHEIL]e.

I[TpyMEP 8. Ilocmarpa ce ¢yHrnzja

:R—R, A
fa) 2(z2-1)+1, z€Q, 4
x) =
1, rel SN | ~
03
(ca. 14). N
. . -2 -1 [T} ] /2
OBa (yHENUja je HENPEKUTHA y TPH X
. 0.5
rauke: —1, 0 u 1. Omna je uvak u mude-

pennujadbunua y Tauku xg = 0. -

Can. 14

HAnnOMEHA. Iedununuja zenpexkunHocTu QyHEMUje y Tauku obpalena y oBom
pany je yjeoHO U jeqHA O HajKOMIUIMKOBAHWjUX Ae(UHUNN]a 38 YUEHUKe, M YKOIUKO Ce
npaBuIHO 0Opaay u pas3yMe, Jako he ce KacHUje YCBOJUTK U APYyTe NeUHUNA]jE Y KOju-
Ma Ce I0jaBibyjy KBaHTU(UKATOPU V 1 I, TPUKa CJIOBA € U 0, KAO U O3HAKE AIICOJIYTHE
BPEHOCTU U APYTY CUMOOJIU pesalja u JOTUYKUX Be3Huka. [loTpebHO je ocmamaTu
ce Ha ,,MUCAOHY CJIUKY “ KOjy yUEHWIM HOCe y ceOu, 1 MHOTe MOjMOBE UHTYUTUBHO YBE-
cru. Takobhe je HEOTXOIHO jACHO CTABUTH HA 3HAME TAE MOTY HACTYIUTH TPOOIeMU U
3ajelHO ca yYEHMIUMA CTBOPUTU TAUHY NIPENCTABY O HENPEKUTHUM (yHKIHjaMa.
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