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VIZUELNI PRISTUP ,,EPSILON-DELTA“ DEFINICIJI
NEPREKIDNOSTI FUNKCIJE U TAQKI

1. Uvod

Posle uvoda u pojam neprekidnosti na primerima iz ¼ivota, kao i povezi-
vaǌa tih primera sa pojmom neprekidnosti funkcije [1], jedan od naqina da se
poqne obrada ove nastavne teme je davaǌe same definicije i ǌeno analiziraǌe,
deo po deo, uz detaǉno razjaxǌavaǌe najmaǌe prihva²enih pojmova.

,,ε-δ definicija“ se daje ako se neprekidnost funkcije obra±uje pre grani-
qne vrednosti funkcije. Naroqito kod ove definicije je obavezno korix²eǌe
ilustrativne metode uz upotrebu raqunara. Na ovako ,,za uqenike texko pri-
hvatǉivim nastavnim temama“ shvata se neophodnost uvo±eǌa raqunara u nastavu
matematike [3]. Tako±e je bitno da se poqetni primeri rade na najjednostavnijim
funkcijama qiji je grafik svim uqenicima ve² dobro poznat.

Predlog je da se na poqetku qasa napixe definicija neprekidne funkcije u
taqki x0:

Definicija 1. Funkcija f : Df → R, Df ⊂ R, neprekidna je u taqki
x0 ∈ Df ako va¼i

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df )(|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε).

Oqito je da ,,qitaǌe“ definicije traje suvixe dugo da bi se odr¼ala pa¼ǌa
samo sluxaju²i tekst definicije1. Potrebno je delove iz definicije predstavi-
ti tako da se razliqitim informacijama omogu²i da do±u u centar interesovaǌa
na razliqitim nivoima.

Definicija se zbog toga postepeno analizira i daje se ǌena vizuelno-meto-
diqka prezentacija.

Osnovni problem u prihvataǌu ,,ε-δ definicije“ neprekidnosti funkcije u
taqki je upotreba kvantifikatora ∀ i ∃, ε-δ notacije, oznaka apsolutne vredno-
sti kao i drugih simbola relacija i logiqkih veznika, xto kod mnogih uqenika

Rad je izlo¼en na Republiqkom seminaru o nastavi matematike i raqunarstva, odr¼anom u
Novom Sadu februara 2005. godine

1 ,,Funkcija ef je neprekidna u taqki iks nula iz domena funkcije ef ako za svako epsilon
ve²e od nule postoji delta ve²e od nule takvo da za svako iks iz domena funkcije ef va¼i da, ako je
apsolutna vrednost iks minus iks nula maǌa od delta, tada je i apsolutna vrednost ef od iks minus
ef od iks nula maǌa od epsilon“ [D.Tall, Understanding the Processes of Advanced Mathematical
Thinking, International Congress of Mathematicians, Zürich, August, 1994.]
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blokira mogu²nost stvaraǌa odgovaraju²e ,,slike u glavi“, odnosno ,,misaonog
modela“.

Iz definicije 1 proizlazi da je potrebno analizirati slede²e:
1. taqku x0 iz domena funkcije f ;
2. kvantifikatore: ∀ i ∃;
3. simbole ε i δ;
4. nejednakosti: |x− x0| < δ i |f(x)− f(x0)| < ε;
5. implikaciju |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε, i na kraju
6. celu definiciju.

2. Taqka u kojoj se ispituje neprekidnost

Ovaj deo definicije je ujedno i jedan od najbitnijih faktora za ispitivaǌe
neprekidnosti neke funkcije. Uqenici sa pravom u poqetku smatraju da, na pri-
mer, funkcija y = 1/(x2 − 1), x 6= ±1, nije neprekidna zato xto ima prekid na
grafiku. Zato je va¼no da se ovaj deo definicije izdvoji i detaǉno objasni na
nekim primerima, kao xto je ura±eno u radu [1].

Daǉe bi se moglo ponoviti i da je funkcija neprekidna na svom domenu
ako je ona neprekidna u svakoj taqki svog domena. Znaqi, u taqkama koje nisu
u domenu, neprekidnost se ne ispituje (jer u tim taqkama nije ni definisana).
Me±utim, kod takvih funkcija mo¼emo kazati da se javǉa ,,prekid na grafiku u
nekoj taqki“, a razlog tome je xto funkcija nije definisana u toj taqki.

Dakle, pre analize definicije, obavezno je zadr¼ati se na domenu funkcije
koja se ispituje. Bitno je da uqenici shvate da se neprekidnost funkcije ispituje
samo u onim taqkama koje pripadaju oblasti definisanosti funkcije.

3. Kvantifikatori

Uqenici same kvantifikatore lako razlikuju i prepoznaju, ali je potrebno
zajedno sa ǌima uoqiti i na primerima iz ¼ivota razjasniti da je redosled
kvantifikatora bitan i da promena redosleda meǌa smisao same definicije. Na
primer, mo¼emo pitati uqenike da li slede²e reqenice imaju isto znaqeǌe:
• ,,Za svakog uqenika qetvrtog rareda postoji neko mesto na fakultetu na koje

bi se uqenik mogao upisati.“
• ,,Za svako mesto na fakultetu postoji neki uqenik qetvrtog razreda koji bi

se mogao na ǌega upisati.“
• ,,Postoji uqenik qetvrtog razreda takav da bi se on mogao upisati na svako

mesto na fakultetu.“
• ,,Postoji mesto na fakultetu na koje bi se mogao upisati svaki uqenik qe-

tvrtog razreda.“
Uqenici razumeju da se ove qetiri reqenice razlikuju po smislu, a samim

tim i da je redosled kvantifikatora bitan.
Ovde mo¼emo detaǉnije obraditi dati primer tako xto oznaqimo sa:
e – uqenika qetvrtog razreda,
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d – mesto na fakultetu, a sa

A – tvr±eǌe da se uqenik e mo¼e upisati na mesto d.

Uz pomo² nastavnika uqenici dolaze do slede²ih logiqkih formula:

• za prvu reqenicu – (∀e)(∃d)A (primeti se da vrednost d zavisi od vredno-
sti e);

• za drugu reqenicu – (∀d)(∀e) A (primeti se da vrednost e zavisi od vredno-
sti d);

• za tre²u reqenicu – (∃e)(∀d) A (primeti se da vrednost e ne zavisi od vre-
dnosti d);

• za qetvrtu reqenicu – (∃d)(∀e) A (primeti se da vrednost d ne zavisi od
vrednosti e).

Uqenici se mogu podsetiti i formule koja predstavǉa zapis reqenice: ,,ne
postoji najve²i prirodan broj“. Ova reqenica mo¼e drugaqije da se izrazi i u
vidu reqenice: ,,za svaki prirodan broj, postoji prirodan broj koji je ve²i od
ǌega“. Formalni zapis je

(∗) (∀n ∈ N)(∃m ∈ N)(m > n).

U ovom sluqaju izbor broja m zavisi od izbora broja n, jer za svaki prirodan
broj se tra¼i neki prirodan broj, koji svaki put mo¼e da ima drugu vrednost.

Ako bi se obrnuo redosled kvantifikatora u ovoj formuli, dobila bi se
formula

(∗∗) (∃m ∈ N)(∀n ∈ N)(m > n),

koja predstavǉa zapis reqenice koja ima upravo suprotno znaqeǌe: ,,postoji naj-
ve²i prirodan broj“. U ovom sluqaju izbor broja m ne zavisi od izbora broja
n jer treba da za odabrano m tvr±eǌe va¼i za svako n (tj. vrednost broja m se
samo jednom odabere).

Mo¼e se tako±e primetiti da se i istinitosna vrednost ove dve formule
razlikuje.

Potrebno je zadr¼ati se malo vixe na prvoj reqenici, zbog redosleda kvan-
tifikatora koji mo¼e biti dobar uvod u poqetak definicije koja se ispituje.

Uqenici mogu i sami da daju neke primere sliqnih reqenica.

Kako je ovo prilika za nastavnike da uqenicima pribli¼e matematiqku lo-
giku, sa kojom su se oni sretali u toku xkolovaǌa, dobro bi bilo objasniti i
qiǌenicu da fraza ,,bar jedan“ odgovara negaciji fraze ,,za svaki“. Da bi se
dokazalo da je reqenica (formula) koja sadr¼i frazu ,,za svaki“ neistinita, do-
voǉno je na²i jedan primer za koji ta reqenica nije taqna. Taj primer se naziva
kontraprimer. To i objaxǌava qiǌenicu da se istinitosna vrednost prethodne
dve formule (∗) i (∗∗) razlikuje.
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4. Simboli ε i δ

Daǉe se prelazi na korix²eǌe simbola2 ε i δ. Uqenici su oznaku ε ve²
sreli prilikom obrade graniqne vrednosti niza i treba ih podsetiti da je ε
obiqno oznaka za ,,mali“ pozitivan realan broj.

Potrebno je naglasiti da se i sa δ obiqno oznaqava ,,mali“ pozitivan realan
broj.

Ove oznake se najqex²e koriste kod pojma ε-okoline i δ-okoline nekog bro-
ja. U sredǌoj xkoli se pod pojmom okoline neke taqke podrazumeva otvoreni
interval (tipa (a, b)) koji sadr¼i tu taqku [5].

Zbog definicije je potrebno povezati simbol ε sa kvantifikatorom ∀, kao
i simbol δ sa kvantifikatorom ∃, i na neki naqin uputiti uqenike da zapamte
fraze:

1. ,,za svako epsilon“,
2. ,,postoji delta“.

Redosled ovih fraza je tako±e bitan, i va¼no je da se objasni da promena ε
izaziva promenu δ (jer za svako ε postoji neko δ), tj. da δ zavisi od ε.

Primetimo da se u literaturi, ponekad, koriste i oznake k i h. Kako se u
ve²ini u­benika javǉaju oznake ε i δ, predla¼emo da se bax ta slova koriste za
daǉi rad.

5. Nejednakosti iz definicije

Poznato je da uqenici (naroqito oni kojima matematika nije glavno opre-
deǉeǌe) texko prihvataju nejednakosti |x − x0| < δ i |f(x) − f(x0)| < ε. To
mo¼e biti zbog propusta u prethodnom toku xkolovaǌa, ali i zbog konfuzije
koja nastaje kada vide veliki broj simbola (pri qemu se ne zna koje su konstante
a koje promenǉive), operacija i relacija.

To pokazuje da je neophodno i ovim nejednakostima pri²i postupno, da bi ih
pravilno shvatili i prihvatili.

5.1. Prva nejednakost. Prva nejednakost iz implikacije u definiciji je
|x− x0| < δ. Neka je x0 dati realan broj. Posmatrajmo proizvoǉnu okolinu oko
taqke x0. Taj interval (sl. 1) sadr¼i sve one realne brojeve qije je rastojaǌe
od taqke x0 maǌe od nekog broja, koji oznaqimo sa δ (dobro je ve² ovde povezati
simbol δ sa promenǉivom x). To znaqi da, ako x pripada δ-okolini taqke x0, va¼i
nejednakost |x− x0| < δ. Treba objasniti da se ova nejednakost mo¼e drugaqije
zapisati i pomo²u dvostruke nejednakosti x0 − δ < x < x0 + δ, kao i u obliku
pripadnosti intervalu x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)3.

2 Oznake ε i δ u definicjama limesa i neprekidnosti prvi je uveo francuski matematiqar Koxi
1821. godine.

3 ,,Za uqenike je mo¼da jasniji zapis pomo²u intervala, ali za kasniji rad prednost ima zapis
pomo²u nejednakosti jer boǉe opisuje pojam udaǉenosti koji je bitan u razvoju teorije metriqkih
prostora. Znaqi da je δ mera ,,blizine“ broju x0 (ima karakter blizak parametru).“ [J. Mamona-
Downs, Letting the intuitive bear on the formal; a didactical approach for the understanding of
the limit of a sequence, Educational Studies in Mathematics 48 (2001), 259–288.]
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Bitno je ovde naglasiti da se po-
smatraju samo one vrednosti promenǉive
x koje, osim intervalu (x0 − δ, x0 + δ),
pripadaju i domenu funkcije f , tj. x ∈
Df ∩(x0−δ, x0 +δ) (objasniti da to sle-
di iz fraze (∀x ∈ Df ) koja se nalazi u
definiciji).Sl. 1

5.2. Veza izme�u nejednakosti. Posebnu pa¼ǌu treba obratiti na
povezanost ovih nejednakosti funkcijom f . Zato je potrebno pre²i na dvodimen-
zionalnu sliku u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu, gde posmatramo
taqke ravni qije su koordinate (x, f(x)), x ∈ Df i (x0, f(x0)), x0 ∈ Df .

Taqke qije x-koordinate zadovoǉavaju relaciju |x− x0| < δ pripadaju ver-
tikalnoj traci xirine 2δ, koja je normalna na x-osu (sl. 2), levo i desno od
odgovaraju²e prave (u ovom sluqaju prave x = x0). Dobro je povezati δ sa xi-
rinom vertikalne trake.

Sl. 2 Sl. 3

Analogno, taqke qije y-koordinate zadovoǉavaju nejednakost |f(x)−f(x0)| <
ε pripadaju beskonaqnoj traci xirine 2ε, koja je normalna na y-osu (paralelna
sa x-osom), iznad i ispod prave y = f(x0) (sl. 3). Ovde povezujemo ε sa xirinom
horizontalne trake.

Sl. 4
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Sada bi trebalo pitati uqenike koja oblast se dobije kada su obe nejedna-
kosti zadovoǉene. Oni bez problema prepoznaju da se tada odgovaraju²e taqke
nalaze u pravougaoniku koji se dobija u preseku ove dve trake – horizontalne i
vertikalne (sl. 4), a qije su dimenzije 2δ i 2ε.

Znaqi, samo one taqke qije koordinate zadovoǉavaju obe nejednakosti pri-
padaju dobjenom pravougaoniku. Koordinate taqaka koje nisu u pravougaoniku, a
pripadaju vertikalnoj traci, zadovoǉavaju samo prvu nejednakost, a ne i drugu.
Koordinate taqaka koje nisu u pravougaoniku, a pripadaju horizontalnoj tra-
ci, zadovoǉavaju samo drugu nejednakost, a ne i prvu. Ostale taqke ravni, koje
ne pripadaju ni vertikalnoj ni horizonatlnoj traci, imaju koordinate koje ne
zadovoǉavaju nijednu od datih nejednakosti.

6. Implikacija iz definicije

Kako nejednakosti u definiciji nisu vezane konjunkcijom, ve² implikacijom
(|x − x0| < δ =⇒ |f(x) − f(x0)| < ε), potrebno je podse²aǌe na istinitosnu
vrednost ove logiqke formule, kao i na neke poznate tautologije.

Uqenici se sre²u sa implikacijom p =⇒ q jox u toku prvog razreda sredǌe
xkole. Implikacija se qesto koristi i u toku slede²ih godina xkolovaǌa.

Pre svega se naglasi da ova formula nije taqna jedino u sluqaju da je p
taqno a q netaqno (dakle, ne va¼i da iz taqnog sledi netaqno). U svim ostalim
sluqajevima ova formula je taqna.

Mogu se uqenici podsetiti i na slede²e dve tautologije:
(p =⇒ q) ⇐⇒ (¬p ∨ q) – zakon uklaǌaǌa implikacije;
(p =⇒ q) ⇐⇒ (¬q =⇒ ¬p) – zakon kontrapozicije.
Daǉe bi se moglo postaviti pitaǌe:
,,Xta znaqi implikacija |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε“ ?
Ako se oznaqi tvr±eǌe |x − x0| < δ sa p, a tvr±eǌe |f(x) − f(x0)| < ε

sa q, tada se, koriste²i objaxǌeǌa tih nejednakosti iz prethodnog odeǉka, ova
iskazna slova mogu vizuelno predstaviti i povezati sa reqenicama:

p – ,,taqka (x, f(x)) pripada vertikalnoj traci oko prave x = x0“,
q – ,,taqka (x, f(x)) pripada horizontaloj traci oko prave y = f(x0)“.

Sl. 5
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Kako je formula p =⇒ q netaqna samo ako je p taqno i q netaqno, vizuelno
znaqi da implikacija |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε nije taqna samo za one
taqke ravni koje pripadaju vertikalnoj, a ne pripadaju horizontalnoj traci (na
slici 5 to su delovi ravni obele¼eni sa NE). U svim ostalim delovima ravni se
nalaze taqke za koje je posmatrana implikacija taqna (delovi ravni obele¼eni
sa DA).

Uqenici rado prihvataju ovo grafiqko objaxǌeǌe kada ta implikacija nije
zadovoǉena, a kada jeste. Pomo²u slike 6 se objasni da sve taqke koje pripadaju
ixrafiranoj oblasti imaju koordinate za koje posmatrana implikacija nije ta-
qna. Sada je lako proveriti, posmatraju²i grafik proizvoǉne funkcije, da li ta
implikacija jeste ili nije taqna za sve taqke grafika, za proizvoǉne vrednosti
ε i δ.

Sl. 6

Ukoliko grafik neke funkcije ima taqaka koje pripadaju ixrafiranim de-
lovima ravni, tada za takvu funkciju postoje vrednosti x iz ǌenog domena za
koje posmatrana implikacija nije taqna.

Neka od vizuelnih objaxǌeǌa implikacije |x−x0| < δ =⇒ |f(x)−f(x0)| <
ε, iskazana reqima (po analogiji sa uvodnim objaxǌeǌima) koje uqenici daju
sami (ili uz pomo² nastavnika) su slede²a.
• Ako je taqka grafika funkcije f u vertikalnoj traci xirine 2δ, tada je ta

taqka i u horizonatlnoj traci xirine 2ε (dok obratno ne mora da va¼i).
Ovo bi odgovaralo sluqaju kada je p taqno i q taqno.

• Ne sme postojati nijedna taqka grafika funkcije f iz vertikalne trake,
takva da nije u horiozntalnoj traci (ne sme biti taqaka u ixrafiranoj
oblasti).

• Ako ceo pravougaonik zanemarimo (prekrijemo ili ofarbamo), ostatak ver-
tikalne trake ne sme sadr¼ati nijednu taqku grafika te funkcije, da bi
data implikacija bila taqna.

• Grafik odgovaraju²e funkcije y = f(x) ne sme imati nijednu taqku koja
pripada vertikalnoj traci, a da ne pripada dobijenom pravougaoniku.

• Ukoliko taqka grafika funkcije f ne pripada horizontalnoj traci, onda
nije ni u vertikalnoj traci. To tvr±eǌe odgovara formuli ¬q =⇒ ¬p.



Vizuelni pristup ,,ε-δ“ definiciji neprekidnosti 35

• Ili taqka grafika funkcije f nije u vertikalnoj traci, ili je u horizon-
talnoj traci. To tvr±eǌe odgovara formuli ¬p ∨ q.

• Ukoliko taqka grafika funkcije f ne pripada vertikalnoj traci, ova im-
plikacija je sigurno taqna. To odgovara sluqaju kada je p netaqno, tada je
implikacija p =⇒ q uvek taqna. Zakǉuqak ovog tvr±eǌa je da nas intere-
suju samo one taqke grafika funkcije f koje pripadaju, ne samo domenu Df ,
nego i vertikalnoj traci.
Slede²i primeri pokazuju da sama implikacija

|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε

(bez prate²ih uslova sa kvantifikatorima) nije dovoǉna za neprekidnost funk-
cije u taqki x0.

Sl. 7

Primer 1. Slika 7 prikazuje grafik funkcije f(x) =
{

f1(x), x < x0,

f2(x), x > x0,
gde je lim

x→x0
f1(x) 6= f2(x0). Za ovu funkciju, i izabrano ε, navedena implikacija

jeste zadovoǉena u svim taqkama grafika (iako funkcija ima prekid). Vidi se,
me±utim, da bi se, smaǌivaǌem vrednosti ε (su¼avaǌem horizontalne trake), u
jednom momentu doxlo do situacije da postoje taqke na grafiku funkcije f qije
koordinate pripadaju vertikalnoj traci, a ne pripadaju horizontalnoj traci.
Za takve taqke implikacija nije taqna. Dakle, ne va¼i implikacija za svako ε,
nego za neke vrednosti ε. Tako±e se mo¼e primetiti da postoji neka vrednost za ε
takva da, bilo kakva promena vrednosti δ, ne mo¼e dovesti do toga da implikacija
bude taqna u svim taqkama grafika te funkcije. Znaqi da se mora ispitivati
taqnost implikacije za svako ε > 0.

Primer 2. Slika 8 prikazuje grafik funkcije y = f(x), x ∈ R, za koju ova
implikacija nije zadovoǉena u nekim taqkama grafika te funkcije, za fiksira-
no δ (iako je funkcija neprekidna).

Smaǌivaǌem vrednosti δ (su¼avaǌem vertikalne trake) u jednom momentu
bi se doxlo do situacije kada ta implikacija jeste taqna za sve taqke grafika te
funkcije (da vertikalna traka nema taqaka grafika izvan pravougaonika). Znaqi
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Sl. 8

da se za ovu vrednost ε mo¼e na²i δ takvo da implikacija jeste taqna. Primeti se
da se za svako ε mo¼e na²i δ, takvo da je implikacija taqna u svim taqkama domena
te funkcije. To znaqi da je za ispitivaǌe neprekidnosti funkcije dovoǉno da
za ,,svako ε postoji neko δ“ za koje je implikacija taqna, tj. ispred implikacije
moraju stajati slede²a ograniqeǌa: (∀ε)(∃δ). Kako se ovde govori o xirini
horizontalne i vertikalne trake, logiqno je da su brojevi ε i δ pozitivni.

Znaqi da je vrlo bitno izvesti slede²i zaklǉuqak.
• Sama implikacija nije ni neophodna ni dovoǉna da osigura neprekidnost

funkcije, jer postoje neprekidne funkcije za koje implikacija nije taqna,
kao i prekidne funkcije za koje implikacija jeste taqna. To znaqi da se, ako
se ¼eli do²i do definicije neprekidnosti funkcije, moraju uvesti jox neka
ograniqeǌa (prethodna objaxǌeǌa nas navode na ograniqeǌa za vrednosti ε
i δ).

7. ,,ε-δ“ definicija

Kada uqenici dobro prihvate znaqeǌe svih pojedinaqnih delova definicije,
ti delovi se mogu me±usobno povezati, razjasniti znaqeǌe tih veza, i ponovo, sa
razumevaǌem, zajedno sa uqenicima, mo¼e se do²i do konaqne definicije.

Povezuju se slede²e formule reqenicama:
• (∀ε > 0) – za svaku horizontalnu traku xirine 2ε (koja sadr¼i pravu y =

f(x0)),
• (∃δ > 0) – postoji vertikalna traka xirine 2δ (koja sadr¼i pravu x = x0),
• (∀x ∈ Df ) – za svaku taqku x domena funkcije f ,
• |x − x0| < δ =⇒ |f(x) − f(x0)| < ε – ako je taqka (x, f(x)) iz vertikalne

trake, tada je ona i iz horizontalne trake.
Znaqi da formula (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ Df )(|x − x0| < δ =⇒ |f(x) −

f(x0)| < ε) mo¼e reqima da se ,,proqita“ na slede²i naqin:
• za svaku (∀) horizontalnu traku proizvoǉne xirine (2ε) (koja sadr¼i pravu

y = f(x0)), postoji (∃) i vertikalna traka odgovaraju²e xirine (2δ) (koja
sadr¼i pravu x = x0), takva da za svaku vrednost x iz domena funkcije f
(∀x ∈ Df ), ako je taqka (x, f(x)) iz vertikalne trake (|x− x0| < δ) (tj. ako
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u toj traci ima taqaka grafika funkcije f), tada je taqka i iz horizon-
talne trake (|f(x) − f(x0)| < ε) (tj. taj deo grafika pripada posmatranom
pravougaoniku).
Ukoliko je ova formula uvek taqna (za sve vrednosti ε i za svaku taqku x0

iz domena funkcije f), tada je ta funkcija neprekidna na svom domenu.
Dobro je ovo ilustrovati na bar dva primera, takva da:

1. funkcija zadovoǉava uslove definicije (jeste neprekidna) u svakoj taqki
domena;

2. funkcija ne zadovoǉava uslove definicije (nije neprekidna) u nekoj taqki
domena.

Primer 3. Kako je uqenicima kvadratna parabola jedan od najpoznatijih
grafika, nije loxe da se bax na toj funkciji izvrxe detaǉnije analize. Ani-
macija bi ovde bila od znaqajne koristi, da se vidi kako promena ε povlaqi za
sobom promenu δ. Na slici 9 dat je grafik funkcije y = x2, i analiza nepreki-
dnosti te funkcije u taqki x0 = 2 za ε = 1. Nastaviti taj postupak zajedno sa
uqenicima, i zakǉuqiti da, ma kako malo ε odabrali, uvek se mo¼e na²i δ takvo
da u horizontalnoj traci nema taqaka grafika te funkcije izvan pravougaonika
(tj. funkcija je po definiciji neprekidna u toj taqki).

Sl. 9 Sl. 10

Primer 4. Uqenici se qesto sre²u sa znakovnom funkcijom y = sgn x, pa je
jedan predlog da se isppituje neprekidnost ove funkcije u taqki 0. Dovoǉno je
pokazati da postoji neko ε za koje ne postoji δ takvo da je implikacija |x−x0| <
δ =⇒ |f(x) − f(x0)| < ε uvek taqna. Na slici 10 je dat grafik te funkcije.
Vidi se da za ε = 0,5 ne postoji takvo δ za koje va¼e svi uslovi iz definicije
neprekidnosti u taqki x0 = 0, tj. uvek bi postojao deo grafika te funkcije koji bi
pripadao vertikalnoj traci oko y-ose, a ne bi pripadao i horizontalnoj traci,
ma kako male xirine ona bila (tj. funkcija po definiciji nije neprekidna u toj
taqki).

8. Izolovane taqke

Mo¼e se, posle ovih objaxǌeǌa, prokomentarisati jox jedna intuitivno ne
sasvim jasna qiǌenica. To je sluqaj izolovanih taqaka domena. U tim taqkama
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se uvek mo¼e na²i takvo δ, da vertikalna traka sadr¼i samo tu taqku, tj. da
je implikacija uvek taqna (za svako ε). Na slici 11 se vidi da koordinate
izolovane taqke A zadovoǉavaju posmatranu implikaciju, a kako je to i jedina
taqka iz vertikalne trake, implikacija je taqna i za koordinate svih ostalih
taqaka te funkcije.

Sl. 11

Ovo je bitno za kasnije objaxǌeǌe da je funkcija neprekidna u svim izolo-
vanim taqkama.

9. Primeri nekih ,,qudnih“ funkcija

Iz iskustva bi se moglo re²i da uqenici qesto zamene pojam neprekidnosti
funkcije nekim od slede²ih pojmova:

1. neprekidnost grafika funkcije (,,ako je grafik funkcije nacrtan u jednom
potezu, onda je to neprekidna funkcija“, ,,ako se grafik funkcije ne mo¼e
nacrtati, onda to nije neprekidna funkcija“);

2. naqinom zadavaǌa funkcije (,,neprekidne funkcije su zadate jednom formu-
lom, dok funkcije zadate iz delova nisu neprekidne“);

3. domen funkcije (,,ako je domen ceo skup R, onda je funkcija neprekidna“);
4. diferencijabilnost funkcije (,,neprekidne funkcije su i diferencijabil-

ne“).
Zato je dobro dati primere jox nekih funkcija koje imaju osobine koje nisu

intuitivno jasne.

Primer 5. Data je funkcija f : Q → R, f(x) =
{

0, za x < 0 ∨ x2 < 2,

1, za x > 0 ∧ x2 > 2
(sl. 12)4.

4 ,,Veoma je texko formirati zadovoǉavaju²u mentalnu sliku racionalne umesto realne linije.
Ako se posmatra funkcija samo na skupu racionalnih brojeva koja je formalno neprekidna funkcija,
dolazi se u konflikt sa svim delovima ’koncepta slike’ koji su pomiǌani.“ – D. Tall, A. Vinner,
Concept image and concept definition in mathematics with particular reference to limits and
continuity, Education Studies in Mathematics, 12 (1981), 159–169.
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Sl. 12 Sl. 13

Vidi se da ova funkcija ima prekid na grafiku, iako je formalno neprekidna
u svakoj taqki iz domena. Ovo je zato xto je prekid na grafiku u taqki x0 =

√
2,

a ova taqka ne pripada domenu te funkcije jer
√

2 /∈ Q.

Primer 6. Posmatra se funkcija f : R → R, f(x) =
{

x, x ∈ Q,

1− x, x ∈ I.
Ova funkcija je neprekidna u taqki x0 = 1/2, iako se grafik ove funkcije

ne mo¼e nacrtati, a i funkcija je zadata po delovima.

Primer 7. Posmatra se funkcija f : Q → R, f(x) =
{

1, x2 > 3,

−1, x2 6 3
(sl. 13).

I ovo je primer funkcije koja je formalno neprekidna iako ima dva prekida
na grafiku, zato xto taqke ±√3 ne pripadaju domenu te funkcije.

Primer 8. Posmatra se funkcija
f : R → R,

f(x) =
{

x2(x2 − 1) + 1, x ∈ Q,

1, x ∈ I

(sl. 14).

Ova funkcija je neprekidna u tri
taqke: −1, 0 i 1. Ona je qak i dife-
rencijabilna u taqki x0 = 0.

Sl. 14

Napomena. Definicija neprekidnosti funkcije u taqki obra±ena u ovom
radu je ujedno i jedna od najkomplikovanijih definicija za uqenike, i ukoliko se
pravilno obradi i razume, lako ²e se kasnije usvojiti i druge definicije u koji-
ma se pojavǉuju kvantifikatori ∀ i ∃, grqka slova ε i δ, kao i oznake apsolutne
vrednosti i drugi simboli relacija i logiqkih veznika. Potrebno je oslaǌati
se na ,,misaonu sliku“ koju uqenici nose u sebi, i mnoge pojmove intuitivno uve-
sti. Tako±e je neophodno jasno staviti na znaǌe gde mogu nastupiti problemi i
zajedno sa uqenicima stvoriti taqnu predstavu o neprekidnim funkcijama.
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