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INVARIJANTNA PRESLIKAVAǋA PITAGORINIH TROJKI1

Pod Pitagorinim trojkama (brojevima) podrazumevaju se prirodna rexeǌa
jednaqine

(1) x2 + y2 = z2.

Trojka prirodnih brojeva (x, y, z) koja zadovoǉava jednaqinu (1) naziva se osnov-
nom Pitagorinom trojkom ako i samo ako su brojevi x, y i z uzajamno prosti.
Pritom, jedan od brojeva x, y mora biti paran, a drugi neparan. U matematiqkoj
literaturi (v. npr. [1]) poznato je tvr±eǌe

Teorema 1. Trojka (x, y, z) je osnovna Pitagorina trojka (gde je x ne-
paran, a y paran) ako i samo ako postoje prirodni brojevi m i n, takvi da
je x = m2 − n2, y = 2mn i z = m2 + n2, pri qemu je m > n, NZD(m,n) = 1 i
m i n su razliqite parnosti.

Ovde ²emo dati jedno drugaqije rexeǌe jednaqine (1) i uslove pod kojima
²e Pitagorina trojka biti osnovna.

Transformacijom

(2) x = α + γ, y = β + γ, z = α + β + γ

jednaqina (1) se svodi na jednaqinu

(3) γ2 = 2αβ.

Pre nego xto pre±emo na rexavaǌe jednaqine (3), formuliximo jedno pomo²no
tvr±eǌe.

Teorema 2. Rexeǌe (x, y, z) jednaqine (1) je osnovno ako i samo ako su u
odgovaraju�em rexeǌu (α, β, γ) jednaqine (3) brojevi α, β, γ uzajamno prosti.

Obe implikacije se lako dokazuju primenom kontrapozicije. Tako±e, oqigle-
dno je da su brojevi α, β, γ u rexeǌu jednaqine (3) uzajamno prosti ako su α i β
uzajamno prosti i razliqite parnosti. Pre±imo sad na rexavaǌe jednaqine (3).

Poxto je desna strana jednaqine paran broj, to mora biti i leva, odnosno
broj γ. Neka je

γ = 2k
∏

i∈I

pki
i ; k, ki ∈ N, pi ∈ P \ {2}, I = {1, 2, . . . , r}

1 Uvodni deo ovog qlanka objavǉen je u qasopisu Tangenta, 38/2, 2004/05.
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kanonska faktorizacija broja γ, gde su: N skup prirodnih brojeva, P skup pro-
stih brojeva i I konaqan skup indeksa. Uvrxtavaǌem tako zapisanog γ u jedna-
qinu (3), posle skra²ivaǌa sa 2, ona dobija oblik

22k−1
∏

i∈I

p2ki
i = αβ.

Da bi α i β bili uzajamno prosti, moraju sadr¼ati razliqite proste delioce
broja γ. Ne umaǌuju²i opxtost, mo¼emo pretpostaviti da je β parno. U tom slu-
qaju α se mo¼e dobiti kao proizvod izvesnog broja delilaca broja γ, razliqitih
od 2, tj.

α =
∏

i∈J

p2ki
i , J ⊂ I, i α = 1 ako je J = ∅.

Jasno je da rexavana jednaqina ima onoliko rexeǌa koliko skup I ima podsku-
pova. Sva rexeǌa jednaqine (3) data su kao

(4)
(

α =
∏

i∈J

p2ki
i , β = 22k−1

∏

i∈I\J
p2ki

i , γ = 2k
∏

i∈I

pki
i

)
, J ∈ P (I),

gde je P (I) partitivni skup skupa indeksa I.
Time smo dokazali tvr±eǌe

Teorema 3. Svaki paran broj γ sa r prostih delilaca razliqitih od 2,
pomo�u formula (4) i transformacije (2) generixe taqno 2r razliqitih
osnovnih Pitagorinih trojki.

U narednoj tabeli data je ilustracija prethodnog tvr±eǌa za neke vrednosti
parnog broja γ.

γ α β x y z r broj rexeǌa
α + γ β + γ α + β + γ 2r

2 1 2 3 4 5 0 1

4 1 8 5 12 13 0 1

6 1 18 7 24 25 1 2
9 2 15 8 17

8 1 32 9 40 41 0 1

10 1 50 11 60 61 1 2
25 2 35 12 37

. . .

30 1 450 31 480 481 2 4
9 50 39 80 89
25 18 55 48 73
225 2 255 32 257
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Da bismo uspostavili vezu izme±u dva razliqita oblika rexeǌa jednaqine
(1), posmatrajmo istu Pitagorinu trojku generisanu na dva razliqita naqina.
Neka

(α + γ, β + γ, α + β + γ) = (α +
√

2αβ, β +
√

2αβ, α + β +
√

2αβ)

i
(m2 − n2, 2mn,m2 + n2)

predstavǉaju istu Pitagorinu trojku. ǋihovim izjednaqavaǌem dobija se si-
stem jednaqina

m2 − n2 = α +
√

2αβ, 2mn = β +
√

2αβ, m2 + n2 = α + β +
√

2αβ,

odakle
2m2 = 2α + β + 2

√
2αβ, 2n2 = β,

tj.

m2 = α +
β

2
+

√
2αβ, n2 =

β

2
.

Rexeǌe sistema

m =
√

α +
√

2β

2
, n =

√
2β

2
,

kao i inverzna veza
α = (m− n)2, β = 2n2

daju vezu izme±u parametara koji generixu istu Pitagorinu trojku na dva raz-
liqita naqina.

2. Invarijantna preslikavaǌa Pitagorinih trojki

Postavimo pitaǌe odre±ivaǌa linearnih preslikavaǌa u odnosu na koje je
skup Pitagorinih trojki invarijantan. Dakle, tra¼imo takva linearna presli-
kavaǌa pri kojima je slika Pitagorine trojke tako±e Pitagorina trojka.

Oqigledno rexeǌe ovog problema predstavǉaju homotetije sa prirodnim ko-
eficijentom, odnosno preslikavaǌa tipa

x1 = kx, y1 = ky, z1 = kz,

gde je k prirodan broj. Me±utim, ovakva transformacija osnovnu Pitagorinu
trojku preslikava u izvedenu. Da bismo naxli preslikavaǌa u odnosu na koja su
invarijantne osnovne Pitagorine trojke, postupi²emo na slede²i naqin.

Zbog simetriqnosti rexeǌa jednaqina (1) i (3) u odnosu na x, y, odnosno
α, β, zakǉuqujemo da matrica linearnog preslikavaǌa mora biti simetriqna.
Radi lakxeg raqunaǌa, dogovorimo se da i trojku (0, 1, 1) (mada sadr¼i i nulu)
smatramo osnovnim rexeǌem jednaqine (1) – ona se tako±e mora preslikati u
osnovnu Pitagorinu trojku. Tra¼e²i osnovnu Pitagorinu trojku u obliku datom



44 M. ´ivanovi²

u (2), dobijamo matriqnu jednaqinu po nepoznatoj kvadratnoj matrici L tre²eg
reda

L




0
1
1


 =




α + γ
β + γ

α + β + γ


 ,

uz uslov da je γ2 = 2αβ i da su α i β su uzajamno prosti i razliqite parnosti.
Rexeǌe ove jednaqine je oblika

(5) L =




β α γ
α β γ
γ γ α + β


 .

Proverimo prvo da li je u transformaciji L slika Pitagorine trojke ponovo
Pitagorina trojka. Dakle, neka je




x1

y1

z1


 = L




x
y
z


 ,

tj.

x1 = βx + αy + γz = α1 + γ1,

y1 = αx + βy + γz = β1 + γ1,(6)

z1 = γx + γy + (α + β)z = α1 + β1 + γ1.

Tada je

x2
1 + y2

1 − z2
1 = (βx + αy + γz)2 + (αx + βy + γz)2 − (γx + γy + (α + β)z)2 = 0,

jer je x2 + y2 − z2 = 0 (mexoviti sabirci se potiru). Dakle, x2
1 + y2

1 = z2
1 , tj.

Pitagorina trojka se slika u Pitagorinu trojku.
Da li je dobijena trojka osnovna? Pa, bi²e ako su α1 i β1 uzajamno prosti

i razliqite parnosti. Korix²eǌem veza inverznih vezama (2) dobija se da je

β1 = z1 − x1, α1 = z1 − y1.

Posle jednostavnih transformacija ima²emo:

β1 = (γx + γy + (α + β)z)− (βx + αy + γz) = γ(x + y − z) + α(z − y) + β(z − x)

= γ2 + α2 + β2 = 2αβ + α2 + β2 = (α + β)2,

α1 = (γx + γy + (α + β)z)− (αx + βy + γz) = γ(x + y − z) + α(z − x) + β(z − y)

= γ2 + 2αβ = 4αβ.

Dakle, α1 je parno, a β1 je neparno, zbog razliqite parnosti α i β; daǉe, ni-
jedan od delilaca α1 (a to su delioci od α i β) ne deli β1, jer bi inaqe bilo
NZD(α, β) 6= 1, suprotno pretpostavci. Znaqi, α1 i β1 su uzajamno prosti i raz-

liqite parnosti, pa je i Pitagorina trojka (6) osnovna. Dokazali smo da je skup
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osnovnih Pitagorinih trojki invarijantan u odnosu na linearno preslikavaǌe
qija je matrica L.

Primer 1. Iz napred navedene tabele izaberimo: γ = 6, α = 9,

β = 2. U tom sluqaju je L =




2 9 6
9 2 6
6 6 11


. Pri tom se, na primer, trojka

(3, 4, 5) preslikava u trojku (72, 65, 97), jer je



2 9 6
9 2 6
6 6 11







3
4
5


 =




72
65
97




i va¼i 722 + 652 = 972.

Primetimo da je i kompozicija proizvoǉna dva ovako definisana preslika-
vaǌa tako±e preslikavaǌe u odnosu na koje je skup Pitagorinih trojki invari-
jantan. Doka¼imo da je i ono predstavǉeno matricom tipa (5). Neka su data dva
takva preslikavaǌa, L1 i L2. Matrica ǌihove kompozicije dobija se kao




β2 α2 γ2

α2 β2 γ2

γ2 γ2 α2 + β2







β1 α1 γ1

α1 β1 γ1

γ1 γ1 α1 + β1


 =




B A Γ
A B Γ
Γ Γ ∆


 ,

gde je

A = α1β2 + α2β1 + γ1γ2,

B = α1α2 + β1β2 + γ1γ2,

Γ = γ1(α2 + β2) + γ2(α1 + β1)

∆ = (α1 + β1)(α2 + β2) + 2γ1γ2.

Da bi ovakvo preslikavaǌe bilo u klasi definisanoj relacijom (5), moraju biti
zadovoǉene jednakosti:

∆ = A + B, Γ2 = 2AB.

Prva jednakost se dokazuje jednostavno:

A+B = (α1β2+α2β1+γ1γ2)+(α1α2+β1β2+γ1γ2) = (α1+β1)(α2+β2)+2γ1γ2 = ∆.

Druga jednakost sledi iz

Γ2 = γ2
1(α1 + β2)2 + 2γ1γ2(α1 + β1)(α2 + β2) + γ2

2(α1 + β1)2

= 2(α1β1α
2
2 + α1β1β

2
2 + γ1γ2α1α2 + γ1γ2α1β2 + γ1γ2β1α2 + γ1γ2β1β2

+ α2β2α
2
1 + α2β2β

2
1 + γ2

1γ2
2)

= 2(α1β2 + α2β1 + γ1γ2)(α1α2 + β1β2 + γ1γ2) = 2AB.

Time smo dokazali tvr±eǌe
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Teorema 4. Kompozicija dva invarijantna preslikavaǌa tipa (5) u
odnosu na osnovne Pitagorine trojke, tako�e je invarijantno preslikavaǌe
tipa (5) u odnosu na osnovne Pitagorine trojke.

Ako, dakle, sa L oznaqimo skup linearnih preslikavaǌa tipa (5), a sa ◦
kompoziciju preslikavaǌa, tada zakǉuqujemo da je (L, ◦) komutativan grupoid s
jedinicom. Ta struktura nije grupa. Naime, matrica L−1, inverzna matrici L,
je

L−1 =
1

(α− β)2




β α −γ
α β −γ
−γ −γ α + β


 ,

dakle, ona ima oblik kao i matrica L, ali odgovaraju²i parametri α′ =
α

(α− β)2
,

β′ =
β

(α− β)2
i γ′ = − γ

(α− β)2
ne moraju da budu celi brojevi. No, ipak se

svaka osnovna Pitagorina trojka (x, y, z) mo¼e dobiti pomo²u



x
y
z


 = L




0
1
1


 ,

gde je L =




β α γ
α β γ
γ γ α + β


, a brojevi α, β, γ zadovoǉavaju jednakost (3), pri

qemu su α i β uzajamno prosti i razliqite parnosti.
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