HACTABA MATEMATWVRE HA PARYJITETUUMA

Baamuvmup Banruh

PA3JINMUNTU METOIN PEIIIABAILA
TEOMETPUJCEKOT ITPOBJIEMA

Jlenora MaTemarvke ce oriefa y pPA3iIMUATUM MyTEBUMA 3a pemaBarme mpobiie-
ma. HacraBrunm u mpodecopu Ou Tpebano Besurnm OPOj 3a0aTaka Ha pemiaBajy Ha
HEKOJIMKO DA3JIMYATAX HAUMHA, 3 OM yUeHWIW BUIENU 14 CY HEKOJUKO HAu3IrJen He-
nose3anux obmactu, MelycoGHO Besame mpekro maTor 3amaTka. Kama me yuenurm (Kao
U CTYJEHTH) [UTAJy 3AIITO PEMaBaMO jeNaH 3aIaTaK Ha ABA, TPU VWJIK TOHEKA U BUIIE
HAUMHA, 4eCTO UM gaM caefeliv mpumep (Koju MOKe M CIMKOBUTO Oa HOuyapa, Kao U
na nobospina arMocdepy Ha dacy).

SamuciauTe GOKCepa KOjU 3Ha CaMo jelaH ymxapai, Hop. mupekr. OH je cappire-
HO yBe:k0ao Taj ymapam, anu He 3HA HujemaH apyru. Kama msabe y punr, uckycax
nporuBHuK fie TO Beoma Op3o mpumerutu u Onoxupalie cBe merose ymapue. Aum,
2 OH 3HA W KPOINe ¥ allepKaT, CUTYPHO Ou Morao ouekmBaTu Oosmum pesyiarar. Wcta
cuUTyanuja je 'y MaTeMaTui. AKO 3HAMO BHUIIE PA3JIUYUTUX METOJIA, HATU MPOOIeM
MO/KEMO HAIlaCTM Ca Pa3HUX CTPaHa, Te cy HaMm crtora Behie mance ma ra caBmamamo.

Osne hemo ce ocBpHYTH Ha pemaBame Apyror 3amaTka ca Ocme jyHUopcke Has-
KaHCKe MareMaruuke onmmnujane (oap:kame y Hosom Camy om 26. jyma mo 1. jyma
2004. romuee) u TO MOMONY HEKONMKO CYMITUHCKMA PA3NUUATUX MEOMETPUjCKAX METO-
I1a, KA0 1 TOMONY TPUrOHOMETpUje, AHAJIUTUYKE TeOMETPUje U KOMILUIEKCHUX OpPOjeBa.
3alaTak IIacu:

Hexa je AABC jeonaxoxparxu mpoyeao, AC = BC, nexa je M cpe-
ouwme 0yocu AC u nexa je | npasa xoja nposasu kpoz mauwky C a op-
mozonaana je na AB. Kpyacnuuya xpos B, C' u M ceue |l y mauxama C
u Q. HUspasumu noaynpeunux xpyza onucanoz oko mpoyesa ABC npexo

m=CQ.

Sanarak je npemior Byrapcke. Ox 69 rakmuuapa, motmyro Tauno (3a 10 noena)
pemmo ra je 33 takmuuapa (9 ox 12 mamux, csux 6 Pymyna, 6 ox 7 Byrapa, 3 ox 6
Maxenonana, 3 onq 4 Razaxcranmna, 2 on 6 Monnasana, 2 ox 6 Typara, jenan I'pk u
jemua Docanka). CaMo jenal yueHUK je MMaO HENOTIYHO Delleme ca 8 MOoeHa, IOK CY
octasu nMasu 6 moeHa wiu Mame. Humra 3mavajuuje Ha 3amaTky Huje ypamauao 20
yuenuka (0 moena je mmaso 6 takmmuapa, a 1 moen mux 14). IIpocek moena je 6uo

6,029.

I (3Banuuno pememe). O3uaummo ca P uenrap kpy:xuuie kpo3 rauke B, C'u M,
ci. 1. Heka je K cpemumre nyxu MC. Tama je AKPC =2 AKPM (umajy cse
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TpuU cTpaHuIe jemHake), a omatie nobujamo na je LOCKP = /ZMKP = 90°, oga0CcHO
KP 1 CM. Amanorso je u MO L CA, mro mam maje KP || MO. Osmaumvo ca
L mpecerk mpasux [ u KP. Kako je K cpemumre nysxxu MC, uz TamecoBe teopeme
npuMemere Ha cauune Tpoyriaose ACKL u ACMO, mnobujamo na je L cpenuurre
ny:xu OC, 1j. OL = CL. Kako u O u P npunanajy cumerpanu ay:xu BC, nmamo
na je OP L BC. Cama umamo cienelie jenmaxocTy yrioBa ca HOPMAJHUAM KDPAlUMAa:
/KLC = /BAC = aun LZPOC = ZABC = «, wto Hac ca jeqHakomhy yHAKPCHUX
yrnoBa LK LC = ZPOL Bomu no uumenune ne je tpoyrao OPL jemHakOKpak, Tj.
PO = PL. Cana u3 noxynapraoctu tpoyriaosa ACLP = AQOP (u3 jenqmakokpakux
tpoyraosa AOLP u AQC P nobujamo jeqHarocT CBUX 0AroBapajyhux yriosa, xao
u OP = OL u QP = CP) pobujamo na sazku CL = QO, mto mam ca OL = CL
koHauno maje CO = %CQ, OJHOCHO 7" = %m.

Kmyu 3a 6omoBame oBor 3amartka (Koju je yeTaHoBUIIa KOMUCHja) Guo je caenehu:
1 moen 3a yBobeme rauke K, 1 moen 3a K P || MO, 2 noena 3a noka3s aa je L cpenumre
OC, 3 moena 3a noka3 na je AOPL jemnakopak, 2 noena 3a CL = QO u 1 noen 3a
koHauaH pe3yarar. MeDhyrtum, HEKO OX TakMmUapa HUje 3aJaTAaK DENIABAO HA OBAj
HAYVH.

T

Cn 1 Cun. 2

II. Heka je CR mpeunur kpy:xuuie omucane oko NAABC, T rexumre NABC
u C; cpemumre crpanune AB, ca. 2. U3 camunoctu ACBP ~ ACCB (jeman

yrao mm je ZRCB, a mpyru je 90°) ciemm ’CB2 =CC;-CP ‘ W3 nomymapaOCTI
NACC, =2 ABCC, (AC = BC, C1A = C1B, ZCAB = ZCBA) cnemn ZACR =
/BCR, a u3 rerusnor uyerBopoyriaa MCBQ cuequ /ZMBC = ZMQC. Oparie

muamo cimanocr ACBT ~ ACQM u |CB? = %CC& -CQ| W3 nBe 3ao0kpyskeHe

: _ _ 4 _ 4 T2
jemnaxoctu Hanasumo 2r = CR = 3CQ = 3m, 1j. r = $m.

III. Ucto xao y mperxomuoM HauuHy mobujamo ma je LZACC; = /ZBCCy, a
Kako cy oHu mepu¢epujcku yriaosu Hany MQ) nu BQ, nobujamo na cy oBe IBe TeTUBE
jemmake, 1Tj. BQ = M@, cun. 3. Kako je () ma cumerpanu nysxku AB, nobujamo u na
je AQ = BQ), omaocuo AQ = BQ = MQ. Kako je AAQM jemnakokpak, ©MaMo 12
je momuokje Hopmate u3 () na AM, tauka ()1, cpemumre ocuoBune AM. Cana us
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canurocTu npasoyraux tpoyriaosa ACOM ~ ACQQ, mmamo CQy : CM = CQ :
CO, ognocHO %a .1

§CL =Tm T, OOdaKIe je r=3m.

IV. Ucro rao y nperxomuoM Hauwmay nobujamo ma je AQ = MQ. Ozmaunmo ca
D rauky cumerpuuny tauku A y omHocy Ha @, ci. 4. Rako je AAQM ~ ANADC
(xomoTetuja w3 A ca roedunujenrom camunoctu 2), nobujamo ma je u AADC je-
MHAKOKPAK, ma My je mysk DM u BucmHa m Texxumua auauja. Kako je OM 1L AC,
nobujamo xa O € DM, omaocao DM NI = {O} u, xaxo je AM = MC u AQ = QD,
nobujamo ma je O resxumre Tpoyriaa ADC, na je CO = %CQ, Tj. = %m.

V. Ucro xao y Il mauuny mobumjamo
na je ZACC, = /BCC, a omarae ciemu =T ==
canyHOCT mpaBoyriux tpoyriaosa CMO u 77
CCyB, na je CO:CB =CM : CCq, Tj.

(12

2h |
U3 cmmunocru ACQB ~ ACMT
(omer LACC, = BCCY, a u3 TeTUBHOT 4e-
tBopoyriaa CMQB je ZCQB = ZCMT)
cremu CQ : CM = CB : CT, 1j. m :
3a?
T
W3 nBe 3a0KpysKeHe jeTHAKOCTU TOOU-

i -2
jamo r = gm.

r:az%a:hm r

1, _ .2 : _
3a=a:5h maje|m=

Cn. 5

VI (pewmene Makenonana — paaumu Ha npunpeMama [Itonomejey reopemy). Mc-

10 kao y III mauuny nobujamo ma je MQ = BQ = z. Ilpumenumo IlTomomejery

Teopemy Ha TeTuBHU dyerBopoyrao CMQ@QB: CM - BQ + BC - MQ = M B - CQ, Tj.
3

%wm—&—a-m:MB-m, na je | MB = oar .

2m
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U3 camunoctu ACTM ~ ABTQ (yuakpean ZCTM = /BTQ u nepudepujcku
y retusHOM uerBopoyray ZMCT = ZQBT u ZCMT = /BQT) cnemu MC : CT =

2h
QB : BT, Tj. %a: %h:x : %MB, omakne je MB = e ?;a—x, Tj. .
a m

N3 cnmunoctu npasoyraux tpoyriaosa ACMO ~ ACC1B cnemun CO : CB =

CL2

~ 2h

CM:CCi,1j.1:a= %a chu|r . OnaBne nobujamo ma je 7 = %m.

VII (pememe Anexcannpa Kupunosa Hackamosa, yuenura u3 Byrapcke ca Mak-
cumannux 40 moena). Hexka je k kpysuuna omucana oko AABC, ca uentpom O,
INk ={R}, crn. 6. Osnaummo o« = LBAC = ZABC u a = AC = BC. Kaxo je
rauka O meHTAp ONMCaHe KPY:KHUIE, OHA mpumana cumerpaiu ayxku AB, 1j. O € [.
Horaskumo na cy Ha mpasoj | tauke mopehane y penocneny C, O, Q, R.

Y wkpyxumim k umamo caenehe yraose man aykom BC: Z/BOC = 2/BAC =
2aa u L BRC = /BAC = «. W3 rerusnor uerBopoyria BQMC nobujamo na je
/BQC = ZBMC'. Kako je cnomammu yrao ZBMC = /BAM + ZABM = o +
ZABM, 10 je ZBMC > « (jep je M raura nyxu AC). Kako je LZABM < ZABC =
«, mobujamo /BMC' < 2a, ma je o < L/BQC < 2au ZBRC < /BQC < ZBOC
u tauka @ je uamebhy O u R, a O je mmehy C' u ). Tume cmo nokasanu na je Ha
upaBoj [ pemocien ravaka C, O, Q, R.

Kako je ABOR jemnarokpax (OR = OB = r), us ZBOC = 2« mobujamo na
je ZBOR = 180° — 2a = LACB. U3 retusnor uerBopoyriaa BQMC je Z/BQO =
/BMC, wro nam pmaje ciauunoct ABQO ~ ABMC, onakne je BC : CM = BO :
0Q, 1j. a : %a =r:0Qu0Q = %r. Cana, ¢ o63upoM Ha pemocie] Tayaka Ha
npasoj [, nobujamo ma je m = CQ = CO 4+ 0Q = %7“., OJHOCHO 7" = %m.

Cx. 6 Cn. 7

VIII (pememe nsa Kazaxcranua tpuronomerpujom). Ozmaumvo o = LZBAC =
/ABC n a = AC = BC u u3pa3umo ocTaje Iy:KH Yy TPOYLIy NPEKO a U «,
ci. 7. Nmamo AM = MC = %a, CC; = asina, ACy = acosa, omakie je
AB = 2acosa. Axo mpumennMo kocunycay teopemy Ha AABM, mobujamo M B? =
AM? 4+ AB? —2AM -ABcosa, tj. MB? = ia2+4a20052a—2~%~2acosa-cosa =
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7a%(1 4 8cos? @). Kako cy BM u CCy resumue nyxu tpoyraa ABC, 10 je muxos

npecek 1" Texxumte u Basku 1M = %MB, TB = %MB unTC = %CCl. Axo cama
MCKOPUCTUMO TOTEHIHU]y Tauke 1’ y OMHOCY HA KPY/KHWIy OMACAHy OKO Taudaka B, C
u M (nm u3 cnuunoctn ABTQ ~ ACTM), nuamo ma je TM - TB = TC - TQ,
omocro 2MB? = 2CC,(CQ — 2CCY), 1j. 15a*(1 4 cosa) = asina(m — 3asina),

. 3a
mro HakoH cpebuBama maje m = isna’ W3 cunycue teopeme y tpoyriay ABC
sin «
. a
“MaMO [a je = 2r, OTHOCHO T = — =-m
2sina 3

IX (pememe Kasaxcramma Ilax Anexceja amamutuuaxkom reomerpujom). Hexka je
S cpemumre ny:xu BM. Wcto kao y III maummy nobujamo ma je M@Q = BQ, 1j.
ABQM je jenmakokpak, na je SQ L BM.
¥YBemuMo koopauHAaTHA cucTeM Ha caenehu maumm: A(—4,0), B(4,0), C(0,4a),
ca. 8. Tama je M(—2,2a), S(1,a) u C1(0,0). Jenmaurna mpase Kpo3 ABe IaTe Tauke
Y1 — Y2 T1Y2 — T2l

(x1,91) 1 (T2,92) je y = “ X+ . Jemnauuna mpase MB je
X1 — X2 1 — T2

a 4a
y=-37 + 3 [IpaBa SQ@Q je mopmanua Ha M B, na je meH KOG(QUIUjEHT IPaBLA

kSQZ—

3 3
u kan yspcrumo S € SQ, nobujamo 3a SQ: y = —x+a— —. Ilpecek
a a

3 3 241
OBe IIpaBe ! Y-0Ce je Tauka Q(O,a— 7). Pacrojame CQ = 4a— (a— 7> -39 a .
a a

kymp

a
[Mospmuua tpoyrana ABC je P = %AB -CCL = %8 -4a = 16a, a AC - BC - AB =
a®+1 2

b
BC?- AB = (16 + 16a?) - 8. VI3 gopuyre P = % nobujano = 2 om
T a

Hanomerna. MoeMo UCKOPUCTUTY U (GOPMYIY 3a HOBPIIMHY TPOYTJIA, U3PAKEHY
npexo koopauuata (r4,Y4), (TB,ys), (xc,yc) HEroBux TeMmeHa,

1 |%Ta Ya 1 1 —4 0 1
P:§|IB YB 1|:§| 4 0 1||=16a.
zo Yo 1 0 4a 1

Cx. 8 Cn. 9

X (roMmiexcauM Gpojesuma). O3HAYUMO KOMIUIEKCHE GpOjeBe KOju OAroBapajy
TaukaMa oarosapajynum Maaum caosuma. ¥Y3ehemo na je o = 0 u ga cy tauke A, B u
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C Ha jeIMHUYHO] KPY/KHUIM Ca IEHTPOM Yy KOOPAMHATHOM MOYeTKY, ca. 9 (Ha Taj HAuuMH
ce Besukx Opoj (popMyJia 3HAUAJHO IOjeTHOCTABIbYj€e, & HIUCMO M3ryOMIM HA OMIITOCTU
jep Ha Kpajy CBe MO:KEMO XOMOTETMYHO IPECIUKATH, IPU UEMy C€ UyBajy CBU OJHOCH):

a=a b=a=—,c=1 Tama M, cpemumre nysxku AC, HamazuMo mo (GopMyIn
a
a+c a+1

m = 5 = g Kommekcna rkoopanuaTa npeceka () kpyseume v kpo3 B, C' u

M w npase [ je uncro peasna (¢ € R) u nobujamo je u3 ycioBa ma 4eTUpH Tauke
m—c m-—gq

npunagajy Kpyxeumu: k = € R. Cpemnmvo oBaj n3pas:

b—c b—g
k:m—c'b—q:%l—l. %—q _ ag—1
b—c m-—gq 11 «l—g 1+a-2¢

Ila bucmo 0Baj paziaomak 0CiI000IMIN O UMATUHAPHOCTY Y MMEHUOIY, Tpeba ra mpo-
mupuUTA OPOjeM KOH]yTrOBAHUM UMEHUOILY:

ag—1 T+a—-2¢ (ag—1)(14+a—2q) aq—1—2¢°a+2q+aaq—a

:1+a72q T+a—2q |14+ a—2¢|? B |1+ a—2¢|?

Tj. mobujamo
k_—1+3q—(a+d) aq+1—2q2
|1+ a—2¢? |1+ a—2¢|?

(oBae cMmo kKopucTunu ga je aa = 1 jep je A Ha jeNUHUYHO] KPY:KHULM). Y IPETXOLHOM
u3paly 3a k npsu cabupak je uucto peanad (a +a = 2Rea), a gpyru je Komiiexkcan
6poj a momHO:keH peannuM Opojem. Crora, ma 6u k Guo yucTo peasan Gpoj, IOTPEOHO
je ma Bazm ¢+ 1 —2¢% = 0, 0THOCHO 106MjaMO KBAAPATHY jeTHAUMHY UMja Cy Pelrema
G =1lungy = —% (kpysrHMIA Y ¥ IpaBa | UMajy aBe mpecedHe Tauke). 1IpBo pemene
omrosapa tauku C' (Q # C), re je g = —3. Crora je m = [QC| = |c—q| = 3, 1e je
r=1= %m.

Ha oBaj HaumH HUKO HUje pamuo 3aJaTak Ha TakMudery. OBy METOIy CMO MOKa-
3uBaiu yueHnnuma Martemartuuke rumua3uje y Beorpany.

Kpo3 oBux 10 paznuuurux pemerma JOTAKIN CMO CE MHOMITBA F€OMETDPUjCKUX II0j-
MOBa, TeopeMma u maeja. Takro ce y oBOM OCBPTy jaBmajy TamecoBa u IlTomomeje-
Ba TeOpeMa, TeTUBHM YeTBOPOYIrao, OMHOC MePU(PEpPUjCKOT U NEHTPAIHOT YIia, OXHOC
CIOJbAIIELEr U YHYTPAIILEr yIia, 30Up YyrioBa y TPOYIIy M YETBOPOYIJLY, MOTEHIN]a
Tayke y OJHOCY HA KPYT, ,lakoBame“ 3amaTka na je O texumre tpoyriaa ADC (pe-
weme V), xomoreruja, ocobuHe BUCHHE jeIHAKOKPAKOD TPOYIJIA, KOCUHYCHA ¥ CHUHY-
CHa TeopeMa, Ka0 U CpeihrBame TPUNOHOMETPUjCKUX U3Pa3a, AHAJIUTAYKO PElIaBarbe
3a1aTKa, KOe(QUIU]eHT IpaBla Ipase, IPecek IBe NpaBe, MOBPMUHA TPOyTaa (1 mpe-
KO NETEepMUHAHTU — Ty je MOryhe momceTuTu ce CBa TpU HAUMHA 33 U3PAUyHABAE
nmerepmunantn: Capycosor mpasuia, JlammacoBor pa3soja u cBohema Ha TPOYTaOHU
00JMK), pemaBame eOMeTPHjCKUX 3a0aTaka MPUMEHOM KOMIUIEKCHUX OpojeBa. Ta-
koDe, cBa pemema Ccy gerajbHO ucoucaHa (He ka0 y BehuHu Kmura u 36upku), 1a 6u
YUEHUIM BUIENU ITa Ce Ol BUX OUeKyje Ia MOKa3yjy.



