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OSNOVNI ELEMENTI GEOMETRIJE

Moj pristup temi

Motivacija

Poznati holandski didaktiqar matematike Hans Frojdental, jedan od naj-
ve�ih autoriteta metodike matematike u 20. veku, u poznatoj monografiji “Mat-
hematics as an educational task” [8, 454] pita se:

,,Ali zaxto insistirati na geometrijskoj aksiomatici? Niko ne osporava
da je aksiomatika mogu�a u xkolskoj matematici – aksiomatika grupe, mere, li-
nearnog poretka, cikliqnog reda, pojma ugla, ali i u bilo kom drugom sluqaju
aksiomatike kao aktivnosti aksiomatizacije. Od prvog qasa matematike pa na
daǉe, uqenik se mo�e upoznati sa grupama, merama, ure�enim nizovima, operaci-
jama sa uglovima. Bez sumǌe je mnogo te�e otkriti zajedniqki element u brojnim
modelima takvih aksiomatskih sistema i unutraxǌe odnose ovih modela nego xto
je otkriti potpunu indukciju u primerima takve indukcije. I, to je qak lakxe
nego izolovati formalnu definiciju paralelograma u zbuǌuju�oj raznolikosti
svojstava paralelograma. Uqenik koji ,,otkrije“ i formulixe zajedniqke elemen-
te u takvim modelima i iz ove raznolikosti izabere nekoliko osobenosti iz kojih
izvede ostale, uxao je u izrazito matematiqku aktivnost sa trajnim i xiroko
prenosivim efektima. On saznaje globalnu organizaciju, koja ne znaqi organi-
zovaǌe sistema iz unutraxǌosti, ve� organizovaǌe kategorije sistema posma-
traju�i ga iz spoǉaxǌosti - on u stvari uqi da aksiomatizuje. Uspostavǉaǌe
ontoloxke veze onda i nije nov problem. Aksiomatiziraǌe apstrakcijom dovodi
do toga da veze nestaju i blede (kao xto u aritmetici klikeri ili stolice ili
cve�e pod uticajem aritmetiqkih operacija gube na znaqaju). Nakon toga uqenika
treba navesti da postane svestan tog procesa, ali tada je i izvesno da se proces
desio, dok kod predavaǌa aksiomatske geometrije nema ni najmaǌe garancije da
je uqenik uspeo da uspostavi ontoloxku vezu.

Xteta je da se u brojnim publikacijama o aksiomatici u xkolama formalna
aksiomatika qak i ne spomiǌe. Mislim da je to zbog nedostatka vere u mate-
matiku i u strukturu liqnosti adolescenta. Matematiku kao aktivnost treba
rezervisati za odraslog matematiqara, qoveka koji poseduje alat i zna kako da ga
koristi. Aksiomatiziraǌe je privilegija struqǌaka. Uqenici moraju izuqava-
ti aksiomatiku, a struqǌaci znaju xta je dobro za ǌih. Postoje mnoga podruqja
u kojima se uqi aksiomatika; geometrija je samo deo. Ali, kad se uqenik ve�
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upozna sa aksiomatikom, zar ne bi bilo mogu�e povesti ga prema geometrijskoj
aksiomatici? Pre nego odgovorimo na ovo pitaǌe, moramo se upitati xta se
time posti�e? Odbijam odgovor da bez aksiomatike nema strogosti u geometri-
ji. Zavisi od konteksta xta ona znaqi, i onaj ko bi opravdavao geometrijsku
aksiomatiku potrebom za strogox�u, bio bi obavezan da oznaqi kontekst koji se
ne mo�e adekvatno pokriti lokalnim organizovaǌem.“

Motivisan Frojdentalovim tekstom, odluqio sam da svoje (nadame se, uspe-
xno) nastavno iskustvo u realizaciji ovih sadr�aja, koji su osetǉivi i po mojoj
oceni znaqajni, pretoqim u qlanak.

Osnovne napomene

Aksiomatika se u prvom razredu sredǌe xkole obra�uje posle matematiq-
ke logike i teorije skupova. Zato predstavǉa odliqnu ve�bu za uqenike da se
praktiqno upoznaju sa primenom tautologija, logiqkih i skupovnih zakona, iska-
znim raqunom i matematiqkim jezikom. Materija koju treba izlo�iti uqenicima
texka je i zahteva strpǉeǌe predavaqa.

Zbog te�ine materije postoje predlozi da se �acima umesto aksioma i teo-
rema ova oblast prezentuje u obliku stotinak aksioma ili definicija. Na taj
naqin preskaqe se aksiomatska teorija i nastavǉa se obrada tamo gde smo uqe-
nike i ostavili u osnovnoj xkoli. Predavaq bi imao vixe vremena za konkretnu
geometriju (podudarnost, trougao, krug, qetvorougao, konstruktivne zadatke i
druge primere). Aksiome bi mogle da se predaju kada se obradi ,,interesantniji
deo geometrije“ i uqenici postanu zreliji za jedan takav zahvat.

Osnovni ciǉ uqeǌa matematike jeste razvoj matematiqkog mixǉeǌa. U ciǉu
razvoja intuicije kod uqenika geometrija predstavǉa va�no podruqje za razvoj
uqeniqkog mixǉeǌa. Veliki filozof Imanuel Kant u ,,Kritici qistog uma“
dolazi do zakǉuqka da se ,,geometrijski dokazi zasnivaju na zdravom razumu i
grafiqkim figurama i da se zahtev za rigoroznox�u mo�e odbaciti i prigr-
liti intuicija“. Veliki matematiqar Gaus zastupao je suprotno stanovixte:
,,Rigoroznost je nezamenǉiva, a ve�ina matematiqara je nekompetentna“. Gausov
stav veoma je bitan za geometriju kao nauqnu disciplinu, samo je pitaǌe xta
uraditi sa stanovixta metodike.

Osnovna pitaǌa koja sebi postavǉam su:
• da li predavati uqenicima aksiomatsku teoriju?
• ako je predajemo, kada je predavati i kako je predavati?

Kompletno izostavǉaǌe aksiomatske geometrije bio bi lox presedan, jer
bismo se na taj naqin vratili intuitivnom pristupu i izgubili xansu da na
jednom konkretnom primeru nauqimo uqenike da primeǌuju zakone matematiqke
logike. Ove napomene va�e za planove matematike u gimnazijama, dok za struqne
xkole treba razmisliti da li bi trebalo uopxte obra�ivati aksiomatiku.

Odgovor na drugo pitaǌe mnogo je slo�enije. U naxim sredǌim xkolama
aksiomatska teorija predaje se u prvom razredu i predstavǉa texku materiju za
uqenike. Fond qasova za ovu temu je mali i mislim da se ovakvim pristupom



Osnovni elementi geometrije 15

napravi ve�a xteta nego korist. To vreme bi se moglo iskoristiti za obradu
drugih tema u geometriji u kojima uqenici mogu da bruse svoje razmixǉaǌe.
Aksiomatska teorija bi se predavala kasnije, kada uqenici postanu zreliji i
postanu svesniji potrebe za formalizacijom intuitivnog znaǌa. Ako geometrij-
ska aksiomatika treba da bude znaqajan xkolski predmet, uqenicima treba omo-
gu�iti da je do�ive kao sopstvenu aktivnost. Ukoliko je uqenik nauqio izvo�eǌe
iz aksioma kod primera jednostavnijih materijala, on �e u komplikovanijim ak-
siomatskim sistemima ponovo otkriti dobro poznate osobine. On �e mo�i da
razmrsi i razume sistem aksioma kao da ga je sam saqinio. Onome ko nije nikada
ve�bao izvo�eǌe iz aksioma, aksiomatski sistem geometrije mo�e samo biti jox
jedna ,,nesvarǉiva hrpa“ matematike povrh svega drugog. Fond za obradu ove teme
bi morao biti ve�i i mogao bi se predavati u sklopu obrade aksiomatskog zasni-
vaǌa brojeva (i ova je tema u programu prvog razreda). To bi zahtevalo promenu
planova i cele koncepcije predavaǌa matematike u naxim sredǌim xkolama.

Prvi susret uqenika sa ozbiǉnom matematikom upravo je aksiomatsko zasni-
vaǌe geometrije. Tema zahteva ozbiǉno zalagaǌe i uqenika i predavaqa. Uqeni-
ci se susre�u sa strogim zasnivaǌem geometrije (aksiomama, osnovnim i izvede-
nim pojmovima, teoremama) koje se suxtinski razlikuje od intuitivnog prilaza
prezentiranog u osnovnoj xkoli. Taj prelaz je vixestruko te�ak za uqenike.
Problema koje imaju uqenici kod usvajaǌa aksioma elementarne geometrije ima
nekoliko:

1. visok nivo apstraktnosti;
2. ranija (intuitivna) predznaǌa kao smetǌa;
3. nerazvijena ili odsutna tehnika dokazivaǌa.

Da bismo pomogli uqenicima da prebrode ove probleme potrebno je mnogo
strpǉeǌa i vextine nastavnika. Kroz dijalog uqenike treba navoditi da xto
vixe sami zakǉuquju. Treba objasniti potrebu za osnovnim pojmovima i aksioma-
ma. Poimaǌe geometrijskih pojmova je intuitivno i uqenici ne ose�aju potrebu
da se ti pojmovi formalno uvedu. Potrebno je objasniti xta su osnovni pojmovi,
zaxto se osnovni pojmovi ne definixu i zaxto su zaista potrebne aksiome.

Xta je taqka? Xta je prava? Xta je ravan?
Da bismo se bavili geometrijom (i ne samo geometrijom), moramo uvesti

osnovne pojmove i polazna tvr�eǌa – aksiome.
Osnovu qini neprazan skup S qije elemente zovemo taqkama i oznaqavamo

ih velikim latiniqnim slovima (A, B, C, . . . ).
Odre�ene podskupove skupa S zva�emo pravim i oznaqava�emo ih malim

latiniqnim slovima (a, b, c, . . . ).
Odre�ene podskupove skupa S zva�emo ravnima i oznaqava�emo ih slovima

grqkog alfabeta (α, β, γ, . . . ).
Xta znaqi da taqka le�i u ravni? Xta znaqi da prava le�i u ravni?
Samo uvo�eǌe osnovnih pojmova nije dovoǉno za shvataǌe geometrije. Mi

zamixǉamo taqke, prave i ravni u izvesnim me�usobnim odnosima i oznaqavamo
ove odnose reqima ,,le�ati“, ,,izme�u“, ,,podudarno“ i imamo predstavu o tim
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odnosima jer su nam u osnovnoj xkoli nastavnici dali predstave o tome, ali ne
kroz strog aksiomatski prikaz.

Aksiomama posti�emo taqan i za matematiqke svrhe potpun opis ovih odnosa
osnovnih objekata.

Xta su aksiome?
Aksiome su prosti osnovni stavovi pomo�u kojih objaxǌavamo zakonitosti

koje va�e me�u osnovnim pojmovima. To nisu definicije, ve� polazne istine od
kojih se polazi u zasnivaǌu teorije.

Zaxto uvodimo definiciju, a ne aksiome?
Zato xto su ovo izvedeni pojmovi kojima se samo imenuju situacije koje va�e.

Definicije spadaju u neku vrstu neizbe�ne terminologije koja pojednostavǉuje
izlagaǌe sadr�aja.

Xta su to nekolinearne taqke?
Definicija. Za taqke se ka�e da su kolinearne ako postoji prava koja ih

sadr�i. Inaqe su one nekolinearne.
U ovoj definiciji samo imenujemo taqke za koje postoji prava koja ih sadr�i.

Dajemo im ime – ,,taqke su kolinearne“. Umesto reqenice ,,Taqke A, B, C su
nekolinearne“, mo�emo da pixemo ,,Taqke A, B, C za koje ne postoji prava koja
ih sadr�i“. Svakako je lakxe pisati prvi oblik, iako je razumǉiviji drugi
naqin. (Napomena. U prevodu kǌige Davida Hilberta ,,Osnove Geometrije“ �.
Garaxina ne koristi se pojam kolinearne, ve� ,,taqke le�e na pravoj“. Zbog toga
se mo�e i razmisliti o upotrebi reqi kolinearni, komplanarni i sl.)

Drugi deo reqenice u definiciji znaqi da ako ne postoji prava koja sadr�i
taqke, za ǌih ka�emo da su nekolinearne.

Definicija. Za taqke se ka�e da su komplanarne ako postoji ravan koja
ih sadr�i. Inaqe su one nekomplanarne.

Definicija. Za prave se ka�e da se seku ako ako imaju zajedniqku taqno
jednu taqku.

Definicija. Za pravu i ravan ka�emo da se seku ako imaju zajedniqku
taqno jednu taqku.

Definicija. Za razne ravni ka�emo da se seku ako imaju zajedniqku taqku.

Aksiome veze

Aksiome ove grupe opisuju osnovne skupovne odnose izme�u taqaka, pravih
i ravni. Za predavaqa je bitno kakav je skup aksioma odabrao. Hilbertov skup
aksioma je najprikladniji. U u�benicima koje koriste naxi uqenici postoje
raznorazni ,,skra�eni“ sistemi aksioma sa ciǉem olakxaǌa materije. Svakako
je lakxe zakǉuqivati sa xest pravila nego sa devet, ali se treba pridr�avati
principa nauqnosti pa izlagati materiju onakvu kakva jeste.

Vremenski faktor je ograniqavaju�i za predavaqa, naroqito ako se uzme u
obzir da je za obradu cele teme dato devet qasova, a za specijalizovana matema-
tiqka odeǉeǌa 16 qasova. Potrebno je odvojiti ceo jedan qas za objaxǌavaǌe
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aksioma pripadaǌa bez dokazivaǌa bilo kakvih tvr�eǌa. Taksativno nabrajaǌe
aksioma kod uqenika stvara odbojnost. Svaka aksioma mora se razjasniti do
posledǌeg detaǉa.

Da li koristiti matematiqki jezik u zapisu? Zapis je za uqenike prvog
razreda dovoǉno stran pa je boǉe fokus prebaciti na suxtinu samih aksioma
i izbe�i konfuziju koju kod ǌih stvara matematiqki jezik. Zbog toga je naj-
boǉe simboliqki zapis redukovati na minimum i dati prednost usavrxavaǌu
tekstualnog dokaza.

Xto se tiqe modela koji nastavnik �acima crta, ǌima treba objasniti da je
to samo model koji nam slu�i da lakxe shvatimo teoriju. Prilikom dokazivaǌa
ne mo�emo koristi reqenicu ,,vidi se sa slike“. Sami pojmovi taqka, prava,
ravan ne mogu se opipati, videti, ve� se mo�e samo nacrtati nexto xto �emo
tako zvati.

1. Za svake dve taqke postoji najmaǌe jedna prava koja ih sadr�i.

A

B

A

B

Sl. 1

Koje su polazne qiǌenice? Xta je posledica? Da li je ta prava jedinstvena?
Da li su te taqke razliqite? Da li se iz aksiome mo�e zakǉuqiti da prava
izgleda kao na crte�u? Taqke ne moraju biti razliqite, ve� se mogu poklopiti.
Tada imamo situaciju da mo�e biti i vixe pravih. Aksioma ne govori o tome
kada ima samo jedna, kada ih ima vixe. To xto mi to iskustveno znamo ne znaqi
da mo�emo da koristimo kasnije u dokazima. Svako trv�eǌe mora da se doka�e.

2. Za svake dve razne taqke postoji najvixe jedna prava koja ih sadr�i.

A

B

A

B

p

Sl. 2

Koje su polazne qiǌenice? Xta je posledica? Kakva je razlika u odnosu
na 1? Sada u odnosu na prethodnu aksiomu, ova aksioma preciznije objaxǌava
situaciju kada su taqke razliqite. Zaxto nije reqeno da postoji taqno jedna
prava koja ih sadr�i? U aksiomama se stavǉa minimum tvr�eǌa. Teoriju tre-
ba graditi na xto je mogu�e maǌe proizvoǉnih pretpostavki. Zato je stavǉen
slabiji uslov, najmaǌe jedna prava. Korix�eǌem prve dve aksiome dokaza�emo
tvr�eǌe
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da postoji taqno jedna prava koja sadr�i dve razliqite taqke. U aksiomu ne�emo
staviti nixta xto se mo�e dokazati.

3. Svaka prava sadr�i bar dve razliqite taqke.

A

B

p

Sl. 3

Da li mo�emo na pravoj uzeti tri taqke ili mo�da vixe? Kakva je razlika
izme�u ove aksiome i prethodne?

Imamo pravu. Da li je ispravan zakǉuqak: na pravoj postoje dve taqke jer
je prava odre�ena sa dve razliqite taqke?

4. Svaka ravan sadr�i bar jednu taqku.

� �

A

Sl. 4

Samo se tvrdi da skup taqaka koji �emo zvati ravan ne mo�e biti prazan,
ve� mora imati bar jedan element.

5. Postoji bar jedna ravan koja sadr�i tri taqke.

�

A

B

C

A

B

C

Sl. 5

Kakve su ove taqke? Da li su taqke nekolinearne? Da li su taqke razliqite?
Koliko ravni sadr�i date taqke? Sa kojom aksiomom ima sliqnosti? Da li
mo�emo dokazati da za svaku taqku postoji ravan koja je sadr�i? Kao i kod prve
aksiome ovde nije naznaqeno da taqke moraju biti razliqite. Nije naznaqeno
koliko ravni sadr�i taqke, ve� samo postojaǌe bar jedne ravni.
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6. Postoji najvixe jedna ravan koja sadr�i date tri nekolinearne taqke.

�

A

B

C

A

B

C

Sl. 6

Kako bi glasila aksioma 6. da nemamo definiciju nekolinearnih taqaka?
Ovde je data qiǌenica koja objaxǌava postojaǌe ravni kada su taqke nekoline-
arne. Pomo�u aksioma 5. i 6. dokaza�emo da za tri nekolinearne taqke postoji
taqno jedna ravan koja ih sadr�i.

7. Ako dve razne taqke neke prave pripadaju nekoj ravni, tada i sve taqke
te prave pripadaju toj ravni.

��

p p
A A

B B

Sl. 7

Ova aksioma govori o odnosu dve vrste podskupova pravih i ravni. Daje
uslove kada �e prava biti podskup neke ravni. Na crte�u se prikazuje da na
pravoj ima vixe od dve taqke; to je samo da bismo doqarali aksiomu na modelu, a
ne da bismo zakǉuqili iz aksiome da prava ima vixe taqaka. Prava obavezno ima
vixe od dve taqke, ali su nam za dokaz te qiǌenice potrebne aksiome rasporeda.

8. Ako dve ravni imaju zajedniqku taqku, tada one imaju zajedniqku bar
jox jednu taqku.

A

B

� �
A

� �

Sl. 8

Da li su ravni razliqite? Da li je presek ravni prava? Poxtuju�i princip
minimuma i ova aksioma pokazuje minimum informacija. Ona �e nam omogu�iti
da doka�emo da ako su ravni razliqite, presek dve ravni �e biti prava.
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9. Postoje qetiri nekomplanarne taqke.

Ovo je jedina aksioma koja daje tvr�eǌe bez ikakvog preduslova. Tvrdi se da
postoje 4 nekomplanarne taqke. Da li su ove taqke razliqite? Koliko je pravih
odre�eno ovim taqkama? Koliko je ravni odre�eno?

Ovo bi predstavǉao primer qasova na kojima ja
uvodim uqenike u svet aksioma. Primedba koju mi
uqenici qesto postavǉaju je zaxto crtam taqke kao
tufne; odgovaram da to kako crtamo taqke je samo
naxa svest o tome. Za doma�i zadatak dobiju da do-
nesu nekoliko taqaka, pravih i ravni (inaqe, ideja
profesora Stanoja Petrovi�a).

A

B

C

D

Sl. 9

Postavǉa se pitaǌe kako nastaviti. Najqex�i put je dokazivaǌe teorema:
Prava i taqka van ǌe odre�uju taqno jednu ravan. Dve prave koje se seku odre�uju
taqno jednu ravan. Itd.

Mislim da je boǉi put da se krene od aksiome 9, jer je to jedina aksioma
koja tvrdi o postojaǌu nekog osnovnog objekta. Uqenicima treba pokazati da iz
aksioma veza sledi da postoje 4 taqke, 6 pravih i 4 ravni. Na taj naqin bismo im
pokazali da je potrebno uvesti nove aksiome (aksiome rasporeda) i obezbediti
da ravni i prave imaju beskonaqno mnogo taqaka. Ovaj put je te�i, ali dobitak
�e biti ve�i.
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