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O SIMEDIJANI TROUGLA

Ciǉ ovog rada je da definixemo pojam simedijane trougla i da doka�emo
neka ǌena osnovna svojstva. Ali, pre toga, zbog potrebe u daǉem izlagaǌu,
navex�emo slede�e dve teoreme.

Teorema 1. Rastojaǌa ma koje taqke te�ixne du�i trougla od stra-
nica, izme�u kojih se ta te�ixna du� nalazi, obrnuto su proporcionalna
sa ovim stranicama.

Dokaz. Neka je M proizvoǉna taqka te�ixne du�i AT trougla ABC, qije
su stranice BC = a, CA = b i AB = c, a MD = x i MF = y rastojaǌa ove
taqke od stranica CA i AB, sl. 1. Kako je BT = TC = a/2, sledi da trouglovi
ABT i ATC imaju jednake povrxine, pa je stoga 1

2c · TK = 1
2b · TG, tj.

(1) TG : TK = c : b,

pri qemu je TK ⊥ AB i TG ⊥ AC. Tada
je TK ‖ MF i TG ‖ MD, pa na osnovu
Talesove teoreme sledi da je TG : x =
AT : AM = TK : y, odakle

(2) TG : TK = x : y.

Iz jednakosti (1) i (2) sledi da je x :
y = c : b, xto je i trebalo dokazati.
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Teorema 2. Neka je ABC trougao, a M , N i P taqke, takve da su
razliqite od temena A, B i C tog trougla i pripadaju pravim BC, CA i
AB, respektivno. Prave AM , BN i CP seku se u jednoj taqki ako i samo
ako je

(3)
BM

MC
· CN

NA
· AP

PB
= 1.

Ovu teoremu je 1678. godine dokazao italijanski matematiqar, in�eǌer i
ekonomista �. Qeva (Giovanni Ceva, 1648–1734), pa se po ǌemu i zove Qevina
teorema. ǋen dokaz izostavǉamo, jer se mo�e na�i u gotovo svakoj kǌizi iz
geometrije.
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Pojam simedijane trougla uveo je u geometriju francuski matematiqar M.
Dokaǌ (Maurice d’Ocagne, 1862–1938).

Definicija. Simedijanom trougla nazivamo pravu koja je simetriqna sa
te�ixnom du�i u odnosu na simetralu unutraxǌeg ugla, konstruisanu iz istog
temena trougla.

Slede�im teoremama dokaza�emo neke od mnogih osobina simedijane trougla.

Teorema 3. Rastojaǌa ma koje taqke simedijane trougla od stranica,
izme�u kojih se ona nalazi, proporcionalna su sa ovim stranicama.
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Dokaz. Neka je AT te�ixna du� i AS simetrala ugla CAB trougla ABC,
qije su stranice BC = a, CA = b i AB = c takve da je, na primer, CA < AB,
sl. 2. Tada na stranici AB postoji taqka C1, takva da je AC1 = AC = b.
Obele�imo li sa B1 taqku preseka pravih AC i C1S, onda nije texko primetiti
da je trougao AB1C1 simetriqan sa trouglom ABC u odnosu na pravu AS, pa
je stoga i te�ixna du� AT1 trougla AB1C1 simetriqna sa te�ixnom du�i AT
trougla ABC u odnosu na tu pravu. To znaqi da je AT1 simedijana trougla
ABC. Ako je M ma koja taqka te simedijane, onda, prema teoremi 1, sledi da su
rastojaǌa MD i MF taqke M od stranica AC1 = b i AB1 = c trougla AB1C1

obrnuto proporcionalna sa ovim stranicama, tj. sledi da je MD : MF = AB1 :
AC1 = c : b, xto je trebalo dokazati.

Teorema 4. Simedijana trougla deli naspramnu stranicu tog trougla
na odseqke, proporcionalne sa kvadratima stranica izme�u kojih se ona
nalazi.

Dokaz. Ako sa P oznaqimo taqku preseka te�ixne du�i AT1 trougla AB1C1

sa stranicom BC trougla ABC, sl. 2, onda prema teoremi 3 sledi da su rasto-
jaǌa PQ i PR taqke P od stranica AB i AC proporcionalna sa ovim strani-
cama, tj.

(4)
PQ

PR
=

c

b
.
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Me�utim, kako je PQ = PB sin β i PR = PC sin γ, a sinβ : sin γ = b : c,

jednakost (4) postaje
c

b
=

PB sin β

PC sin γ
=

PB

PC
· b

c
, odakle je

PB

PC
=

c2

b2
, xto je i

trebalo dokazati.

Teorema 5. Simedijane trougla seku se u istoj taqki.

Ovu teoremu je 1873. godine dokazao francuski matematiqar E. Lemoan
(Emile Michel Hyacinthe Lemoine, 1840–1912), pa se po ǌemu zove Lemoanova
teorema, a taqka u kojoj se seku sve tri simedijane trougla zove se Lemoanova
taqka trougla, i obiqno obele�ava sa L.

Dokaz. Neka su AM , BN i CP simedijane trougla ABC, qije su stranice
BC = a, CA = b i AB = c, sl. 3. Treba dokazati da se ove simedijane seku u

jednoj taqki. Zaista, ako primenimo teoremu 4, imamo da je
BM

MC
=

c2

b2
,

CN

NA
=

a2

c2

i
AP

PB
=

b2

a2
. Pomno�imo li ove tri jednakosti, dobijamo da je

BM

MC
· CN

NA
· AP

PB
=

1, odakle, na osnovu Qevine teoreme sledi tvr�eǌe teoreme.
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Teorema 6. Ako su a, b i c du�ine stranica BC, CA i AB trougla
ABC, a la du�ina ǌegove simedijane AF , sl. 4, onda je

(5) la =
bc

b2 + c2

√
2b2 + 2c2 − a2.

Dokaz. Neka je AT te�ixna du�, AS simetrala ugla CAB i AF simedijana
datog trougla i neka je, na primer, c > b. Odredimo du�ine du�i FC, TS, SF
i AT .

Prema teoremi 4 je BF : FC = c2 : b2, odakle je (a − FC) : FC = c2 : b2, pa
lako izraqunavamo

(6) FC =
ab2

b2 + c2
.

Kako je AS simetrala ugla CAB trougla ABC, to je BS : SC = c : b, a odatle,
na osnovu poznatih osobina proporcija, sledi da je (BS +SC) : (c+ b) = BS : c,
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tj. a : (c + b) = (a/2 + TS) : c. Iz posledǌe jednakosti se mo�e izraqunati
du�ina TS kao

(7) TS =
a(c − b)
2(c + b)

.

Kako je TS + SF =
a

2
− FC, bi�e SF =

a

2
− FC − TS. Zamenom vrednosti

za FC i TS iz relacija (6) i (7) i sre�ivaǌem dobijenog izraza sledi da je

(8) SF =
abc(c − b)

(c + b)(c2 + b2)
.

Najzad, poznato je da se te�ixna du� AT = ta trougla mo�e izraziti pomo�u
ǌegovih stranica kao

(9) ta =
1
2

√
2b2 + 2c2 − a2.

Izraqunajmo sada tra�enu du�inu simedijane AS = la. Budu�i da je AS

simetrala ugla TAF , to je TS : SF = AT : AF , odakle je AF =
SF · AT

TS
. Ako,

koriste�i relacije (8), (9) i (7), zamenimo izraze za du�ine SF , AT i TS i
izvrximo sre�ivaǌe dobijenog izraza, dobijamo tra�eni rezultat

la = AF =
bc

b2 + c2

√
2b2 + 2c2 − a2.

Analogno je lb =
ac

a2 + c2

√
2a2 + 2c2 − b2 i lc =

ab

a2 + b2

√
2a2 + 2b2 − c2.

Teorema 7. U svakom trouglu du�ina simedijane nije ve�a od du�ine
odgovaraju�e te�ixne du�i.

Dokaz. Koristi�emo oznake i pretpostavku c > b kao u prethodnoj teoremi,
sl. 4. Treba dokazati da je la � ta. Na osnovu dokazanih relacija (5) i (9),

ta nejednakost je ekvivalentna nejednakosti
bc

b2 + c2
� 1

2
, xto je oqigledno uvek

ispuǌeno.
Jednakost �e u dokazanoj nejednakosti va�iti ako i samo ako je b = c, tj. ako

i samo ako je trougao ABC jednakokrak. U tom sluqaju se simedijana i te�ixna
du� koje odgovaraju osnovici poklapaju.


