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1. Uvod

Uvod u matematiqku analizu, kao jednu od najzastupǉenijih grana matemati-
ke, u sredǌoxkolskoj nastavi poqiǌemo uvo�eǌem pojma niza, ǌegovih osobina,
graniqne vrednosti niza i ǌenih osobina. Tu se uqenici prvi put sre�u sa no-
vim naqinom uvo�eǌa i obrade novih pojmova. U znatnoj meri se zahteva i neka
teorijska osnova, xto uqenici obiqno texko prihvataju.

Psiholoxki gledano, uqenicima sredǌoxkolskog uzrasta odgovara mixǉeǌe
na nivou formalno-logiqkih operacija, xto predstavǉa qetvrti i posledǌi ni-
vo razvoja mixǉeǌa prema Pija�eu. Neka dosadaxǌa proveravaǌa Pija�eove
teorije pokazuju da se ovladavaǌe svim formalno-logiqkim operacijama ne de-
xava istovremeno, ve� da ǌihovo usvajaǌe zavisi od sadr�aja nad kojim se te
operacije primeǌuju [7]. Oblast matematiqke analize je podruqje u kome se ne-
dovrxenost razvoja misaonih struktura uqenika sredǌe xkole mo�e veoma dobro
ilustrovati, u onim sluqajevima kada se tra�i formalna definicija nekog ma-
tematiqkog pojma koju treba iskazati preko verbalne definicije. Uqenici veoma
texko usvajaju ovakve definicije, pa se postavǉa pitaǌe svrsishodnosti teorij-
ske obrade ovih pojmova. Ovde se qini smislenim postaviti pitaǌe da li pravac
razvitka nauqnih pojmova ima suprotan smer od razvoja spontanih pojmova, s ob-
zirom da postojaǌe formalne verbalne definicije zahteva deduktivni pristup
formiraǌu pojma, od opxteg ka konkretnom, a spontani pojmovi se formiraju na
konkretnim pojavama, xto postepeno vodi uopxtavaǌu. Vigotski [2] smatra da se
nauqni pojmovi ipak oslaǌaju na prvobitne spontane i da uqeǌe mo�e stimuli-
sati razvoj naqunog pojma i pripomo�i ǌegovoj formalizaciji. Ovo stanovixte
je suprtono Pija�eu koji razvoj posmatra kao proces individualne konstrukci-
je koji nije podlo�an obuqavaǌu, ve� mehanizam promene predstavǉa sazrevaǌe
struktura, koje postaju kvalitativno slo�enije od onih ve� postoje�ih. Neka
eksperimentalna istra�ivaǌa dece ni�eg xkolskog uzrasta [1] pokazuju da pe-
dagoxke implikacije ove dve suprotstavǉene teorije vixe ne treba posmatrati
kroz opredeǉivaǌe za jednu ili drugu, ve� treba ,, . . . postaviti pitaǌe na koji
naqin i pod kojim uslovima se nove sposobnosti formiraju kroz proces indivi-
dualne konstrukcije, a na koji naqin i pod kojim uslovima se nove sposobnosti
formiraju kroz saradǌu sa drugima“. [1]

Ako se vratimo naxoj temi o svrsishodnosti poduqavaǌa pojmovima iz mate-
matiqke analize, kada je oqigledno da formalizacija tih pojmova kroz verbalnu
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definiciju predstavǉa texko�u na datom uzrastu, mo�emo re�i da sam proces
uqeǌa ovog sadr�aja predstavǉa xansu da se ubrza i potpomogne proces razvoja
nove strukture, pojmovnog matematiqkog mixǉeǌa. Sliqne ideje mo�emo na�i
kod jox nekih autora (Egeri� [3]): ,, . . . ako se prilikom razvoja pojmovnog
razmixǉaǌa, obiqno u doba adolescencije, uqeniku ne da prilika i ako ga ne
usmeravamo da se ukǉuqi u formalnije zakǉuqivaǌe, on mo�da nikada ne�e biti
sposoban da razvije stilove i nivo razmixǉaǌa koji je neophodan za razumevaǌe
i pravǉeǌe matematiqkih dokaza“.

Dakle, ne smatramo da je teorijska osnova neizbe�na u obradi ove nastavne
jedinice u ovom uzrastu, ali smatramo da je uqenike koji �e daǉe studirati,
potrebno navikavati i na ovakav naqin obrade matematiqkih sadr�aja.

Da bismo proverili koliko su uqenici prihvatili ovaj naqin obrade pojma
graniqne vrednosti niza, kao i ǌene osobine, uradili smo test. Na testu su
praktiqno samo teorijska pitaǌa, xto za uqenike u sredǌoj xkoli nije bax
uobiqajeno.

Ciǉ testiraǌa je bio, pre svega, da nam poka�e spremnost uqenika i ǌihovu
zrelost da pre�u na drugaqiji naqin obrade matematiqkih sadr�aja. Iz tog
razloga testirani su uqenici matematiqkog i prirodno-matematiqkog smera, jer
se pretpostavǉa da �e i u ǌihovom daǉem obrazovaǌu biti prisutna nastava
matematike.

U prvom delu izla�emo pitaǌa na testu, a zatim odgovore koje oqekujemo
na osnovu onoga kako je sa uqenicima ova nastavna tema obra�ena. Potom sledi
analiza odgovora koje su dali uqenici. U ovom delu izdvajamo pitaǌa na koja
su uqenici najboǉe odgovorili, ali i ona koja su kod uqenika izazvala odre�ene
nejasno�e i nedoumice.

2. Pitaǌa na testu

1. Taqka nagomilavaǌa niza.
2. Graniqna vrednost niza (zapixi reqima i simbolima).
3. Zaokru�i taqna tvr�eǌa:

(a) Taqka nagomilavaǌa niza je uvek i ǌegova graniqna vrednost.
(b) Graniqna vrednost niza je uvek ǌegova taqka nagomilavaǌa.
(v) Neka taqka nagomilavaǌa niza je ǌegova graniqna vrednost.

4. Objasni pojam:
(a) konvergentan niz;
(b) divergentan niz.

5. Osobine graniqne vrednosti funkcije (navedi osobine koje znax).
6. Zaokru�i konvergentne nizove:

(a) an =
1
n

; (b) bn = (−2)n; (v) cn =
(

2
3

)n

;

(g) dn = n2 − 2n; (d) en = 1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · ·+ 1
n!

; (�) fn =
(

1 +
1
n

)n

.

7. Monoton niz.
8. Ograniqen niz.
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9. Teorema o monotonom i ograniqenom nizu.

3. Odgovori

1. Broj a je taqka nagomilavaǌa niza (an)n∈N ako se u svakoj okolini broja a
nalazi beskonaqno mnogo qlanova niza.

2. Broj a je graniqna vrednost niza (an)n∈N ako se u svakoj okolini broja a
nalaze skoro svi qlanovi niza (svi osim ǌih konaqno mnogo). Simbolima
zapisujemo:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 =⇒ |an − a| < ε).

Drugim reqima, za svaku okolinu broja a, postoji prirodan broj n0, takav
da se svi qlanovi niza sa indeksom ve�im od n0 nalaze u toj okolini.

3. Taqni odgovori su pod (b) i (v). Tu ne oqekujemo neko objaxǌeǌe od strane
uqenika.

4. (a) Konvergentan niz je niz koji ima graniqnu vrednost.
(b) Divergentan niz nema graniqnu vrednost. Ovde se mo�e navesti razlika

izme�u odre�eno i neodre�eno divergentnih nizova.
5. Ovde bi uqenici trebalo da navedu osobine graniqne vrednosti niza kojih

se se�aju. Tu se, pre svega, oqekuje da navedu saglasnost graniqne vredno-
sti sa algebarskim operacijama, a zatim i teoreme o jedinstvenosti grani-
ce, eventualno i teoreme o saglasnosti sa relacijom poretka i teoreme o
ukǉexteǌu.

6. Taqni odgovori su (a), (v), (d) i (�). Ni ovde se ne oqekuje posebno ob-
jaxǌeǌe od strane uqenika. U pitaǌu su primeri koji su u toku obrade
nastavne jedinice nekoliko puta pomenuti, pri uvo�eǌu i ilustrovaǌu poj-
mova i osobina niza, tako da se oqekuje da ih uqenici prepoznaju (osim
mo�da primera pod (d)).

7. Za niz (an)n∈N ka�emo da je:
• rastu�i ako za svako n ∈ N va�i an � an+1;
• strogo rastu�i ako za svako n ∈ N va�i an < an+1;
• opadaju�i ako za svako n ∈ N va�i an � an+1;
• strogo opadaju�i ako za svako n ∈ N va�i an > an+1.

Svi ovi nizovi se jednim imenom nazivaju monotonim nizovima.
8. • Niz (an)n∈N je ograniqen odozgo (ili sa gorǌe strane) ako postoji realan

broj M sa osobinom (∀n ∈ N)an � M .
• Niz (an)n∈N je ograniqen odozdo (ili sa doǌe strane) ako postoji re-

alan broj M sa osobinom (∀n ∈ N)an � M .
• Niz (an)n∈N je ograniqen ako postoji realan broj K takav da za svako

n ∈ N va�i |an| � K. Ovde je dovoǉno navesti da je niz ograniqen kada
je ograniqen i sa gorǌe i sa doǌe strane.

9. Svaki monoton i ograniqen niz je konvergentan. Kako je svaki rastu�i (opa-
daju�i) niz ve� ograniqen sa doǌe (gorǌe) strane svojim prvim qlanom,
mo�e se formulisati i na slede�i naqin: ,,Svaki rastu�i (opadaju�i) niz
ograniqen sa gorǌe (doǌe) strane je konvergentan.“



28 J. Tatar, M. Jev�evi� Milutinovi�

4. Rezultati testa

Rezultate testa prikaza�emo prvo tabelarno, a potom analizirati dobi-
jene rezultate zadatak po zadatak. Tabela 1 predstavǉa odgovore koje su dali
uqenici matematiqkog smera, a tabela 2 odgovore koje su dali uqenici prirodno-
matematiqkog smera.

Tabela 1

taqni odgovori delimiqno taqni netaqni odgovori bez odgovora

1. 12 (39%) 7 (23%) 10 (32%) 2 (6%)
2. 8 (26%) 5 (16%) 14 (45%) 4 (13%)
3. 8 (26%) 22 (71%) 0 1 (3%)
4. 21 (68%) 8 (26%) 1 (3%) 1 (3%)
5. 11 (35%) 4 (13%) 0 16 (52%)
6. 19 (61%) 4 + 7 (35%) 0 1 (3%)
7. 22 (71%) 6 (19%) 2 (7%) 1 (3%)
8. 12 (38%) 5 (16%) 11 (35%) 2 (6%)
9. 22 (71%) 0 1 (3%) 8 (26%)

Tabela 2

taqni odgovori delimiqno taqni netaqni odgovori bez odgovora

1. 35 (65%) 4 (7%) 10 (19%) 5 (9%)
2. 33 (61%) 9 (17%) 6 (11%) 6 (11%)
3. 10 (19%) 39 (72%) 2 (4%) 3 (5%)
4. 30 (55%) 16 (30%) 6 (11%) 2 (4%)
5. 23 (43%) 6 (11%) 2 (4%) 23 (43%)
6. 10 (19%) 34 (63%) 6 (11%) 4 (7%)
7. 26 (48%) 10 (19%) 9 (17%) 9 (17%)
8. 13 (24%) 11 (20%) 17 (32%) 13 (24%)
9. 24 (44%) 0 9 (17%) 21 (39%)

5. Analiza rezultata testa – problemi, najqex�e grexke

1. U odgovorima najqex�e nedostaje preciznost. Najuqestalije grexke ve-
zane su za pojam okoline. Umesto pojma okolina ili interval (u ovom uzrastu
pod okolinom taqke smatramo ε-okolinu, tj. simetriqan interval (a − ε, a + ε))
koristi se ,,oko taqke a“ ili ,,skup koji sadr�i a“. Pojavǉuju se i odgovori
koji poqiǌu sa: ,,U nekoj okolini . . . “, ,,U svakoj okolini . . . “, ,,U proizvoǉnoj
okolini . . . “, ,,Postoji okolina . . . “, xto upu�uje na nedovoǉno savladane kvan-
tifikatore. Tako�e, u delimiqno taqnim javǉaju se odgovori kao: ,,Oko taqke
gomilaju se ili sakupǉaju qlanovi niza“, qak i odgovori koji poqiǌu sa: ,,Na
brojnoj pravoj se tu sakupǉaju . . . “. Ovi odgvori upu�uju da su uqenici in-
tuitivno osetili xta pojam taqke nagomilavaǌa predstavǉa i u glavama imaju
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vizuelnu sliku, ali im matematiqki reqnik kojim raspola�u onemogu�uje da
pravilno formulixu definiciju. Kao qest odgovor javǉa se ,,u okolini a ih je
beskonaqno mnogo, a izvan ǌe konaqno“, xto ukazuje na nepoznavaǌe razlike iz-
me�u taqke nagomilavaǌa i graniqne vrednosti niza. Kod uqenika matematiqkog
smera dodatnu zabunu je uveo pojam taqke nagomilavaǌa skupa, tako da se u odgo-
vorima javǉa ,,pribli�avaju joj se, ali je ne dostignu“ ili ,, . . . uvek razliqiti
od a“. Uqenici prirodno-matematiqkog smera sa ovim pojmom, kao i graniqnom
vrednosti funkcije sre�u se tek naredne xkolske godine, pa ovih zabuna nema.

2. Mnogo maǌe taqnih i delimiqno taqnih, a mnogo vixe netaqnih odgo-
vora. Analiziraju�i odgovore, prvo kod uqenika matematiqkog smera, dolazi-
mo do zakǉuqka da je veliki broj uqenika naveo definiciju graniqne vrednosti
funkcije (koju oni uqe neposredno posle obrade graniqne vrendosti niza). Ima-
ju�i u vidu da i niz jeste funkcija, ovo ne bi trebalo da smeta, ali desilo
se da opet deo koji se odnosi na okolinu nezavisne promenǉive (u ovom sluqaju
prirodnog broja n) nisu dobro interpretirali i sveli na definiciju graniqne
vrednosti niza. Tako�e, grexka koja se qesto ponavǉa, ne samo u odgovoru na
ovo pitaǌe, ve� i kod odgovora na 4. i 8. pitaǌe je mexaǌe pojmova graniqna
vrednost niza i ograniqenost niza, koje sliqno ,,zvuqe“, ali u matematici ima-
ju sasvim razliqita znaqeǌa. Definiciju su uqenici matematiqkog smera, koji
su odgovorili simbolima, zapisali taqno. Za razliku od ǌih, ve�ina uqenika
prirodno-matematiqkog smera je navela samo ,, . . . u svakoj okolini su skoro svi
qlanovi niza . . . “. Znaqi, definicije taqke nagomilavaǌa niza i graniqne vre-
dnosti niza pamtili su tra�e�i zajedniqko ,,U svakoj okolini rboja a . . . “, a
razlika je u ,, . . . beskonaqno mnogo . . . “ i ,, . . . skoro svi . . . “ qlanovi niza.
Mnogo maǌi broj uqenika je i probao da zapixe definiciju simbolima. Pored
zabune sa kvantifikatorima (oko redosleda), uqenici su grexili oko znaka u
nejednakosti |an − a| < ε (stavǉali su ,,>“ ili qak ,,=“), xto nas navodi na
zakǉuqak da uopxte ne razmixǉaju o znaqeǌu definicije, nego je uqe ,,napamet“,
tj. ǌen zapis simbolima pamte kao sliku. Oko 10% uqenika su naveli definiciju
i reqima i simbolima kako treba. Zanimǉivo je da je nekoliko uqenika navelo
kao odgovor na ovo pitaǌe ,,graniqna vrednost niza je taqka nagomilavaǌa niza“.

3. Uglavnom nema netaqnih odgovora (oko 2% svih testiranih uqenika). Kod
delimiqno taqnih u pitaǌu su zadaci u kojima su uqenici zaokru�ili samo jedan
od taqnih odgovora, i to uglavnom pod (b). Mo�emo zakǉuqiti da su uqenici
,,osetili“ postojaǌe razlike izme�u taqke nagomilavaǌa i graniqne vrednosti
niza, ali opet postoji zabuna do koje dovodi upotreba kvanitfikatora ,,neki“ i
,,za svaki“.

4. Pitaǌe na koje je ve�ina uqenika matematiqkog i vixe od polovine uqe-
nika prirodno-matematiqkog smera taqno odgovorila. Zakǉuqujemo da su novu
terminologiju (konvergentan i divergentan) uqenici usvojili, iako sa pojmo-
vima bax i nisu rasqistili. Kod delimiqno taqnih odgovora, taqan je, naravno,
odgovor pod (b) (,,onaj niz koji nije konvergentan“). Ponavǉa se grexka koju smo
ve� istakli, a to je ponovo zamena pojmova graniqna vrednost i ograniqenost
niza. Primetili smo i da veliki broj uqenika pojam konvergentnosti vezuje za
pojam monotonosti niza (javǉa se kao qest odgovor ,,monoton i ograniqen niz“).
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Interesantno je da kod odgovora na drugo pitaǌe jedan broj uqenika je naveo
,,nizovi koji nemaju graniqnu vrednost“ ili ,,nizovi koji imaju vixe taqaka na-
gomilavaǌa“; taqno je i jedno i drugo, ali odgovor bi trebalo da sadr�i i jedno
i drugo.

5. Jedine osobine koje su uqenici naveli se saglasnost graniqne vrednosti
sa algebarskim operacijama, xto je i oqekivano. U zadacima koji se rade u ovom
uzrastu to su osobine koje se najqex�e koriste, dok ostale osobine uglavnom
samo ilustrujemo na nekim primerima i u zadacima koje posle radimo te oso-
bine se uglavnom ne pomiǌu. Zanimǉivo je da je nekoliko uqenika kao osobinu
navelo limn→∞

√
an =

√
limn→∞ an, a da su izostavili, recimo, saglasnost sa

mno�eǌem. Samo jedan uqenik je pomenuo jedinstvenost granice. Svega jedan
uqenik je naveo sve teoreme koje su uqili, a ǌih 5% skoro sve.

6. U ovom zadatku navedeni su nizovi koji se sa uqenicima obrade na qasu,
bilo za ilustrovaǌe osobina ili primene teoreme o monotonom i ograniqenom
nizu, ili kao posebna metodska jedinica (posledǌi niz kojim uvodimo broj e).
Veliki broj taqnih odgovora ukazuje na to da su uqenici zapamtili primere
ra�ene na qasu i prepoznaju i razlikuju konvergentne od divergentnih nizova.
Kod delimiqno taqnih odgovora nedostaje samo jedan taqan odgovor. U ve�ini
sluqajeva to je posledǌi niz fn = (1 + 1

n )n, xto je dosta oqekivano, imaju�i
u vidu koliko uqenici ovu metodsku jedinicu (broj e) texko prihvataju. Za-
nimǉivo je da je u ostalim delimiqno taqnim odgovorima grexka bila xto je
kao konvergentan niz zaokru�en niz dn = n2 − 2n. Ni ovo nije tako neoqekivano.
Izuqavaju�i osobine konvergentnih nizova, zakǉuqilo se da veliki broj ovih
osobina va�i i za odre�eno divergentne nizove (nizove qija je graniqna vred-
nost +∞ ili −∞), pa ne treba da qudi xto ih uqenici smatraju konvergentnim.
Ovde prime�ujemo znatnu razliku u broju potpuno taqnih odgovora izme�u uqe-
nika matematiqkog i prirodno-matematiqkog smera, xto se moglo i oqekivati,
jer smo iste sadr�aje radili na ve�em broju qasova, uradili vixe primera i
samim tim su ih ovi uqenici lakxe prepoznali.

7. Mo�emo da zakǉuqimo da su uqenici uglavnom prihvatili pojam mono-
tonih nizova (i funkcija kod uqenika matematiqkog smera). Iz ve�ine odgovora
zakǉuqujemo da pod monotonim nizovima uqenici smatraju rastu�e i opadaju�e
nizove (uglavnom je i zapis simbolima korektan). Zanimǉiv je odgovor nekoli-
cine uqenika ,,monotoni nizovi su oni kojima se qlanovi ponavǉaju, npr. −1, 1,
−1, 1, . . . “

8. Mnogo maǌi broj taqnih odgovora, posebno kod uqenika prirodnog smera,
iz razloga koji smo ve� navodili kod analize odgovora na 2. i 4. pitaǌe. Ponovo
postoji konfuzija izme�u graniqne vrednosti i ograniqenosti niza. Neki uqeni-
ci pojam gorǌeg i doǌeg ograniqeǌa zameǌuju pojmom maksimalnog i minimalnog
elementa (uqenici prirodno-matematiqkog smera). Uqenici pojam gorǌeg ogra-
niqeǌa vezuju za pozitivne, a doǌeg za negativne brojeve. Pojam ,,ograniqen“ se
vezuje za pojam ,,konvergentan“. Kod velikog broja uqenika koji imaju delimi-
qno taqan odgovor navedena je definicija niza ograniqenog sa gorǌe (ili doǌe)
strane, ali nedostaje sama definicija ograniqenog niza.

9. Uqenici matematiqkog smera koji znaju teoremu, naveli su je taqno. U
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ostalim sluqajevima nema odgovora. Kod uqenika prirodno-matematiqkog smera
ponovo maǌe taqnih odgovora, a pojavǉuju se i netaqni. U netaqnim odgovorima
najqex�e je navedeno ,,konvergentan niz je ograniqen“, xto je kao tvr�eǌe taqno,
ali to nije tra�ena teorema.

6. Zakǉuqak

Ovo testiraǌe je potvrdilo naxu pretpostavku da usvajaǌe formalne defi-
nicije matematiqkog pojma predstavǉa problem uqenicima ovog uzrasta. Grexke
koje se javǉaju prilikom pokuxaja definisaǌa mogu nam ukazati na ona mesta na
koja treba obratiti pa�ǌu prilikom rada sa uqenicima u ovoj oblasti. Uoqeno
je da uqenici matematiqkih odeǉeǌa prave daleko ve�i broj grexaka koje se ti-
qu mexaǌa dva srodna matematiqka pojma i ǌihovog nedovoǉnog razgraniqavaǌa,
xto je posledica vremenski bliske obrade srodnih pojmova. Trebalo bi voditi
raquna o tome da se na ovom smeru, pri obradi ove oblasti, vixe insistira na
pojmovnom razgraniqeǌu ovih srodnih pojmova.

Tako�e je prisutna grexka koja proizilazi iz qiǌenice da definiciju za-
pisanu putem matematiqkih simbola uqenici pamte vizuelno, kao sliku, a da pri
tome zanemaruju suxtinska obele�ja. Metodiqki gledano, ovo treba uzeti u ob-
zir prilikom obrade simboliqki zapisanih definicija, naglaxavaju�i sporna
mesta i upozoravaju�i uqenike unapred na mesta mogu�ih grexki. Pored toga,
vizuelno usvajaǌe gradiva je oqigledno dominantan oblik pam�eǌa ovakvih sa-
dr�aja, pa to treba iskoristiti i vizuelnu metodu koristiti u obradi ovakvih
pojmova.

Iako formalno definisaǌe pojmova nailazi na saznajne probleme, koji su
razvojna karakteristika datog uzrasta uqenika, pokazalo se da poduqavaǌe u
ovoj oblasti mo�e dati rezultate i dovesti do uspeha u situacijama kada se od
uqenika tra�i da na konkretnim primerima primeni suxtinske karakteristike
formalne definicije (npr. zadaci 5, 6, 7).
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