HACTABA MATEMATUVKE HA ARYJITETUUMA

JIp Baamivup JankoBuh

N3BO I CJIOSKEHE ¢YHKIINJE

Koz BekTOpCEMX ()YHKIM]a BEKTOPCKE IPOMEHJbUBE AeQUHUILY Ce Pa3He BPCTE IU-
¢pepennmujadunaoctu. HajBaxkuuje cy cnaba m jaka mudepeHnnjadUIIHOCT, a 3a MaTe-
MaTrJyape Koju ce OaBe eKCTpeMaJHuM IpobJIeMrMa O BEJUKEe BAKHOCTH je U CTPOTa
mudepernrjabmiIHoCT. Y OBOM TEKCTY NeMo Aartu AepUHWIje PA3HUX BPCTA M3BOIA
n nupepenuujabunmnocty u pa3MarpalieMo muTame m3BOAA U MU(EPEHIN]aOUIHOCTH
CIIOXeHe (yHKIuje.

IlojmoBu coabor, jakor u cTpoOror m3Bona

Heka cy X u Y mopmupanu npocropu, D C X, f: D — Y na € int D. Yronuro

3a h € X mocroju

L flath) — f(o)

t—0+ t
OH ce Ha3wBa u3BOX ¢yHKNUje f y Taukum a y cMepy BekTopa h u obeneskaBa ce ca
f'(a;h). Aro pysrmmja f uMa y TaukM @ M3BOA y MPOM3BOLHOM CMEDPY U QKO MOCTOjU
orpanuuenu nuneapuu omeparop A € L(X;Y), rakas ma je f'(a;h) = Ah 3a cBako
h € X, xaxemo na je A cnab unu laroos (Gateaux) ussox dyuxuuje f y tauku a,
a 3a ¢ymrmujy f kaxkemo na je mudepenuujabuiana y ciaabom miu ['aTooBoM cMucITy y
rauky a. PyHKIMja MOKe MMATK HAjBUIIE jemaH ciaab u3Bon y Tadku a. OGeneskaBaMo
ra (yromuko nocroju) ca f'(a). Tarobe ce Mory KopueTuTH 1 0CTAIE KIACHYHE O3HAKE
38 U3BOI.

Hexka je A € L(X;Y). Axo je
@)~ f(a) — Ax—a)]

w—a [ — all

:O,

kaskeMo na je A jak mmu Ppemeos (Fréchet) usson dymrumje f y rauku a, a 3a
¢yuruujy f raxkemo ma je mudepenunujabuiana y jakom unum PpemeoBoM CMUCITY ¥
TAYKN @.

3anmamu

1. Ilorasatu ma je orpanudenu jmueapuu omeparop A € L(X;Y) jak ussoxn
¢dyurmuje f y TaukM @ ako M caMo ako mocroju ¢yHrmuja «: D — Y koja je Hempe-
KUIHA y TAYKU @ U 3a100BoJbaBa yciose afa) =0 u

f(@) = fla) + A(x — a) + ||z — alla(z); 2 e D.
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2. Ako je A jak w3zBon ¢yHKmMje f y TauKM @, DOKA3aTH O j€ OH yjemHO U CJIab
u3Box ByHEIMje f y TAuky a.

Oyrrnuja f Moske MMATH HajBUINE jelaH jak U3BOA Y Tauku a. llomTo je oH yjemHo
u cnab u3Bo1, obemeskaBaMo Ta Ha UCTU HAUMH Kao u caab u3son, makie ca f'(a).
Hexra je A € L(X;Y). Axo je

I = £ - A — )

' —a ||33” —.23/”

x’ - 0’

KakeMo 1a je A ctpor m3sBon ¢yErumje f y Tauru a, a 3a ¢yHEnmjy f kaxkeMmo ma je
IudepeHIjabIiHa Y CTPOrOM CMUCIY y Taukn a. Ako je A crpor usBon dyurnuje f
y TaukU a, OHIA je A yjemHo jak a caMuMm TUM U caab u3Bo4 GyHKIUje f y TauRu a.
3ato dyHEIMja f MO¥ke UMATU HAJBUIIE jeJaH CTPOT U3BOJL Y TAUKM @ U 00EIeKABAMO
ra HA VCTU HAYMH Kao u cnab u jak u3soq, nakie ca f'(a).

3anarnu

3. Ilokaszaru ma je orpanuuenu auneapuu omeparop A € L(X;Y) crpor ussoxn
¢yurmuje f y Taukm @ ako u camo ako moctoju ¢ymrmmja «: D X D — Y| koja je
HENPeKUIHA ¥ Tauku (a,a) u 3a10BosbaBa yciaose aa,a) =0 u

f@") = f@) = A" ~ ') + 2"~ a'llala’,a"); o2 € D.

4. Axo je orpanwuenu muaeapuu omeparop A € L(X;Y) cnab, jak mam crpor
u3Box Qyurmuje f y TAUKK @, NOKA3ATU Ja OH 3aIp:KaBa TO CBOjCTBO YKOJUKO HOPME
mpocropa X um Y 3aMeHMMO HBUMa €KBUBAJEHTHUM HOPMaMA.

5. Ako je dyurmuja f mudepeHnujabuiaHa y jaKOM CMUCIY Y TAUKA @, TOKA3ATH
Jla je OHA HENPEKUIHA Y TAUKH q.

6. Axo je dyurmmja f nudepeHnujabuiHa y CTPOTOM CMUCILY Y TAUKK G, TOKA3ATH
& OHA 33J0BOLABA JIWMIIUIOB YCIOB ¥ HEKO] OKOJUHU T€ TAUKE.

7. Ako je f(z) = Az +b,rne je A€ L(X;Y)ubeY, nokazaru na je A ctpor
u3Box ¢yurnuje f y tauku a. (PyHrumje osor obuuka Ha3uBajy ce adune GyHKIU]e.)

Heka je X = R. Ako mocroju

. flz) = fla
o 1@ = F(@)

T—a T —a
HazuBaMo ra (knacwann) usson dymkrmuje f y Taurm a. OGenerkasamo ra ca f’(a).
[TomTo ce y oBOM ciaydajy MO:Ke TOBOPUTH W O CJIabOM, jAKOM U CTPOTOM U3BOIY KOje
obeneskaBaMO Ha MCTU HAYMH, KaJa ymoTpeb/paBaMoO O3HAKY 3a M3BOA Mopamo pehu o

K0jOj Ce BPCTH M3BOAa paay (YKOIUKO TO HUjE JaCHO M3 KOHTEKCTA).

3anmarak

8. Axo je X = R, mokazartu na cy qupepeHnnjabuiHoCT y KIACUIHOM, CIaboM 1
jakOM CMUCIY eKBUBAJIEHTHE, U A je MpeciukaBame Koje 0pojy h € R ropecmonampa
Bektop hf'(a) € Y jar msson ¢ymrumje f y tauru a. (Osme f'(a) o3mauasa u3BOn
¢yusnuje f y TauKM @ y KIACMYHOM CMUCILY.)
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N3Bon i mudepeHnujabnIIHOCT CIIOKEHE (PyHKIMje

W3 xnacuuHOr AuQepeHIUjaJHOI padyHa, KOjU Ce OJHOCH Ha peaiHe (YHKIje
peajiHe IPOMEHJbUBE, ITO3HATO je na AU(epeHnujabuiIHOCT nBejy (YHKIMja HOBIAYN
mudepernujabunsocT muxoBe kommosumuje. OBae hemo pasmarpaTu aHAJIOrOHE Kia-
CUYHE TeopeMe O M3BOLY CIOKeHe (YHKIUje KOju ce oaHoce Ha ciabe, jake m cTpOre
M3BOJE.

TEOPEMA 1. Hexa cy X, Y u Z wnopmupanu npocmopu, D C X, E C Y,
f:D—E ¢g:E—Z acintD u f(a) € it E. Axo je dynxyuja f dugepen-
YUJAbUARG Y JAKOM CMUCAY Y MAYKY G, U aKo je Pynryuja g dudepenyujabusna y
jaxom emucay y mauwxy f(a), onda je pynryuja gof Jufepenyujabuana y jaxom
CMUCAY Y MAYKY G, U NPU MOM je

(g0 f)(a) =g'(f(a)) o f'(a).

Joxas. Ysomamo osuake b = f(a), A = f'(a) u B = ¢'(b). Hocroje dpynrnuje
a:D—Y upf: E— Z rakse na je o Henperunua y a, § venpexugaa y b, a(a) = 0,
B(b)=0mnu

f(@)=fla) + A(z — a) + [lz — alla(z); €D
9(y) = g(b) + By = b) + |ly = blB(y); y € E.

Nmamo na je

(9of) (@) = g(f(2))
=9(b) + B(f(2) = b) + || f(x) = b]| B(f («))
= 9(f(a)) + B(f(z) = f(a)) + |[f(x) = f(@)]B(f(x))
= (90f)(a) + B(A(z — a) + [lz — alla(2)) + [A(z — a) + ||z — alla(x)|5(f(z))
= (9of)(a) + BA(z —a) + [[x — a]y(),

rae je

T —

ﬁ B(f(z); zeD,x#a u v(a)=0.

+(z) = Ba(z) + HA

Opnasne u u3s

r — Qa
Ai
H|m—a|+“”

lim a(z) = afa) =0 n ;E)r}lﬁ(f(ac)) = [(b) =0,

r—a

xr—a
< [arZ=] + o < 14l + oo
4= I <141+ @I

mobujamMo ma je
lim 7(z) = 0 = ~(a),

r—a
Tj. na je pyHKOUMja v HemperuaHa y Taukd a. 3ato je BA = ¢'(f(a))of'(a) jak usson
¢yuruuje g o f y Taukn a. W



M3Bon cnoxene dyHENMje 35

TEOPEMA 2. Hexa cy X, Y u Z wnopmuparnu npocmopu, D C X, £ C Y,
fiD—E g:FE—Z acintD u f(a) € int E. Axo je gynrxyuja f oudepernyu-
jabuarna Yy cmpozom CMUCAY Y MAWKL G, ¥ axo je dynkuuja g dudepenyujabuana
y cmpozom cmucay y mauku f(a), onda je gynruuja gof Oufepenyujabuara y
CMPOZOM CMUCAY Y MAYKY G, U NPU MOM je

(gof)'(a) = g'(f(a))of'(a).

Joxas. Yeomamo oznake b = f(a), A = f'(a) u B = ¢'(b). Hocroje dpynrnmje
a:DxD—Yupf: ExE— Z, rakse na je o Henpekunua y (a,a), [ HenpekugHa
y (b,b), a(a,a) =0, B(b,b) =0n

f(.?;‘”) o f(.’L‘/) _ A(.’I}H o x/) + Hx// . .’1)‘/”04(.”[7/,.%‘”); « 2" €D,
9W") —9() =B =)+ Iy =y IBW ") vy €E.

Nmamo na je

(9o1) @) = (go)(") = g(f(a")) = 9(F(&"))
= BU") = f@) + 1£(a") - F@)8( @), fa")
= BAG" — @) + " = &' lale!,2")) + [ A" — )+
+lla” = o lala’, 2" B(S @), £(a")
BAW" = ') + o = o' |1 (', 2",

rae je

;o - B ’on A:U//—xl ron
~v(z',2") = Ba(a',2") + m+a(w,x)

B, f(="));

22" e D2 #2" u vy(x,x)=0; x € D.

Onasae u us

o —— I
HAWF??H+Mﬂ”” —HHFTEWWHWW““WSHMHWMwJ%w
,ll}f/n OZ(LIJ’,{,C//) = Ol(aya) =0 /11}’/Il 5(f($/), f(x”)) _ ﬁ(b, b) _o,

xzh, " —a o 2 —a

mobujamMo ma je
lim (', 2") = 0 = y(a, a),

r—a

Tj. ma je QyHKuuja 7y HemperumHa y Tauku (a,a). 3aro je BA = ¢'(f(a))of'(a) cTtpor
u3BOX (YHEIMjE gof y TAURU . W

TEOPEMA 3. Hexa cy X, Y u Z wnopmuparu npocmopu, D C X, E C Y,
f:D—FE, g:E—Z, acintD u f(a) € int E. Axo je gynxyuja f oufepenyu-
JabUARG Y CAGOOM CMUCAY Y MAWKY a, U ako je gynxyuje g dudeperyujabuana y
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jaxom cmucay y mauky f(a), onda je pynkuuja gof Judepenyujabuana y caabom
CMUCAY Y MAYKY G, U NPU MOM je

(gof)'(a) = g'(f(a))of'(a).

Jokas. Ysomamo osuake b = f(a), A = f'(a) u B = ¢'(b). Hocroju dpyuruuja
B: E —Y koja je nenpekumna y tauku b, taksa 1a je G(b) =0 u

9(y) = g(b) + Bly = b) + |ly = bl B(y); y € E.
Heka je h € X. Tana 3a t > 0 umamo na je

(gof)(a+th) — (gof)(a) _ g(f(a+th)) —g(f(a))

t t
_ B(fla+th) = f(a)) + [[f(a+th) — f(a)[|[5(f(a+th) — f(a)]

t
:Bf(a+ﬁ;)—f(a) +Hf(a+tht)—f(a) ﬁ(f(a+tht)—f(a)t).
Opnasne u u3
lim M = f'(a; h) = Ah,
t—0+ t

ciaenua na je
s GDO N gy

Haxne, 3a cako h € X umamo ma je (gof)'(a;h) = BAh. Cnemu na je BA =
g (f(a))of'(a) cnab uson dymrmmje gof y Tauru a. m

TEOPEMA 4. Hexa cy Y u Z nopmupanu npocmopu, D C R, ECY, f: D —
E,g:E— Z, acintD u f(a) € int E. Axo je dynxuuja f oupepenyujadbuina y
KAQCUNHOM CMUCAY Y MAKY G, U aKo je dynrkyuja g dudepenyujabuana y jarxom
cemucay y mawky f(a), onda je dynwuuja gof Oufepenyujobuina y KAACUHOM
CMUCAY Y MAYKY A, U NPU MOM jJe

(gof)'(a) = g'(f(a))f(a).

Joxas. Yeomamo ozmake b = f(a) u B = ¢'(b). Tlocroju dpyrxmmja 5: E — Y
Koja je HempekunHa y tauku b, Taksa ma je B(b) = 0 u ma je

9(y) = g(b) + By —b) + [ly = bl|B(y); y € E.

Nmamo na je

(gof)(x) = (gof)(a) _ 9(f(2)) — 9(f(a))
_ B(f(z) = f(a)) + [[f(x) = F(@)[5(f(=)]]
_ gl =) |lfz)— f(a)

Tr—a Tr—a

Liscr@
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Opnasne, u3

i SO 7T _ iy p(r(@) = p0) =,

r—a Tr—a Tr—a

u uumennne ga je uspas ||f(x) — f(a)||/(z — a) orpannyen, roja ciaemu u3

@) — @l | _ [ f@) - @

lim '1
r—a T—a xr —

r—a

=17l

mobujamMo ma je

i @H@) = @D _ ps
r—a Tr—a
Tj. ma je
(9of) (a) = g'(f(a))f'(a). =

3anmaiu

9. Heka cy X, Y u Z wopmwmpanu npocropu, D C X, E C Y, f: D — E|
9g:E — Z a€intD u f(a) € int E. Aro je ¢pyuruuja f aduna, u ako je ¢QyHE-
muja g mudepennujabuina y ciaboMm cmucay y tauku f(a), oHza je ¢QyHrumja gof
mudepernrjadbuina y craboM CMUCIY y Ta4YKU G, U IPU TOM je

(gof)'(a) = g'(f(a))of(a).

10. Heka cy Y wm Z mopmupanu npocropu, D C R, E C Y, f: D — E,
9g:E — Z a€intD u f(a) € int E. Axo je ¢pyuruuja f aduna, u ako je ¢QyHE-
muja g mudepennujabuiana y ciaboMm cmucay y tauku f(a), oHma je QyHrumja gof
mudepernrjabuita y KIaCUYHOM CMUCIY ¥ TAUKU @, ¥ IPU TOM je

(gof)'(a) = g'(f(a)) f'(a).



