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IZVOD SLO�ENE FUNKCIJE

Kod vektorskih funkcija vektorske promenǉive definixu se razne vrste di-
ferencijabilnosti. Najva�nije su slaba i jaka diferencijabilnost, a za mate-
matiqare koji se bave ekstremalnim problemima od velike va�nosti je i stroga
diferencijabilnost. U ovom tekstu �emo dati definicije raznih vrsta izvoda
i diferencijabilnosti i razmatra�emo pitaǌe izvoda i diferencijabilnosti
slo�ene funkcije.

Pojmovi slabog, jakog i strogog izvoda

Neka su X i Y normirani prostori, D ⊆ X, f : D → Y i a ∈ intD. Ukoliko
za h ∈ X postoji

lim
t→0+

f(a + th) − f(a)
t

on se naziva izvod funkcije f u taqki a u smeru vektora h i obele�ava se sa
f ′(a;h). Ako funkcija f ima u taqki a izvod u proizvoǉnom smeru i ako postoji
ograniqeni linearni operator A ∈ L(X;Y ), takav da je f ′(a;h) = Ah za svako
h ∈ X, ka�emo da je A slab ili Gatoov (Gâteaux) izvod funkcije f u taqki a,
a za funkciju f ka�emo da je diferencijabilna u slabom ili Gatoovom smislu u
taqki a. Funkcija mo�e imati najvixe jedan slab izvod u taqki a. Obele�avamo
ga (ukoliko postoji) sa f ′(a). Tako�e se mogu koristiti i ostale klasiqne oznake
za izvod.

Neka je A ∈ L(X;Y ). Ako je

lim
x→a

‖f(x) − f(a) − A(x − a)‖
‖x − a‖ = 0,

ka�emo da je A jak ili Frexeov (Fréchet) izvod funkcije f u taqki a, a za
funkciju f ka�emo da je diferencijabilna u jakom ili Frexeovom smislu u
taqki a.

Zadaci

1. Dokazati da je ograniqeni linearni operator A ∈ L(X;Y ) jak izvod
funkcije f u taqki a ako i samo ako postoji funkcija α : D → Y , koja je nepre-
kidna u taqki a i zadovoǉava uslove α(a) = 0 i

f(x) = f(a) + A(x − a) + ‖x − a‖α(x); x ∈ D.
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2. Ako je A jak izvod funkcije f u taqki a, dokazati da je on ujedno i slab
izvod funkcije f u taqki a.

Funkcija f mo�e imati najvixe jedan jak izvod u taqki a. Poxto je on ujedno
i slab izvod, obele�avamo ga na isti naqin kao i slab izvod, dakle sa f ′(a).

Neka je A ∈ L(X;Y ). Ako je

lim
x′,x′′→a

‖f(x′′) − f(x′) − A(x′′ − x′)‖
‖x′′ − x′‖ = 0,

ka�emo da je A strog izvod funkcije f u taqki a, a za funkciju f ka�emo da je
diferencijabilna u strogom smislu u taqki a. Ako je A strog izvod funkcije f
u taqki a, onda je A ujedno jak a samim tim i slab izvod funkcije f u taqki a.
Zato funkcija f mo�e imati najvixe jedan strog izvod u taqki a i obele�avamo
ga na isti naqin kao i slab i jak izvod, dakle sa f ′(a).

Zadaci
3. Dokazati da je ograniqeni linearni operator A ∈ L(X;Y ) strog izvod

funkcije f u taqki a ako i samo ako postoji funkcija α : D × D → Y , koja je
neprekidna u taqki (a, a) i zadovoǉava uslove α(a, a) = 0 i

f(x′′) − f(x′) = A(x′′ − x′) + ‖x′′ − x′‖α(x′, x′′); x′, x′′ ∈ D.

4. Ako je ograniqeni linearni operator A ∈ L(X;Y ) slab, jak ili strog
izvod funkcije f u taqki a, dokazati da on zadr�ava to svojstvo ukoliko norme
prostora X i Y zamenimo ǌima ekvivalentnim normama.

5. Ako je funkcija f diferencijabilna u jakom smislu u taqki a, dokazati
da je ona neprekidna u taqki a.

6. Ako je funkcija f diferencijabilna u strogom smislu u taqki a, dokazati
da ona zadovoǉava Lipxicov uslov u nekoj okolini te taqke.

7. Ako je f(x) = Ax + b, gde je A ∈ L(X;Y ) i b ∈ Y , dokazati da je A strog
izvod funkcije f u taqki a. (Funkcije ovog oblika nazivaju se afine funkcije.)

Neka je X = R. Ako postoji

lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

,

nazivamo ga (klasiqni) izvod funkcije f u taqki a. Obele�avamo ga sa f ′(a).
Poxto se u ovom sluqaju mo�e govoriti i o slabom, jakom i strogom izvodu koje
obele�avamo na isti naqin, kada upotrebǉavamo oznaku za izvod moramo re�i o
kojoj se vrsti izvoda radi (ukoliko to nije jasno iz konteksta).

Zadatak
8. Ako je X = R, dokazati da su diferencijabilnost u klasiqnom, slabom i

jakom smislu ekvivalentne, i da je preslikavaǌe koje broju h ∈ R korespondira
vektor hf ′(a) ∈ Y jak izvod funkcije f u taqki a. (Ovde f ′(a) oznaqava izvod
funkcije f u taqki a u klasiqnom smislu.)
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Izvod i diferencijabilnost slo�ene funkcije

Iz klasiqnog diferencijalnog raquna, koji se odnosi na realne funkcije
realne promenǉive, poznato je da diferencijabilnost dveju funkcija povlaqi
diferencijabilnost ǌihove kompozicije. Ovde �emo razmatrati analogone kla-
siqne teoreme o izvodu slo�ene funkcije koji se odnose na slabe, jake i stroge
izvode.

Teorema 1. Neka su X, Y i Z normirani prostori, D ⊆ X, E ⊆ Y ,
f : D → E, g : E → Z, a ∈ int D i f(a) ∈ int E. Ako je funkcija f diferen-
cijabilna u jakom smislu u taqki a, i ako je funkcija g diferencijabilna u
jakom smislu u taqki f(a), onda je funkcija g◦f diferencijabilna u jakom
smislu u taqki a, i pri tom je

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a)) ◦ f ′(a).

Dokaz. Uvodimo oznake b = f(a), A = f ′(a) i B = g′(b). Postoje funkcije
α : D → Y i β : E → Z, takve da je α neprekidna u a, β neprekidna u b, α(a) = 0,
β(b) = 0 i

f(x) = f(a) + A(x − a) + ‖x − a‖α(x); x ∈ D

g(y) = g(b) + B(y − b) + ‖y − b‖β(y); y ∈ E.

Imamo da je

(g◦f)(x) = g(f(x))

= g(b) + B(f(x) − b) + ‖f(x) − b‖β(f(x))

= g(f(a)) + B(f(x) − f(a)) + ‖f(x) − f(a)‖β(f(x))

= (g◦f)(a) + B(A(x − a) + ‖x − a‖α(x)) + ‖A(x − a) + ‖x − a‖α(x)‖β(f(x))

= (g◦f)(a) + BA(x − a) + ‖x − a‖γ(x),

gde je

γ(x) = Bα(x) +
∥∥∥∥A

x − a

‖x − a‖ + α(x)
∥∥∥∥β(f(x)); x ∈ D,x �= a i γ(a) = 0.

Odavde i iz
∥∥∥∥A

x − a

‖x − a‖ + α(x)
∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥A
x − a

‖x − a‖
∥∥∥∥ + ‖α(x)‖ ≤ ‖A‖ + ‖α(x)‖,

lim
x→a

α(x) = α(a) = 0 i lim
x→a

β(f(x)) = β(b) = 0,

dobijamo da je
lim
x→a

γ(x) = 0 = γ(a),

tj. da je funkcija γ neprekidna u taqki a. Zato je BA = g′(f(a))◦f ′(a) jak izvod
funkcije g ◦ f u taqki a.
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Teorema 2. Neka su X, Y i Z normirani prostori, D ⊆ X, E ⊆ Y ,
f : D → E, g : E → Z, a ∈ intD i f(a) ∈ intE. Ako je funkcija f diferenci-
jabilna u strogom smislu u taqki a, i ako je funkcija g diferencijabilna
u strogom smislu u taqki f(a), onda je funkcija g◦f diferencijabilna u
strogom smislu u taqki a, i pri tom je

(g◦f)′(a) = g′(f(a))◦f ′(a).

Dokaz. Uvodimo oznake b = f(a), A = f ′(a) i B = g′(b). Postoje funkcije
α : D × D → Y i β : E × E → Z, takve da je α neprekidna u (a, a), β neprekidna
u (b, b), α(a, a) = 0, β(b, b) = 0 i

f(x′′) − f(x′) = A(x′′ − x′) + ‖x′′ − x′‖α(x′, x′′); x′, x′′ ∈ D,

g(y′′) − g(y′) = B(y′′ − y′) + ‖y′′ − y′‖β(y′, y′′); y′, y′′ ∈ E.

Imamo da je

(g◦f)(x′′) − (g◦f)(x′) = g(f(x′′)) − g(f(x′))

= B(f(x′′) − f(x′)) + ‖f(x′′) − f(x′)‖β(f(x′), f(x′′))

= B(A(x′′ − x′) + ‖x′′ − x′‖α(x′, x′′)) + ‖A(x′′ − x′)+

+ ‖x′′ − x′‖α(x′, x′′)‖β(f(x′), f(x′′))

= BA(x′′ − x′) + ‖x′′ − x′‖γ(x′, x′′),

gde je

γ(x′, x′′) = Bα(x′, x′′) +
∥∥∥∥A

x′′ − x′

‖x′′ − x′‖ + α(x′, x′′)
∥∥∥∥ β(f(x′), f(x′′));

x′, x′′ ∈ D,x′ �= x′′ i γ(x, x) = 0; x ∈ D.

Odavde i iz
∥∥∥∥A

x′′ − x′

‖x′′ − x′‖ + α(x′, x′′)
∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥A
x′′ − x′

‖x′′ − x′‖
∥∥∥∥ + ‖α(x′, x′′)‖ ≤ ‖A‖ + ‖α(x′, x′′)‖,

lim
x′,x′′→a

α(x′, x′′) = α(a, a) = 0 i lim
x′,x′′→a

β(f(x′), f(x′′)) = β(b, b) = 0,

dobijamo da je
lim
x→a

γ(x′, x′′) = 0 = γ(a, a),

tj. da je funkcija γ neprekidna u taqki (a, a). Zato je BA = g′(f(a))◦f ′(a) strog
izvod funkcije g◦f u taqki a.

Teorema 3. Neka su X, Y i Z normirani prostori, D ⊆ X, E ⊆ Y ,
f : D → E, g : E → Z, a ∈ intD i f(a) ∈ intE. Ako je funkcija f diferenci-
jabilna u slabom smislu u taqki a, i ako je funkcija g diferencijabilna u



36 V. Jankovi�

jakom smislu u taqki f(a), onda je funkcija g◦f diferencijabilna u slabom
smislu u taqki a, i pri tom je

(g◦f)′(a) = g′(f(a))◦f ′(a).

Dokaz. Uvodimo oznake b = f(a), A = f ′(a) i B = g′(b). Postoji funkcija
β : E → Y koja je neprekidna u taqki b, takva da je β(b) = 0 i

g(y) = g(b) + B(y − b) + ‖y − b‖β(y); y ∈ E.

Neka je h ∈ X. Tada za t > 0 imamo da je

(g◦f)(a + th) − (g◦f)(a)
t

=
g(f(a + th)) − g(f(a))

t

=
B(f(a + th) − f(a)) + ‖f(a + th) − f(a)‖β(f(a + th) − f(a)‖

t

= B
f(a + th) − f(a)

t
+

∥∥∥∥f(a + th) − f(a)
t

∥∥∥∥β

(
f(a + th) − f(a)

t
t

)
.

Odavde i iz

lim
t→0+

f(a + th) − f(a)
t

= f ′(a;h) = Ah,

sledi da je

lim
t→0+

(g◦f)(a + th) − (g◦f)(a)
t

= Bf ′(a;h) = BAh.

Dakle, za svako h ∈ X imamo da je (g◦f)′(a;h) = BAh. Sledi da je BA =
g′(f(a))◦f ′(a) slab izvod funkcije g◦f u taqki a.

Teorema 4. Neka su Y i Z normirani prostori, D ⊆ R, E ⊆ Y , f : D →
E, g : E → Z, a ∈ intD i f(a) ∈ intE. Ako je funkcija f diferencijabilna u
klasiqnom smislu u taqki a, i ako je funkcija g diferencijabilna u jakom
smislu u taqki f(a), onda je funkcija g◦f diferencijabilna u klasiqnom
smislu u taqki a, i pri tom je

(g◦f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

Dokaz. Uvodimo oznake b = f(a) i B = g′(b). Postoji funkcija β : E → Y
koja je neprekidna u taqki b, takva da je β(b) = 0 i da je

g(y) = g(b) + B(y − b) + ‖y − b‖β(y); y ∈ E.

Imamo da je

(g◦f)(x) − (g◦f)(a)
x − a

=
g(f(x)) − g(f(a))

x − a

=
B(f(x) − f(a)) + ‖f(x) − f(a)‖β(f(x)‖

x − a

= B
f(x) − f(a)

x − a
+

‖f(x) − f(a)‖
x − a

‖β(f(x)‖.
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Odavde, iz

lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

= f ′(a), lim
x→a

β(f(x)) = β(b) = 0,

i qiǌenice da je izraz ‖f(x) − f(a)‖/(x − a) ograniqen, koja sledi iz

lim
x→a

∣∣∣∣‖f(x) − f(a)‖
x − a

∣∣∣∣ = lim
x→a

∥∥∥∥f(x) − f(a)
x − a

∥∥∥∥ = ‖f ′(a)‖,

dobijamo da je

lim
x→a

(g◦f)(x) − (g◦f)(a)
x − a

= Bf ′(a),

tj. da je
(g◦f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

Zadaci

9. Neka su X, Y i Z normirani prostori, D ⊆ X, E ⊆ Y , f : D → E,
g : E → Z, a ∈ int D i f(a) ∈ intE. Ako je funkcija f afina, i ako je funk-
cija g diferencijabilna u slabom smislu u taqki f(a), onda je funkcija g◦f
diferencijabilna u slabom smislu u taqki a, i pri tom je

(g◦f)′(a) = g′(f(a))◦f ′(a).

10. Neka su Y i Z normirani prostori, D ⊆ R, E ⊆ Y , f : D → E,
g : E → Z, a ∈ int D i f(a) ∈ intE. Ako je funkcija f afina, i ako je funk-
cija g diferencijabilna u slabom smislu u taqki f(a), onda je funkcija g◦f
diferencijabilna u klasiqnom smislu u taqki a, i pri tom je

(g◦f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).


