
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dr Xefket Arslanagi�

VARIJACIJE DOKAZA JEDNE ALGEBARSKE
NEJEDNAKOSTI I JEDNA ǋENA PRIMJENA

Nejednakost izme�u brojnih sredina dva pozitivna broja x i y, x �= y,

(1) H(x, y) < G(x, y) < A(x, y) < K(x, y)

dobro nam je poznata i sigurno smo bili u prilici ponekad je i koristiti. No,
ovu nejednakost �emo jox produ�iti i dokazati da je

K(x, y) < E(x, y), x > 0, y > 0, x �= y,

gde je E(x, y) = (xxyy)
1

x+y . Naravno, znamo da je

H(x, y) =
2

1
x

+
1
y

, G(x, y) =
√

xy, A(x, y) =
x + y

2
, K(x, y) =

√
x2 + y2

2
.

Dakle, dokaza�emo da je

(2)

√
x2 + y2

2
< (xxyy)

1
x+y , x > 0, y > 0, x �= y.

Napomena. U (1) i (2) vrijedi jednakost samo u sluqaju kada je x = y.
Prije toga �emo dati tri dokaza nejednakosti

(3) ln t >
t2 − 1
t2 + 1

, t > 1.

Dokaz 1. Oqigledno vrijedi nejednakost
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2
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, z > 1 ( ⇐⇒ (z − 1)2 > 0),

te
1
2

∫ t2

1

1
z

dz > 2
∫ t2

1

1
(1 + z)2

dz, t > 1,

tj.
1
2

ln z

∣∣∣∣
t2

1

> 2 · −1
1 + z

∣∣∣∣
t2

1

, a odavde
1
2

ln t2 > − 2
1 + t2

+ 1, tj. ln t >
t2 − 1
t2 + 1

, t > 1,

xto znaqi da je nejednakost (3) taqna.
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Dokaz 2. Tako�e, oqigledno vrijedi nejednakost

(4)
1
z

>
4z

(z2 + 1)2
, z > 1 ( ⇐⇒ (z2 − 1)2 > 0),

te ∫ t

1

1
z

dz >

∫ t

1

4z

(z2 + 1)2
dz, t > 1,

tj. ln z|t1 >
−2

z2 + 1

∣∣∣∣
t

1

, a odavde ln t >
−2

t2 + 1
+1 i ln t >

t2 − 1
t2 + 1

, t > 1, a ovo je (3).

Dokaz 3. Razmatra�emo sǉede�e dvije funkcije: h(t) = ln t i g(t) =
t2 − 1
t2 + 1

,

t � 1. Kako je:
1◦ h(1) = g(1) = 0,

2◦ h′(t) =
1
t

i g′(t) =
4t

(t2 + 1)2
,

to na osnovu oqigledne nejednakosti (4) vrijedi da je h′(t) > g′(t), t > 1, a odavde
h(t) > g(t), t > 1, xto je nejednakost (3).

Sada �emo pre�i na dokaz nejednakosti (2).

Ne umaǌuju�i opxtost, mo�emo uzeti da je x > y > 0. Neka je
x

y
= t, tj.

x = ty, t > 1. Sada nejednakost (2) postaje

(2’)
1 + t2

2
< t

2t
t+1 , t > 1,

ili nakon logaritmovaǌa,
2t

1 + t
ln t > ln

1 + t2

2
, t > 1. Razmatra�emo sada funk-

ciju

f(t) =
2t

1 + t
ln t − ln

1 + t2

2
, t > 1,

pri qemu je f(1) = 0, te f ′(t) = 2
(1 + t2) ln t + 1 − t2

(1 + t)2(1 + t2)
i f ′(1) = 0. Slijedi da je

f ′(t) > 0 ako je

(1 + t2) ln t + 1 − t2 > 0, tj. ln t >
t2 − 1
t2 + 1

, t > 1,

a ovo je dokazana nejednakost (3).
Dakle, imamo da je f ′(t) > 0, t > 1, xto znaqi da je funkcija f(t) strogo

rastu�a. Vrijedi f(t) > f(1) = 0, tj.

2t

1 + t
ln t − ln

1 + t2

2
> 0, t > 1,

odnosno
1 + t2

2
< t

2t
1+t , t > 1, xto znaqi da je nejednakost (2’) taqna, pa je i

nejednakost (2) taqna.
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