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NEJEDNAKOSTI KARAMATE, XURA I MJURHEDA

I NEKE ǋIHOVE PRIMENE

1. Uvod

U ovom qlanku dokaza²emo tri klasiqne nejednakosti opxteg tipa. One se
mogu koristiti prilikom dokazivaǌa mnogih drugih nejednakosti, posebno onih
koje se posledǌih godina zadaju na takmiqeǌima, ukǉuquju²i Me±unarodne ma-
tematiqke olimpijade. Neki od takvih zadataka dati su kao primeri.

Poqnimo podse²aǌem na neke pojmove koje ²emo u daǉem koristiti.

Za funkciju f : (a, b) → R ka¼emo da je konveksna ako za svake dve taqke
x1, x2 ∈ (a, b) i za svaka dva nenegativna realna broja λ1, λ2 za koje je λ1+λ2 = 1
va¼i

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2).

Funkcija f je konkavna ako je funkcija −f konveksna, tj. ako uvek va¼i obrnuta
nejednakost

f(λ1x1 + λ2x2) > λ1f(x1) + λ2f(x2).

Ako u prethodnim nejednakostima (pri uslovu x1 6= x2) jednakost va¼i samo u
sluqaju kad je λ1 = 0 ili λ2 = 0, za funkciju f ka¼emo da je strogo konveksna

(odn. strogo konkavna).

Lako se proverava da je funkcija f : (a, b) → R konveksna (strogo konveksna)
ako i samo ako za proizvoǉne taqke x1, x2, x iz (a, b), takve da je x1 < x < x2,
va¼i

(1)
f(x) − f(x1)

x − x1

6
f(x2) − f(x)

x2 − x

(odnosno,
f(x) − f(x1)

x − x1

<
f(x2) − f(x)

x2 − x
). Analogno tvr±eǌe va¼i za konkavne

(strogo konkavne) funkcije.

Neka je f : (a, b) → R i x, y ∈ (a, b). Podeǉena razlika funkcije f u
taqkama x, y je

∆f (x, y) =
f(y) − f(x)

y − x
.

Prema kǌizi [1]



Nejednakosti Karamate, Xura i Mjurheda 23

Jasno je da je podeǉena razlika simetriqna funkcija od x, y, tj. ∆f (x, y) =
∆f (y, x).

Lema 1. Funkcija f : (a, b) → R je konveksna (strogo konveksna) ako i
samo ako je ǌena podeǉena razlika ∆f (x, y) rastu�a (strogo rastu�a) po obe
svoje promenǉive. Analogno tvr�eǌe va�i za konkavne (strogo konkavne)
funkcije.

Dokaz. Neka je funkcija f konveksna i neka x1, x2 ∈ (a, b) tako da je
x1 < x2. Izaberimo proizvoǉan broj x ∈ (a, b) za koji je, na primer,
x1 < x < x2 (za ostale x ∈ (a, b) dokaz je sliqan). Prema prethodnoj napomeni,
iz konveksnosti funkcije f sledi da va¼i nejednakost (1). Drugaqije zapisano,

(2) ∆f (x1, x) = ∆f (x, x1) 6 ∆f (x2, x),

xto znaqi da je funkcija ∆f rastu²a po svom prvom argumentu. Zbog ǌene sime-
triqnosti, ona je rastu²a i po svom drugom argumentu.

Obratno, ako je ∆f rastu²a po obe svoje promenǉive, tada za x1 < x < x2

va¼i nejednakost (2), odakle sledi (1), dakle i konveksnost funkcije f na (a, b).

2. Relacija majoracije za konaqne nizove i Karamatina teorema

Uvedimo najpre pojam majoracije za konaqne nizove realnih brojeva.

Definicija 1. Neka su a = (a1, a2, . . . , an) i b = (b1, b2, . . . , bn) dva (kona-
qna) niza realnih brojeva. Ka¼emo da niz a majorira niz b i pixemo

a � b ili b ≺ a,

onda kada, posle eventualne prenumeracije, qlanovi nizova a i b zadovoǉavaju
slede²a tri uslova:

1◦ a1 > a2 > · · · > an i b1 > b2 > · · · > bn;

2◦ a1 + a2 + · · · + ak > b1 + b2 + · · · + bk, za svako k, 1 6 k < n;

3◦ a1 + a2 + · · · + an = b1 + b2 + · · · + bn.

Prvi uslov, jasno, nije po sebi nikakva restrikcija, jer uvek mo¼emo preu-
rediti nizove. Esencijalan je drugi uslov. Jasno je da je a � a za proizvoǉan
niz a.

Primer 1. (a) Ako je a = (ai)
n
i=1 proizvoǉan niz nenegativnih brojeva qiji

je zbir jednak 1, onda je

(1, 0, . . . , 0) � (a1, a2, . . . , an) �
( 1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n

)

.

(b) Nizovi (4, 4, 1) i (5, 2, 2) nisu uporedivi u smislu relacije �, tj. nijedan
od ǌih ne majorira drugog. 4

Slede²a korisna nejednakost se u literaturi vezuje za vixe imena – pomiǌu
se Xur, Hardi, Litlvud, Poja, Vejl i Karamata1. Mi ²emo je, slede²i qlanke
[2] i [3], zvati Karamatinom nejednakox�u.

1I. Shur (1875–1941), nemaqki matematiqar, G. H. Hardy (1877–1947), engleski matemati-
qar, J. I. Littlewood (1885–1977), engleski matematiqar, G. Polya (1887–1985), ma±arski matema-
tiqar, H. Weyl (1885–1955), nemaqki matematiqar, J. Karamata (1902–1967), srpski matematiqar
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Teorema 1. Neka su a = (ai)
n
i=1 i b = (bi)

n
i=1 (konaqni) nizovi realnih

brojeva iz nekog intervala (α, β). Ako niz a majorira niz b, a � b, i ako je
f : (α, β) → R konveksna funkcija, tada va�i nejednakost

n
∑

i=1

f(ai) >

n
∑

i=1

f(bi).

Dokaz. Oznaqimo sa ci podeǉenu razliku funkcije f u taqkama ai, bi,

ci = ∆f (ai, bi) =
f(bi) − f(ai)

bi − ai
.

Kako je funkcija f konveksna, iz uslova 1◦, na osnovu leme 1 sledi da je niz (ci)
opadaju²i.

Neka je, daǉe,

Ak =

k
∑

i=1

ai, Bk =

k
∑

i=1

bi, (k = 1, . . . , n); A0 = B0 = 0.

Iz pretpostavke 3◦ sledi da je An = Bn. Sada je
n

∑

i=1

f(ai) −

n
∑

i=1

f(bi) =

n
∑

i=1

(f(ai) − f(bi)) =

n
∑

i=1

ci(ai − bi)

=

n
∑

i=1

ci(Ai − Ai−1 − Bi + Bi−1) =

n
∑

i=1

ci(Ai − Bi) −

n
∑

i=1

ci(Ai−1 − Bi−1)

=

n−1
∑

i=1

ci(Ai − Bi) −

n−1
∑

i=0

ci+1(Ai − Bi) =

n−1
∑

i=1

(ci − ci+1)(Ai − Bi).

Prema prethodnom je ci > ci+1 a na osnovu pretpostavke 2◦ je Ai > Bi za

i = 1, 2, . . . , n − 1, pa je posledǌi zbir, a time i razlika
n
∑

i=1

f(ai) −
n
∑

i=1

f(bi)

nenegativna, xto je i trebalo dokazati.

Napomena. Jensenova2 nejednakost u obliku

f
(x1 + x2 + · · · + xn

n

)

6
f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn)

n
,

za Jensen-konveksnu funkciju f , dobija se kao specijalan sluqaj Karamatine ne-

jednakosti stavǉaǌem b1 = b2 = · · · = bn =
a1 + · · · + an

n
. Opxta Jensenova

nejednakost sledi iz te¼inskog oblika Karamatine nejednakosti koji ovde ne na-
vodimo.

Primer 2. Dokazati da za proizvoǉne pozitivne brojeve a, b i c va¼i
nejednakost

1

a + b
+

1

b + c
+

1

c + a
6

1

2a
+

1

2b
+

1

2c
.

2I. L. Jensen (1859–1925), danski matematiqar
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Rexeǌe. Pretpostavimo da su brojevi a, b i c takvi da je a > b > c, tj.
da je niz (a, b, c) opadaju²i (to nije ograniqavaǌe opxtosti razmatraǌa jer u
protivnom mo¼emo da jednostavno promenimo oznake). Tada va¼i (2a, 2b, 2c) �

(a + b, b + c, c + a), pa primeǌuju²i Karamatinu teoremu na funkciju f(x) =
1

x
koja je konveksna na (0,+∞) dobijamo nejednakost koju dokazujemo. 4

Primer 3. Dokazati da za brojeve x1, x2, . . . , xn iz intervala
[−π/6, π/6] va¼i nejednakost

cos(2x1 − x2) + cos(2x2 − x3) + · · ·+ cos(2xn − x1) 6 cos x1 + cos x2 + · · ·+ cos xn.

Rexeǌe. Brojevi 2xi − xi+1, i = 1, 2, . . . , n (podrazumeva se xn+1 = x1),
kao i sami brojevi xi, pripadaju intervalu [−π/2, π/2]. Na tom intervalu je
funkcija f(x) = cos x konkavna, pa Karamatina nejednakost va¼i sa obrnutim
znakom. Zato je dovoǉno dokazati da nizovi a = (2x1−x2, 2x2−x3, . . . , 2xn−x1) i
b = (x1, x2, . . . , xn), kada se urede da budu opadaju²i, zadovoǉavaju pretpostavke
teoreme 1. Neka su indeksi m1, . . . , mn i k1, . . . , kn izabrani tako da

{m1, . . . ,mn} = {k1, . . . , kn} = {1, . . . , n},

2xm1
− xm1+1 > 2xm2

− xm2+1 > · · · > 2xmn
− xmn+1,(3)

xk1
> xk2

> · · · > xkn
.(4)

Tada je
2xm1

− xm1+1 > 2xk1
− xk1+1 > xk1

(prva nejednakost va¼i jer je 2xm1
−xm1+1, po naqinu izbora brojeva mi, najve²i

od brojeva oblika 2xmi
− xmi+1, a druga po naqinu izbora brojeva ki), zatim iz

sliqnih razloga

(2xm1
− xm1+1) + (2xm2

− xm2+1) > (2xk1
− xk1+1) + (2xk2

− xk2+1) > xk1
+ xk2

,

i, uopxte, zbir prvih l qlanova niza (3) nije maǌi od zbira prvih l qlanova niza
(4) za l = 1, . . . , n − 1. Za l = n se oqigledno dobija jednakost, pa su svi uslovi
za primenu Karamatine nejednakosti ispuǌeni. 4

3. Xurova i Mjurhedova nejednakost

Definicija 2. Neka je F (x1, x2, . . . , xn) funkcija od n nenegativnih real-

nih promenǉivih. Definixemo
∑!

F (x1, x2, . . . , xn) kao sumu n! sabiraka dobije-
nih iz funkcije F (x1, x2, . . . , xn) svim mogu²im permutacijama niza x = (xi)

n
i=1.

Specijalno, ako je funkcija F oblika

F (x1, x2, . . . , xn) = xa1

1 · xa2

2 · . . . · xan

n

za neki niz nenegativnih eksponenata a = (a1, a2, . . . , an), tada ²emo umesto
∑!

F (x1, x2, . . . , xn) pisati i T [a1, a2, . . . , an](x1, x2, . . . , xn), ili samo
T [a1, a2, . . . , an] ako je iz konteksta jasno o kom nizu x je req.
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Primer 4. T [1, 0, . . . , 0] = (n − 1)! · (x1 + x2 + · · · + xn), a T [ 1

n , 1

n , . . . , 1

n ] =

n! · n
√

x1x2 · · ·xn. Nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine, u
novoj terminologiji, zapisuje se ovako

T [1, 0, . . . , 0] > T

[

1

n
, . . . ,

1

n

]

.

Doka¼imo sada Xurovu nejednakost.

Teorema 2. Za a, b > 0 va�i T [a + 2b, 0, 0] + T [a, b, b] > 2T [a + b, b, 0].

Prethodnu nejednakost shvatamo tako da va¼i

T [a + 2b, 0, 0](x, y, z) + T [a, b, b](x, y, z) > 2T [a + b, b, 0](x, y, z),

za svaki niz (x, y, z) pozitivnih brojeva.

Dokaz. Neka je (x, y, z) niz pozitivnih brojeva za koje dokazujemo ovu neje-
dnakost. Primenom elementarnih transformacija, dobija se

1

2
T [a + 2b, 0, 0] +

1

2
T [a, b, b] − T [a + b, b, 0]

= xa(xb − yb)(xb − zb) + ya(yb − xb)(yb − zb) + za(zb − xb)(zb − yb).

Pretpostavimo, ne umaǌuju²i opxtost, da je x > y > z. Tada je u posledǌem
izrazu jedino drugi sabirak negativan. Dovoǉno je dokazati da je

xa(xb − yb)(xb − zb) + ya(yb − xb)(yb − zb) > 0,

odnosno (xb − yb)(xa(xb − zb)− ya(yb − zb)) > 0. Posledǌa nejednakost je ekviva-
lentna sa xa+b − ya+b − zb(xa − ya) > 0. Me±utim,

xa+b − ya+b − zb(xa − ya) > xa+b − ya+b − yb(xa − ya) = xa(xb − yb) > 0,

qime je teorema dokazana.

Posledica 1. Ako su x, y i z nenegativni realni brojevi i r > 0, tada
va�i nejednakost

xr(x − y)(x − z) + yr(y − z)(y − x) + zr(z − x)(z − y) > 0.

Dokaz. Posle osloba±aǌa od zagrada dobija se nejednakost

T [r + 2, 0, 0] + T [r, 1, 1] > 2T [r + 1, 1, 0]

koja je specijalan sluqaj Xurove nejednakosti za a = r, b = 1.

Primer 5. Ako u Xurovoj nejednakosti uvrstimo a = b = 1 (odnosno u
prethodnoj posledici r = 1), dobijamo

x3 + y3 + z3 + 3xyz > x2y + xy2 + y2z + yz2 + z2x + zx2. 4
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Za dva proizvoǉna niza a i b, T [a] ne mora biti uporedivo sa T [b], u smislu
da je za proizvoǉne vrednosti promenǉivog niza x = (xi) ili uvek T [a](x) 6

T [b](x) ili uvek T [a](x) > T [b](x). Ispostavǉa se da je potreban i dovoǉan uslov
za uporedivost ova dva izraza upravo uslov da jedan od nizova a i b majorira
drugog. Preciznije, to tvrdi slede²a Mjurhedova3 teorema.

Teorema 3. Potreban i dovoǉan uslov da T [a] bude uporedivo sa T [b],
za sve pozitivne nizove x, jeste da jedan od nizova a i b majorira drugog u
smislu relacije ≺. Ako je a ≺ b tada je

T [a] 6 T [b].

Jednakost va�i ako i samo ako su a i b identiqni ili kada su svi xi-ovi
jednaki me�u sobom.

Dokaz. Doka¼imo prvo neophodnost uslova. Stavǉaǌem da su svi qlanovi
niza x jednaki c, dobijamo da je

c
∑

ai 6 c
∑

bi .

Ovo mo¼e biti ispuǌeno za proizvoǉno velike i proizvoǉno male c-ove jedino
ako je ispuǌen uslov 3◦ iz definicije 1. Sada stavimo da je x1 = · · · = xk = c
i xk+1 = · · · = xn = 1. Upore±ivaǌem najve²ih stepena od c u izrazima T [a] i
T [b], i imaju²i u vidu da i za proizvoǉno veliko c treba da va¼i T [a] 6 T [b],
izvodimo nejednakost a1 + · · · + ak 6 b1 + · · · + bk, 1 6 k < n.

Doka¼imo sada dovoǉnost uslova. Tvr±eǌe ²e slediti iz naredne dve leme.
Prethodno definiximo jednu linearnu operaciju L nad nizovima eksponenata b.
Pretpostavimo da su bk i bl dva razliqita qlana niza b, takva da je bk > bl.
Mo¼emo zapisati

bk = ρ + τ, bl = ρ − τ (0 < τ 6 ρ).

Ako je sada 0 6 σ < τ 6 ρ, definiximo niz a = L(b) na slede²i naqin

ak = ρ + σ =
τ + σ

2τ
bk +

τ − σ

2τ
bl,

al = ρ − σ =
τ − σ

2τ
bk +

τ + σ

2τ
bl,

aν = bν , (ν 6= k, ν 6= l).

Definicija ovog preslikavaǌa ne zahteva da neki od nizova b i a budu u opada-
ju²em poretku.

Lema 2. Ako je a = L(b), tada je T [a] 6 T [b], pri qemu jednakost va�i
jedino ako su svi qlanovi niza x me�usobno jednaki.

Dokaz. Mo¼emo premestiti qlanove niza tako da bude k = 1 i l = 2. Onda
je

T [b] − T [a] =
∑!

xb3
3 · · ·xbn

n (xρ+τ
1 xρ−τ

2 + xρ−τ
1 xρ+τ

2 − xρ+σ
1 xρ−σ

2 − xρ−σ
1 xρ+σ

2 )

=
∑!

(x1x2)
ρ−τxb3

3 · · ·xbn

n (xτ+σ
1 − xτ+σ

2 )(xτ−σ
1 − xτ−σ

2 ) > 0.

Jednakost va¼i samo ako su svi xi-ovi jednaki.

3R. F. Muirhead, engleski matematiqar
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Lema 3. Ako je a ≺ b, ali se a razlikuje od b, onda se a mo�e dobiti
iz niza b uzastopnom primenom konaqnog broja transformacija L.

Dokaz. Oznaqimo sa m broj razlika bν − aν koje se razlikuju od nule. m
je prirodan broj, i dokaza²emo da mo¼emo primeǌivati operaciju L tako da
posle svake ǌene primene broj m opada (to znaqi da ²e se proces zavrxiti posle
konaqno mnogo koraka). Kako je

∑

(bν − aν) = 0, a nisu sve razlike nula, tada
postoje pozitivne i negativne razlike, ali je prva me±u razlikama pozitivna.
Mo¼emo na²i takve k i l da va¼i

ak < bk, ak+1 = bk+1, . . . , al−1 = bl−1, al > bl

(bl − al je prva negativna razlika, a bk − ak je posledǌa pozitivna razlika koja
joj prethodi). Neka je bk = ρ + τ i bl = ρ − τ i definiximo σ pomo²u

σ = max{|ak − ρ|, |al − ρ|}.

Ispuǌena je bar jedna od slede²e dve jednakosti:

al − ρ = −σ, ak − ρ = σ,

jer je ak > al. Tako±e je σ < τ , jer je ak < bk i al > bl. Neka je

ck = ρ + σ, cl = ρ − σ, cν = bν (ν 6= k, ν 6= l).

Sada ²emo umesto niza b posmatrati niz c = (ci). Broj m se smaǌio bar za 1.
Jednostavno se dokazuje da je niz c opadaju²i i da majorira niz a. Ponavǉaǌem
ovog postupka, dobi²e se niz a, qime je dokazana i lema 3, a time i teorema u
celini.

Primer 6. Nejednakost izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine je sada
trivijalna posledica Mjurhedove nejednakosti (videti primer 4). 4

Primer 7. (Savezno takmiqeǌe 1991) Dokazati da za pozitivne brojeve a,
b i c va¼i

1

a3 + b3 + abc
+

1

b3 + c3 + abc
+

1

c3 + a3 + abc
6

1

abc
.

Rexeǌe. Ako i levu i desnu stranu pomno¼imo sa

abc(a3 + b3 + abc)(b3 + c3 + abc)(c3 + a3 + abc),

dobijamo da je polazna nejednakost ekvivalentna nejednakosti

3

2
T [4, 4, 1] + 2T [5, 2, 2] +

1

2
T [7, 1, 1] +

1

2
T [3, 3, 3] 6

6
1

2
T [3, 3, 3] + T [6, 3, 0] +

3

2
T [4, 4, 1] +

1

2
T [7, 1, 1] + T [5, 2, 2]

koja je taqna jer iz Mjurhedove teoreme sledi da je T [5, 2, 2] 6 T [6, 3, 0]. 4
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Primer 8. (Me±unarodna matematiqka olimpijada 1995) Neka su a, b i c
pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da je

1

a3(b + c)
+

1

b3(c + a)
+

1

c3(a + b)
>

3

2
.

Rexeǌe. Izrazi treba da budu homogeni da bi mogla da se primeni Mjurhe-
dova teorema. Podelimo desnu stranu sa (abc)4/3 = 1 i pomno¼imo i levu i desnu
stranu sa a3b3c3(a+ b)(b+ c)(c+a)(abc)4/3. Nejednakost postaje ekvivalentna sa

2T

[

16

3
,
13

3
,
7

3

]

+ T

[

16

3
,
16

3
,
4

3

]

+ T

[

13

3
,
13

3
,
10

3

]

> 3T [5, 4, 3] + T [4, 4, 4].

Posledǌa nejednakost se dobija sabiraǌem slede²e tri nejednakosti koje direkt-
no slede iz Mjurhedove teoreme:

2T

[

16

3
,
13

3
,
7

3

]

> 2T [5, 4, 3],

T

[

16

3
,
16

3
,
4

3

]

> T [5, 4, 3],

T

[

13

3
,
13

3
,
10

3

]

> T [4, 4, 4].

Jednakost va¼i ako i samo ako je a = b = c = 1. 4

4. Zadaci

1. (,,Mala olimpijada“ 1969) Dati su realni brojevi ai, bi (i = 1, 2, . . . , n),
takvi da je

a1 > a2 > . . . > an > 0,

b1 > a1,

b1b2 > a1a2,

. . . . . . . . .

b1b2 · · · bn > a1a2 · · · an.

Dokazati da je b1 + b2 + · · · + bn > a1 + a2 + · · · + an.

Uputstvo. Primeniti na funkciju f(x) = ex slede²u varijantu Karama-
tine nejednakosti.

Neka su (ai)
n
i=1 i (bi)

n
i=1 dva niza realnih brojeva za koje va�i:

1◦ a1 > a2 > · · · > an, b1 > b2 > · · · > bn;

2◦
k
∑

i=1

ai >
k
∑

i=1

bi za sve k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Ako je f : R → R rastu�a konveksna funkcija, tada va�i nejednakost

n
∑

i=1

f(ai) >

n
∑

i=1

f(bi).
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2. Dokazati da za pozitivne brojeve a1, a2, . . . , an va¼i nejednakost

a3
1

a2

+
a3
2

a3

+ · · · +
a3

n

a1

> a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n.

Uputstvo. Sliqno kao u primeru 3, primeǌuju²i Karamatinu teoremu na
konveksnu funkciju f(x) = ex, pokazati da va¼i nejednakost

e3x1−x2 + e3x2−x3 + · · · + e3xn−x1 > e2x1 + e2x2 + · · · + e2xn .

pa zameniti xi = ln ai, i = 1, . . . , n.

3. Dokazati da za pozitivne realne brojeve a, b, c va¼i nejednakost

(a + b − c)(b + c − a)(c + a − b) 6 abc.

Uputstvo. Primeniti posledicu Xurove nejednakosti T [3, 0, 0] +
T [1, 1, 1] > 2T [2, 1, 0] ili Karamatinu nejednakost na konkavnu funkciju f(x) =
lnx.

4. Ako su a, b i c pozitivni realni brojevi, dokazati da va¼i

a3

b2 − bc + c2
+

b3

c2 − ca + a2
+

c3

a2 − ab + b2
> 3

ab + bc + ca

a + b + c
.

Uputstvo. Kombinovati slede²e qetiri posledice Mjurhedove nejednako-
sti:

1. T [9, 2, 0] > T [7, 4, 0], 2. T [10, 1, 0] > T [7, 4, 0],

3. T [6, 5, 0] > T [6, 4, 1], 4. T [6, 3, 2] > T [4, 4, 3],

sa posledicom Xurove nejednakosti T [4, 2, 2] + T [8, 0, 0] > 2T [6, 2, 0] iz koje
mno¼eǌem sa abc, dobijamo

5. T [5, 3, 3] + T [9, 1, 1] > T [7, 3, 1].

5. (Me±unarodna matematiqka olimpijada 1984) Neka su x, y i z nenegativni
realni brojevi za koje va¼i jednakost x + y + z = 1. Dokazati nejednakost

0 6 xy + yz + zx − 2xyz 6
7

27
.

Uputstvo. Desna nejednakost je ekvivalentna sa

12T [2, 1, 0] 6 7T [3, 0, 0] + 5T [1, 1, 1].

Ova nejednakost je taqna jer se dobija sabiraǌem nejednakosti 2T [2, 1, 0] 6

2T [3, 0, 0] i 10T [2, 1, 0] 6 5T [3, 0, 0] + 5T [1, 1, 1] (prva nejednakost sledi iz Mjur-
hedove teoreme, a druga je Xurova nejednakost za a = b = 1).

6. (Me±unarodna matematiqka olimpijada 1999) Neka je n fiksiran ceo broj,
takav da je n > 2.



Nejednakosti Karamate, Xura i Mjurheda 31

(a) Odrediti najmaǌu konstantu C tako da nejednakost

∑

16i<j6n

xixj(x
2
i + x2

j ) 6 C

(

∑

16i6n

xi

)4

va¼i za sve realne brojeve x1, x2, . . . , xn > 0.

(b) Za tu konstantu C odrediti kada va¼i jednakost.

Rexeǌe. S obzirom da je data nejednakost homogena, nije ograniqeǌe opxto-
sti ako pretpostavimo da je x1 + x2 + · · ·+ xn = 1. U tom sluqaju nejednakost se
mo¼e prepisati u obliku

x3
1(1 − x1) + x3

2(1 − x2) + · · · + x3
n(1 − xn) 6 C.

Funkcija f(x) = x3(1 − x) je konveksna na segmentu [0, 1/2]. Neka je x1 najve²i
od datih brojeva. Tada brojevi x2, x3, . . . , xn nisu ve²i od 1/2. Ako je i
x1 ∈ [0, 1/2], onda iz (x1, x2, . . . , xn) ≺ ( 1

2
, 1

2
, 0, . . . ) na osnovu Karamatine teoreme

sledi

f(x1) + f(x2) · · · + f(xn) 6 f
(1

2

)

+ f
(1

2

)

+ (n − 2)f(0) =
1

8
.

Ako je, pak, x1 > 1/2, onda je 1 − x1 < 1/2 i va¼i (x2, x3, . . . , xn) ≺
(1 − x1, 0, . . . , 0). Ponovo na osnovu Karamatine teoreme je

f(x1) + f(x2) · · · + f(xn) 6 f(x1) + f(1 − x1) + (n − 2)f(0) = f(x1) + f(1 − x1).

Za funkciju g(x) = f(x) + f(1 − x) se lako dokazuje da joj je najve²a vrednost
na segmentu [0, 1] jednaka g(1/2) = 1/8. Zato je i u ovom sluqaju f(x1) + f(x2) +
· · ·+f(xn) 6 1/8. Jednakost va¼i, na primer, za x1 = x2 = 1/2, qime je dokazano
da je C = 1/8.

7. (Me±unarodna matematiqka olimpijada 2000) Neka su x, y, z pozitivni re-
alni brojevi, takvi da je xyz = 1. Dokazati da je

(

x − 1 +
1

y

) (

y − 1 +
1

z

)(

z − 1 +
1

x

)

6 1.

Rexeǌe. Iz uslova xyz = 1 sledi da se brojevi x, y i z mogu predstaviti

u obliku x =
a

b
, y =

b

c
i z =

c

a
za neke a, b, c > 0. U novim oznakama nejednakost

koja se dokazuje svodi se na zadatak 3.
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4. G. H. Hardy, J. E. Littlewood, G. Pólya: Inequalities, Cambridge University
Press, 2nd ed., Cambridge 1951.


