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KVADRATNE FUNKCIJE VIXE PROMENǈIVIH

U sredǌim xkolama, obiqno u desetoj godini obrazovaǌa, uqenici se sre²u
sa kvadratnim trinomom. Tom prilikom se prvi put upoznaju sa problemom od-
re±ivaǌa ekstremne vrednosti funkcije. Elementarnim sredstvima se odre±uje
da li kvadratna funkcija ima minimum ili maksimum i u kojoj ga taqki dosti¼e.
Ciǉ ovog qlanka je da se poka¼e kako se ideja koja se primeǌuje na kvadratne
funkcije jedne promenǉive mo¼e proxiriti i primeniti na kvadratne funkcije
vixe promenǉivih. Ideja je demonstrirana na sluqaju kvadratne funkcije dve
promenǉive, ali se bez ve²ih problema mo¼e primeǌivati i na kvadratne funk-
cije ve²eg broja promenǉivih. Dobijeno je i nekoliko tvr±eǌa pomo²u kojih se
mo¼e neposredno, na osnovu vrednosti koeficijenata, utvrditi da li kvadratna
funkcija dve promenǉive ima minimum ili maksimum i gde ga dosti¼e.

Sadr¼aj ovog qlanka autor je uneo u kurs Matematike 2 koji ima fond qasova
2 + 2 tokom druge godine studija. Na taj naqin je nauqio studente da u potpu-
nosti rexavaju jednu va¼nu klasu ekstremalnih problema. Qesto se studenti
,,nauqe“ da takve probleme rexavaju primenom Fermaove teoreme, koja daje samo
neophodan uslov ekstremuma, a u boǉim sluqajevima i primenom neophodnih i do-
voǉnih uslova drugog reda, kojim se mogu odre±ivati lokalni ali ne i globalni
ekstremumi. Ova lekcija ima znaqaj i u tome xto se u ǌoj izvode neophodni i
dovoǉni uslovi za pozitivnu definitnost i semidefinitnost kvadratnih formi
dve promenǉive. Ovi uslovi se daǉe koriste u neophodnim i dovoǉnim uslovi-
ma drugog reda. Svakako bi bilo boǉe da se studenti upoznaju sa neophodnim
i dovoǉnim uslovima za pozitivnu definitnost i semidefinitnost kvadratnih
formi proizvoǉnog broja promenǉivih, ali to zahteva mnogo xiru osnovu iz
linearne algebre, pa se qesto izostavǉa zbog nedostatka vremena.

Kvadratna funkcija dve promenǉive

Pod kvadratnom funkcijom dve promenǉive podrazumevamo polinom drugog
stepena sa dve promenǉive. Prema tome, kvadratna funkcija je funkcija koja se
mo¼e predstaviti u obliku

K(x, y) = ax2 + by2 + 2cxy + 2dx + 2ey + f,



Kvadratne funkcije vixe promenǉivih 33

gde su a, b, c, d, e i f koeficijenti takvi da je me±u a, b i c bar jedan razliqit
od nule. U ovom qlanku ²emo razmatrati kvadratne funkcije nad poǉem realnih
brojeva. Dakle, koeficijenti a, b, c, d, e i f su realni brojevi i promenǉive
x i y uzimaju vrednosti iz skupa realnih brojeva. Pokaza²emo kako se mogu
odrediti ekstremne vrednosti ovakve funkcije.

Funkciji K pridru¼ujemo sistem linearnih jednaqina

(SK)

{

ax + cy + d = 0,

cx + by + e = 0.

Qitalac koji zna diferencijalni raqun prepozna²e da su izrazi koji se nalaze na
levim stranama jednaqina sistema (SK) polovine parcijalnih izvoda funkcije K
po x i y. Zato su rexeǌa sistema (SK) stacionarne taqke funkcije K, pa se me±u
ǌima mogu na²i sve taqke u kojima funkcija K dosti¼e ekstremne vrednosti. Tu
qiǌenicu ²emo dokazati elementarnim sredstvima.

Ako je a = b = 0 i c 6= 0 onda kvadratna funkcija K nije ograniqena ni
odozdo ni odozgo, pa zato nema ni minimum ni maksimum. Ako je d 6= 0, to sledi
iz

K(x, 0) = 2dx + f,

a ako je d = 0, to sledi iz

K(x, 1) = 2cy + e + f.

Ako je a > 0, funkcija K nije ograniqena odozgo. To sledi iz qiǌenice da
funkcija

K(x, 0) = ax2 + 2dx + f

nije ograniqena odozgo. Isto to va¼i i u sluqaju da je b > 0. Na sliqan naqin
mo¼e da se doka¼e da funkcija K nije ograniqena odozdo ukoliko je a < 0 ili
b < 0. Prema tome, va¼i

Teorema 1. Ako je kvadratna funkcija K ograniqena odozdo, onda su
zadovoǉene nejednakosti a > 0 i b > 0, i pri tome je bar jedna od ǌih stroga.

Daǉe razmatramo sluqaj kada je a > 0. U tom sluqaju funkcija K nije
ograniqena odozgo. Preostaje nam da ispitamo da li je funkcija K ograniqena
odozdo i ako jeste da li ima minimum i u kojim ga taqkama dosti¼e. Funkciju
aK mo¼emo predstaviti u slede²em obliku:

aK(x, y) = (ax + cy + d)2 + [(ab − c2)y2 + 2(ae − cd)y + (af − d2)].

Razmatra²emo nekoliko sluqajeva.

1. sluqaj: ab − c2 < 0. Funkcija

K(−(cy + d)/a, y) = [(ab − c2)y2 + 2(ae − cd)y + (af − d2)]/a

nije ograniqena odozdo, pa zato funkcija K nema minimum.
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2. sluqaj: ab − c2 = 0, ae − cd 6= 0. Funkcija

K(−(cy + d)/a, y) = [2(ae − cd)y + (af − d2)]/a

nije ograniqena odozdo, pa zato i u ovom sluqaju funkcija K nema minimum.

3. sluqaj: ab−c2 = 0, ae−cd = 0. U ovom sluqaju su jednaqine sistema (SK)
proporcionalne, pa se zato sistem svodi na jednu od ǌih. Skup rexeǌa sistema
(SK) je beskonaqan i geometrijski predstavǉa pravu u ravni. Kako je

K(x, y) = [(ax + cy + d)2 + (af − d2)]/a,

sledi da funkcija K ima minimum K̂ = (af − d2)/a koji dosti¼e u taqkama koje
zadovoǉavaju jednaqinu ax + cy + d = 0, tj. sistem (SK).

4. sluqaj: ab − c2 > 0. Imamo da je

(ax + cy + d)2 > 0,

(ab − c2)y2 + 2(ae − cd)y + (af − d2) > [(ab − c2)(af − d2) − (ae − cd)2]/(ab − c)2.

Sledi da je K(x, y) > K̂, gde je

K̂ = [(ab − c2)(af − d2) − (ae − cd)2]/a(ab − c)2.

Jednakost K(x, y) = K̂ je zadovoǉena ako je y = (cd−ae)/(ab−c2) i ax+cy+d = 0.
Nije texko videti da ove uslove zadovoǉava jedinstvena taqka (x̂, ŷ), koja je
rexeǌe sistema (SK).

Sliqne analize funkcije K mo¼emo sprovesti i pod pretpostavkama da je
a < 0, b > 0 i b < 0. Time dobijamo postupak za odre±ivaǌe ekstremnih vredno-
sti kvadratne funkcije K, a tako±e i postupak za dokazivaǌe opxtih tvr±eǌa
koja govore o tome kada funkcija K ima ekstremnu vrednost, kolika je ona i gde
se dosti¼e. Za sluqaj minimuma va¼i

Teorema 2. Ako je a > 0 ili b > 0, kvadratna funkcija K ima minimum
ako i samo ako je zadovoǉen jedan od slede�a dva uslova:

1. ab − c2 = 0, a : c : d = c : b : e,

2. ab − c2 > 0.

Minimum se dosti�e u taqkama koje zadovoǉavaju sistem jednaqina (SK).
U prvom sluqaju jednaqine ovog sistema su proporcionalne, pa sistem (SK)
ima beskonaqno mnogo rexeǌa. U drugom sluqaju sistem (SK) ima jedinstve-
no rexeǌe.

Mogu se formulisati teoreme sliqne teoremama 1 i 2 koje se odnose na
maksimum kvadratne funkcije K. Prepuxtamo qitaocu da to sam uradi.

Kvadratna forma dve promenǉive

Pod kvadratnom formom dve promenǉive podrazumevamo homogenu kvadratnu
funkciju, tj. funkciju H koja se mo¼e predstaviti u obliku

H(x, y) = ax2 + by2 + 2cxy,
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gde su koeficijenti a, b i c realni brojevi me±u kojima je bar jedan razliqit
od 0. Sistem jednaqina pridru¼en kvadratnoj formi H ima oblik

(SH)

{

ax + cy = 0,

cx + by = 0.

Jedno rexeǌe ovog sistema je trivijalno, taqka (0, 0). Kako je H(0, 0) = 0, na
osnovu razmatraǌa iz prethodnog paragrafa zakǉuqujemo da ako je kvadratna

forma H ograniqena odozdo, onda ona ima minimalnu vrednost Ĥ = 0, pa je zato
H(x, y) > 0 za svako x, y ∈ R. U tom sluqaju ka¼emo da je kvadratna forma H
pozitivno semidefinitna. Ako je kvadratna forma H pozitivno semidefinitna i
ako je H(x, y) = 0 samo za (x, y) = (0, 0), za ǌu ka¼emo da je pozitivno definitna.
Iz Teoreme 2 nije texko dobiti kriterijume za pozitivnu semidefinitnost i
pozitivnu definitnost. Evo kako oni izgledaju:

Teorema 3. Kvadratna forma H je pozitivno semidefinitna ako i
samo ako je a > 0, b > 0 i ab − c2 > 0. Skup taqaka u kojima se ona anulira
poklapa se sa skupom rexeǌa sistema jednaqina (SH).

Teorema 4. Kvadratna forma H je pozitivno definitna ako i samo
ako je a > 0 i ab − c2 > 0.

Posledǌa teorema je poseban sluqaj Silvesterovog kriterijuma za pozitivnu
definitnost kvadratnih formi na konaqnodimenzionim vektorskim prostorima.


