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godine. Ovaj qlanak je dopuǌeni i proxireni sadr¼aj tog predavaǌa

Prvi koraci ka obliku i broju

Xta je predmet matematike, pitaǌe je na koje postoji veliki broj odgovora
koji projektuju vrlo razliqite uglove sagledavaǌa. Ali i danas, lako se mo¼emo
opredeliti za drevno Pitagorejsko gledixte, po kome su ,,veqni oblik i broj“
ono xto najsa¼etije i najvernije iskazuje predmet ove nauke. Pitagorejci su
sagledavali matematiku kao model po kome je sklopǉen univerzum, a jedan od
najznaqajnijih me±u ǌima, Filolaus (V vek pre Hrista) ka¼e:

,,Da nije brojeva, nixta od onog xto postoji ne bi nikome bilo
jasno, niti samo po sebi niti u odnosu na druge stvari xto postoje.“
I danas ova ǌihova gledixta mo¼emo uzeti kao najpotpunija - koreni mate-

matike nalaze se u realnom svetu koji nas okru¼uje, a ǌena osnovna svrha je u
uspostavǉaǌu inteligibnih odnosa u sagledavaǌu tog sveta.

Da su oblik i broj qovekovi primarni pojmovi svedoqi nam duga arheoloxka
proxlost. Nauka o qoveku potvr±uje da je jox uspravni qovek (Homo erectus),
mo¼da mnogo pre nego nekih 300 000 godina, krexu²i kamen i oblikuju²i ga, uspeo
da transformixe snopove varnica koje su se isijavale, u stalno plamte²u vatru.
Tako su ǌegova ogǌixta objediǌavala zajednice, intenzivirala duhovni i emo-
cionalni ¼ivot i stimulisala verbalnu komunikaciju. Varijacije obra±ivanih
kamenih predmeta svedoqe da je to primitivno ǉudsko bi²e posedovalo duhovnu
mo² stvaraǌa predstava o raznovrsnim oblicima. A u nalazixtima iz kasnije
arheoloxke proxlosti, pored oru±a i predmeta oblikovanih za kultne svrhe,
postoje i drugi vidovi izra¼avaǌa oblika - pe²insko slikarstvo, ukrasi na
keramici itd.

Gramatiqki oblik koji postoji u vixe savremenih jezika, pa i u naxem,
a koji se naziva dvojina, dokaz je da se u ǉudskim zajednicama iz nekog davnog
vremena bio formirao ,,mali“ brojevni sistem koji se sastojao od ,,jedan“, ,,dva“,
i ,,vixe“. U slovenskim jezicima pri prebrojavaǌu do pet pade¼ imenice ima
jedan oblik, a od pet pa daǉe drugi. Ovaj fenomen dokazuje da su neki naxi
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daleki preci imali brojevni sistem koji je ixao samo do pet. Na kraju citirajmo
ovde i I. R. Xafareviqa [4], koji ka¼e:

,,Prirodni brojevi su se pojavili kao rezultat prebrojavaǌa. Spo-
znaja qiǌenice da dva oka, dva qoveka koji se kre²u jedan pored dru-
gog, dva vesla uz neki qamac imaju nexto zajedniqko, a xto izra¼ava
apstraktni pojam ,,dva“, bio je znaqajni korak u kognitivnom razvoju
ǉudske vrste.“
Razlika u genezi ideja o prirodnom i realnom broju uslovǉava ovu naxu

uvodnu priqu o obliku i broju. Naime, kad mislimo na broj, mislimo da se ta
req u osnovi odnosi na prirodne brojeve i ǌihove razmere (tj. na one konstruk-
cije koje se u gra±eǌu brojevnih sistema zavrxavaju sa skupom Q racionalnih
brojeva), dok se ideja realnog broja mora da vezuje za svojstvo neprekidnosti
koje nosi naxe predstave o idealizovanim (tj. apstraktno shva²enim) geometrij-
skim objektima (tj. ǌihovim oblicima). Slobodnije reqeno, ideja prirodnog
broja vezana je za diskretne realnosti, a realnog za naxe predstave o nepre-
kidnom prostiraǌu objekata opa¼ajnog sveta. U odeǉku koji neposredno sledi,
izrazi²emo preciznije ova dva osnovna kognitivna koraka.

Kako nastaju pojmovi broja i oblika

Qesto ka¼emo da pojmovi nastaju putem apstrahovaǌa. Latinski glagol
“abstraho” prevodimo sa ,,izdvojiti“, ,,otrgnuti“, a apstrakciju shvatamo kao
proces izdvajaǌa iz klasa posebnih primera, bitnih, karakteristiqnih svojsta-
va za neki pojam. Kad su polazni (osnovni) matematiqki pojmovi u pitaǌu, lakxe
nam je govoriti o svojstvima koja nisu bitna za neki pojam (a kolektivni termin
za ta svojstva je ,,xum“) i koja u procesu gra±eǌa pojma potiskujemo i zanemaru-
jemo, tako da ono xto preostaje predstavǉa²e qisti pojam, koji ²e najboǉe sebe
odre±ivati samim svojim postojaǌem. Znaqaj ovog realnijeg vida apstrahovaǌa
ima²emo u vidu kad sagledavamo osmixǉavaǌe matematiqkih pojmova u nastavi
i kad se, u poqetnoj fazi, mnogi od ǌih bax i osmixǉavaju kao polazni.

Ako je naxe kratko izlagaǌe u prethodnom odeǉku bilo jedan filogenetski
osvrt na razvoj ideje o broju i obliku, sad ²emo se koncentrisati na ontogenetski
razvoj tih ideja.

Svakom naxem konkretnom poimaǌu broja, prvo prethodi predstava o skupu
objekata koje opa¼amo. Kako od te predstave dolazimo do ideje broja iskazujemo
u vidu slede²eg principa.

Kantorov kognitivni princip. Neka je A neki skup koji opa�amo.
Tada,
a) zanemaruju�i prirodu elemenata tog skupa,
b) zanemaruju�i naqin organizovaǌa elemenata tog skupa,

dolazimo do qiste ideje broja.

Kad je skup oznaqen slovom A, tada je Kantor oznaqavao sa ¯̄A broj ǌego-
vih elemenata, gde jedna crta oznaqava jednu, a druga drugu od gore pomenutih
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apstrakcija (zanemarivaǌa). Pod zanemarivaǌem prirode elemenata podrazume-
va se svo±eǌe svakog od ǌih na jedinicu prebrojavaǌa. (Na primer, predme-
ti koje brojimo mogu biti razliqiti, ali ukupno ih je, recimo, 10.) Izvorno,
Kantor je govorio o zanemarivaǌu naqina kako su elementi skupa A ure±eni.
Izra¼avaju²i tu ǌegovu misao savremenim matematiqkim jezikom, rekli bismo
da u tom drugom koraku zanemarujemo strukturu na skupu A. U takve strukture
mo¼e da spada neka ure±ajna relacija na skupu A, naqin kako su ǌegovi elemen-
ti grupisani, odnosno to je zanemarivaǌe bilo kakvih relacijskih odnosa me±u
elementima tog skupa.

Naqin grupisaǌa elemenata jeste nebitno svojstvo za pojam broja ali to
svojstvo igra znaqajnu ulogu kod sastavǉaǌa zapisa kojima te brojeve oznaqa-
vamo. Uzmimo da to konkretnije razjasnimo na jednom primeru. U svakoj od k
kutija nalazi se po m plavih i n crvenih kuglica.

m n m n . . . m n

︸ ︷︷ ︸
k

U svakoj kutiji je po m + n kuglica, a u k kutija, ukupno: k · (m + n) kuglica.
Plavih kuglica ima k ·m, a crvenih k ·n. Ukupno, to je k ·m+k ·n kuglica. Broj
kuglica ne zavisi od naqina kako ih (u mislima) grupixemo, pa dva razliqita
zapisa oznaqavaju jedan te isti broj. Jednaqe²i te zapise, dobijamo:

k · (m + n) = k ·m + k · n.

Navedeni primer pokazuje znaqaj Kantorovog principa u razradi aritmetike ko-
ji, razume se, shvatamo kao kognitivni (a ne matematiqki) princip. Tako taj
princip ne smatramo delom matematiqkih sadr¼aja, ve² ga ukǉuqujemo u di-
daktiqke sadr¼aje koji nastavniku unose jasno²u u postupke koje primeǌuje u
izvo±eǌu nastave.

U svojoj xiroko poznatoj filozofskoj raspravi [2], A. Poenkare razmatra
genezu geometrijskih pojmova i nalazi da oni nastaju kao rezultat misaonog od-
nosa qoveka, vezano za opa¼aǌe objekata nepromenǉivog oblika (qvrstih tela)
koji postoje u realnom svetu oko nas. Citirajmo slede²u ǌegovu reqenicu:

,,Pa dakle, kad ne bi bilo qvrstih tela u prirodi, ne bi bilo ni
geometrije.“
Sa¼imaju²i ta ǌegova razmatraǌa, mo¼emo ih formulisati u vidu princi-

pa:

Poenkareov kognitivni princip. Opa�aju�i u realnom svetu qvr-
sto telo A i zanemaruju�i sva ǌegova fiziqka svojstva, dolazimo do qiste
predstave geometrijskog objekta.

Na taj naqin formiranu geometrijsku predstavu oznaqavamo sa A, gde de-
bela crta iznad slova A sugerixe apstrahovaǌe (zanemarivaǌe) svih fiziqkih
svojstava realnog objekta A. Dakle, geometrijski koncipiraju²i objekat A, zane-
marujemo sva ǌegova svojstva sem oblika i veliqine. Ova dva posledǌa termina
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uzimamo sa ǌihovim spontanim znaqeǌem i nijedan od ǌih nema jednoznaqno mate-
matiqko odre±eǌe. Iz niza primera znamo za vixestruko znaqeǌe pojma oblika,
pa recimo, jednom ka¼emo da su dva trougla razliqitog oblika (kad nemaju sve
uglove jednake), a drugi put da su istog trougaonog oblika. A da ne govorimo o
znaqeǌu tog pojma kad ka¼emo da nexto ima oblik qizme ili ispru¼enog prsta.
Spontani pojam veliqine se tako±e razla¼e na niz posebnih mera kao xto su
du¼ina, xirina, visina, dijametar, povrxina, zapremina itd.

U slede²em koraku izdvoji²emo jedan fundamentalni geometrijski oblik i
analizirati generativni proces koji vodi ǌegovom formiraǌu.

Du� - fundamentalni geometrijski oblik

Posmatraju²i neki objekat mi neizostavno formiramo i ose²aj o ǌegovom
prostiraǌu. U nekim sluqajevima takvog posmatraǌa, mi u mislima izdvajamo
dva kraja tog objekta i koncentrixemo se na ǌegovo prostiraǌe izme±u tih kra-
jeva. To su sluqajevi kad gledamo tela kao xto su zategnute ¼ice ili konopci,
xtapovi ali i slo¼eniji sluqajevi kad, na primer, proceǌujemo du¼inu neke
zgrade ili visinu nekog drveta. Zajedniqko u svim sluqajevima takvog posma-
traǌa jeste izdvajaǌe krajeva objekta i procena (ili mereǌe) iznosa ǌegovog
prostiraǌa izme±u tih krajeva; kad sve xto je u takvim situacijama nebitno,
pa to zanemarimo, i bitno, pa to istaknemo, dolazimo do ideje o krajevima kao
dvema taqkama i prostiraǌu izme±u tih krajeva kao pravoj liniji koja ih spaja.
Tim putem se stvara u naxem umu ideja o jednom qistom geometrijskom obliku
koji nazivamo du¼. Otuda je svako inteligibno opa¼aǌe prostiraǌa objekata
izme±u ǌihovih krajeva asocirano sa idejom du¼i koja se javǉa u naxem umu ili
se materijalizuje kao xtap ili traka koju koristimo za mereǌe u svakodnevnom
¼ivotu.

Napomenimo jox da se ova naxa temeǉna prostorna predstava prenosi i na
aktivnost pore±eǌa drugih veliqina (magnituda) kad iznose prenosimo na neku
skalu (recimo, te¼inu na polugu kantara, temperaturu na termometarsku skalu
i sl.).

Ovde smo tretirali jedan od mnogih drugih matematiqkih pojmova i vide-
li kako nam slu¼i da se na inteligentan naqin odnosimo prema svetu u kome
¼ivimo. Ovaj aspekt ne vidimo kad matematiku svodimo samo na vextinu ra-
qunaǌa i formalno operisaǌe sa apstraktnim matematiqkim pojmovima. I na
kraju, citirajmo ponovo Poenkarea [3]:

,,Glavni ciǉ matematiqkog obrazovaǌa je razvijaǌe odre±enih spo-
sobnosti qovekova uma.“
A pouka je za nas koji izvodimo nastavu, da se te sposobnosti ne mogu razviti

ako se ono xto se uqi, ne uqi sa potpunim razumevaǌem.

Otkrivaǌe prvog iracionalnog broja

Oduvek, a to znaqi i danas, svako mereǌe u okvirima materijalnog sveta
zavrxava se sa odre±enom taqnox²u i izra¼ava decimalnim razlomkom sa iz-
vesnim brojem decimala. Biraǌem jox maǌih jedinica mere, takvo numeriqko
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izra¼avaǌe mo¼e se svesti na izra¼avaǌe celim brojevima. Iskustvo ove vr-
ste potvr±uje pretpostavku da se svaka veliqina mo¼e meriti dovoǉno malom
jedinicom mere i izraziti putem celog broja.

Pitagora je bio prvi u shvataǌu geometrijskih objekata apstraktno, tj. odva-
jao je ǌihovo znaqeǌe od onog koje su imali u praktiqnom iskustvu iz koga su
potekli. Ali je iz tog iskustva preneo pretpostavku o mereǌu veliqina, uzima-
ju²i da za dve du¼i postoji tre²a, ǌihova zajedniqka mera, putem koje se du¼ine
tih du¼i izra¼avaju celobrojno. Za takve dve du¼i ka¼emo da su samerǉive, pa
Pitagora je, dakle, pretpostavǉao da su svake dve du¼i samerǉive.

Legenda ka¼e da su se Pitagorejci nalazili na moru, kad je jedan od ǌih,
Hipasus iz Metaponta (V vek pre Hrista) izneo dokaz o nesamerǉivosti stra-
ne i dijagonale kvadrata. Danas mi gledamo na ovaj dokaz kao prvi u istoriji
matematike, kad je otkrivena egzistencija jednog iracionalnog broja. Za Pita-
gorejce, to otkri²e je znaqilo naruxavaǌe filozofskog sistema ǌihovog velikog
uqiteǉa Pitagore (koji je najverovatnije bio ubijen u nekom socijalnom buntu,
jox krajem VI veka pre Hrista). Da bi saquvali ovo otkri²e u tajnosti, legenda
tako±e ka¼e da su pomenuti Pitagorejci bacili nesre²nog Hipasusa sa palube
tog broda u more.

Ne zna se taqno kako je Hipasusov dokaz izgledao, ali je sigurno da je mo-
rao biti u geometrijskom obliku. Ovde ²emo izlo¼iti jedan takav dokaz, uz
preporuku da ga nastavnici prenesu svojim uqenicima (pre svega onim koji su
zainteresovani za matematiku). Mi ²emo, naravno, koristiti savremene oznake
kojih u to vreme nije bilo, ali sa kojima su
uqenici VII ili VIII razreda osnovne xkole
danas dobro upoznati.

Pretpostavi²emo da postoji du¼, qija je
du¼ina µ, a koja je zajedniqka mera za strani-
cu kvadrata, du¼ine a, i za ǌegovu dijagonalu,
du¼ine d. Tada postoje prirodni brojevi m i
n, takvi da je

a = m · µ i d = n · µ.

Pratimo daǉi tok dokaza uz prilo¼enu sliku.

Prenesimo stranicu AB na dijagonalu AC, od taqke A do taqke E. Kon-
struiximo du¼ EF normalno na du¼ AC. Trougao FEC je jednakokrak, pa
je |EC| = |EF |. Trouglovi ABF i AEF su podudarni, pa je |EF | = |BF |.
Ima²emo

a1 = |EC| = n · µ−m · µ = (n−m) · µ = m1 · µ,

d1 = |FC| = m · µ− (n−m) · µ = (2m− n) · µ = n1 · µ.

Poxto je d1 = |FC| < |BC| < |AC| = d i a1 = |EC| = |BF | < |BC| = a, bi²e

m > m1 i n > n1.

Ponovimo li ovakav isti postupak pore±eǌa stranice i dijagonale kvadrata
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ECGF , dobi²emo brojeve m2 i n2 i bi²e m > m1 > m2 i n > n1 > n2, a novi,
jox maǌi kvadrat ²e preostajati.

Poxto se ovaj postupak pore±eǌa nikad ne zavrxava, ima²emo dva beskonaqna
niza

m > m1 > m2 > · · · i n > n1 > n2 > · · ·
brojeva sve maǌih od m (a takvih mo¼e najvixe biti m−1) i brojeva sve maǌih
od n (a takvih mo¼e najvixe biti n− 1).

Ova kontradikcija dokazuje da su stranica i dijagonala kvadrata dve du¼i
koje nisu samerǉive.

Primetimo da u ovom dokazu nismo koristili Pitagorinu teoremu, a xto
nije sluqaj kad pixemo d2 = 2a2 i kad posle smena d = n · µ i a = m · µ,
dokazujemo da jednaqina n2 = 2m2 nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva.

Eudoksova teorija razmera

Svi pravougli trouglovi na koje se kvadrati dele sliqni su, pa je odnos
dijagonale i stranice kvadrata jedna konstanta. Tako mo¼emo pretpostaviti
da je Pitagorejce interesovalo pitaǌe koliko je puta dijagonala kvadrata ve²a
od ǌegove stranice, oqekuju²i da to izraze razmerom n : m dva cela broja.
Nesamerǉivost ovih veliqina znaqila je neadekvatnost brojevnog sistema koji
je tada bio razvijen (tj. sistema pozitivnih racionalnih brojeva).

Izlaz iz ove krize bila je Eudoksova teorija razmera (Eudoks, 408-355.
god, jedan od tri najve²a matematiqara iz klasiqnog perioda grqke matematike).
Ovu teoriju nalazimo izlo¼enu u Euklidovim ,,Elementima“, u retoriqkom, a
ne simboliqkom vidu. Komplikovana je koliko je u to vreme morala biti, ali je
zaista mo¼emo uzeti kao potpuno logiqki zasnovanu teoriju (pozitivnih) realnih
brojeva izlo¼enu u terminima klasiqne geometrije.

Kod Eudoksa nosilac znaqeǌa realnog broja je razmera dve magnitude (du¼i-
ne, povrxine, zapremine). Brojevi, kad se javǉaju u tom kontekstu, funkcionixu
kao spoǉni operatori (zapremina piramide je tre²ina zapremine odgovaraju²e
prizme, udvostruqavaǌe kocke itd). (Preciznije reqeno, kad pixemo 1

3V ili 2a,
to ne shvatamo kao mno¼eǌe, nego kao dejstvo skupa Q+ na neki skup magnituda.)

Bilo bi zaista muqno navoditi i na savremeni simboliqki jezik prevoditi
osnovne sadr¼aje Eudoksove teorije razmera. Koristi²emo savremene oznake: po
Vietu (1540-1603) slova kao oznake za magnitude, Otredov (G. Oughtred, 1574-
1660) simbol a : b za razmeru, Rekordov (R. Record, 1510-1558) znak jednakosti,
Hariotove (T. Harriot, 1560-1621) za ,,maǌe“ i ,,vixe“, itd. Tim oznakama iz-
lo¼i²emo osnovne ideje teorije razmera i ono xto je ta teorija sputavala, a
kasnije je bio daǉi razvoj matematike.

Kod Eudoksa realni broj je oznaqavan odnosom dve istorodne magnitude, pa
tako za isti broj, postojalo je beskonaqno mnogo razliqitih oznaka (ili kako
bismo mi to danas rekli, qitava jedna beskonaqna klasa ekvivalencije takvih
oznaka). Jednakost me±u takvim oznakama a : b i c : d odre±ivao je uslov: za
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svaka dva cela broja (misli se prirodna, jer tada negativnih nije bilo) m i n,

ma > nb

ma < nb

ma = nb





kadgod je





mc > nd

mc < nd

mc = nd

Raqunske operacije koje su izvo±ene na zapisima celih brojeva, nisu iz-
vo±ene direktno na razmerama, ve² se manipulisalo sa magnitudama. Sabirale
su se, ili boǉe re²i, skupǉale, samo istorodne magnitude, izrazi kakve nala-
zimo u Vietovoj slovnoj algebri: ,,A in B“ (A po B) sugerixe povrxinsku meru
koju predstavǉa pravougaonik sa stranicama A i B, ,,A in B plano“ sugerixe
zapreminsku meru koju predstavǉa vaǉak visine A konstruisan nad ravninskim
B, itd. U ,,Elementima“ i prevedene na savremeni jezik, mo¼emo na²i teoreme
koje ka¼u: dva pravougaonika sa stranicama a, b i c, d imaju jednake povrxine
ako i samo ako je (direktna) razmera a : c jednaka (inverznoj) d : b. Ose²aju²i
razliku, renesansni matematiqar Tartaǉa (Nicolo Fontana, 1500-1557) zalagao
se za terminoloxko razlikovaǌe - kad se brojevi mno¼e da se koristi termin
“multiplicare”, a korespondentna manipulacija sa magnitudama naznaqavala bi
se sa “ducere” (izvo±eǌe).

Eudoksova teorija dala je znaqeǌe realnom broju kao du¼inskoj meri, ali
je sputala svaki daǉi razvoj simboliqke matematike.

Sjaj Dekartovog otkri�a

Kad ka¼emo da je Dekart (René Decartes, 1596-1650) otkrio anlaitiqku geo-
metriju, mo¼emo pomisliti da je on uvo±eǌem koordinata, spojio geometriju sa
postoje²om algebrom. Ono xto je kod Dekarta bilo posebno bitno je fiksiraǌe
na polupravoj sa poqetkom O, jediniqne du¼i prema kojoj ²e se odnos svake druge
du¼i izra¼avati.

Da budemo precizniji, me±u svim jednakim razmerama a : b, uzima se ona oblika
a′ : 1 koja ²e tu klasu oznaka predstavǉati na jedinstven naqin.

Tako svaki realni broj predstavǉa jedinstvena du¼ a′, koja se prenosi na
polupravu sa svojim poqetkom u taqki O. Na gorǌoj slici du¼ OB je uzeta
da predstavǉa tu du¼ a′. Tako se dobija jedan geometrijski model kojim pred-
stavǉamo realne brojeve du¼ima (a u kasnijem razvoju i taqkama, budu²i da su
du¼i OB i taqke B na Dekartovoj ,,osi“ u 1–1 korespodenciji).

Du¼ a′ u jednakosti a : b = a′ : 1 lako se konstruixe koriste²i se sliqnim
trouglovima, tj. ǌu mo¼emo smatrati kao rezultat deǉeǌa du¼i a sa du¼i b.
Sliqno, koriste²i sliqnost, Dekart je konstruisao i du¼i koje bi predstavǉale
proizvode a · b (a to je bila du¼ x u proporciji 1 : a = b : x). Te geometrijske
konstrukcije shva²ene kao operacije, imale su za rezultat opet du¼, koja se
mogla prenositi na osu. Ovo je vrlo znaqajni aspekt Dekartova modela, da je
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on zatvoren u odnosu na operacije mno¼eǌa i deǉeǌa. To je i uqinilo ǌegov
naqin spajaǌa geometrije i algebre (tj. ideja o brojevima) uspexnim, a xto nije
u potpunosti mogao biti sluqaj sa takvim pokuxajima koje nalazimo kod Vieta
i ǌegovog uqenika Marina Getaldi²a.

Dekart je radio sa poluosom, odnosno sa ,,qetvrtinom“ ravni, jer je odbi-
jao ideje o negativnim brojevima (koji su se javǉali kao rezultat rexavaǌa
jednaqina, ali koji su tek dugo posle stekli svoju legitimnost u matematici).
Izlo¼i²emo u savremenijem okviru ove Dekartove ideje, nadaju²i se da ²e one
dobiti vixe mesta u nastavi matematike.

Dekartov model u savremenom vidu

Mnoge matematiqke objekte uzimamo kao orijentisane, opredeǉuju²i se za
jednu od dve mogu²e orijentacije. Intuitivno se oslaǌaju²i na dva mogu²a
smera kretaǌa po pravoj, uzimamo je kao orijentisanu i nazivamo osa. Sliqno,
razlikuju²i du¼ AB od du¼i BA, govorimo o orijentisanim du¼ima i ǌihovim
poqetnim i krajǌim taqkama. Tada podudarnost orijentisanih du¼i znaqi mo-
gu²nost ǌihovog poklapaǌa putem translatornog prenosa - poklapaǌem poqetka
sa poqetkom i kraja sa krajem.

Ako pozitivne realne brojeve mo¼emo interpretirati kao odnose jedne du¼i
prema drugoj koja je odabrana za jedinicu mere, interpretacija svih realnih
brojeva su odnosi orijentisanih du¼i prema orijentisanoj jediniqnoj du¼i.

Ovu slo¼eniju priqu o orijentaciji mo¼emo izbe²i koriste²i osu sa iz-
dvojenom taqkom O i fiksiranom jediniqnom du¼i i korix²eǌem dveju upravnih
osa te vrste, koje qine koordinatni sistem u ravni. Korix²eǌe ose i koordina-
tnog sistema je jedino osavremeǌe u naxem izlagaǌu Dekartovog geometrijskog
modela za skup realnih brojeva.

Slova a, b, . . . bi²e promenǉive kojima ²emo oznaqavati realne brojeve.
Kad je a > 0 i b < 0, du¼i OA i OB bi²e geometrijski reprezenti za a i b.

Kad te du¼i prestajemo da smatramo kao orijentisane, ǌihove du¼ine (rastojaǌe
izme±u ǌihovih krajǌih taqaka merena jediniqnom du¼i) su pozitivni brojevi
|a| i |b|, koje zovemo apsolutnim vrednostima brojeva a i b.

Za dve du¼i OA i OB, pomeraǌem du¼ ose du¼i OB u polo¼aj gde se poqetna
taqka du¼i OB poklapa sa krajǌom taqkom du¼i OA, dobija se du¼ OB′ za koju
ka¼emo da nastaje nadovezivaǌem du¼i OA i OB. Nadovezivaǌe je geometrijska
konstrukcija koja daje smisao sabiraǌu realnih brojeva.

Na slede²im slikama interpretirana su qetiri sluqaja takvog sabiraǌa.
(i)

a > 0 i b > 0



10 M. Marjanovi², M. Zeǉi²

(ii)

a < 0 i b < 0

(iii)

a > 0, b < 0 i |a| < |b|

(iv)

a > 0, b < 0 i |a| > |b|

U sluqajevima (i) i (ii): |a + b| = |a| + |b|, a u sluqajevima (iii) i (iv):
|a + b| < |a|+ |b|, (pa je uvek |a + b| 6 |a|+ |b|).

Za broj a, −a je ǌegov suprotni, xto interpretiraju slede²e slike:

U razmeri a : b = c : d, parove a, c i b, d zva²emo analognim (tj. kada se ovi
koliqnici pixu kao razlomci, analogni su brojilac sa brojiocem i imenilac sa
imeniocem).

Proizvod a·b interpretira²emo geometrijski kao du¼ koja nastaje konstruk-
cijom sliqnih trouglova. Kad imamo proporciju

1 : a = b : x,

prema pomenutoj Euklidovoj teoremi, pravougaonik sa stranicama 1, x ima istu
povrxinu kao i pravougaonik qije su stranice a, b (tj. bi²e 1 ·x = a · b, odnosno,
x = a · b). Du¼ x konstruixemo, povlaqe²i prvo du¼ qiji su krajevi poznati,
analogni qlanovi u ovoj proporciji, pa zatim konstruixu²i paralelnu du¼ sa
krajevima u taqkama a i x.

Navedimo slede²a qetiri tipiqna sluqaja:
(i) a > 0 i b > 0; a · b > 0 (ii) a > 0 i b < 0; a · b < 0
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(iii) a < 0 i b > 0; a · b < 0 (iv) a < 0 i b < 0; a · b > 0

Intuitivna osnova vezana za orijentaciju dve ose slu¼i nam za razumevaǌe
znaka proizvoda zavisno od znaka ǌegovih faktora.

Mixǉeǌa smo da ovakav geometrijski pristup, pored istorijskog, ima i
svoje puno didaktiqko opravdaǌe. Bez toga u nastavi o realnim brojevima ostaje
niz praznih hodova i formalistiqkih procedura.

Zaista smexno deluje u osnovnoxkolskom u­beniku ,,definicija“ kvadratnog
korena iz pozitivnog broja a, kad ka¼emo da je to pozitivno rexeǌe jednaqine

x2 = a. U univerzitetskim kursevima
analize nalazimo teoremu o egzistenci-
ji kvadratnog korena. A u sadr¼ajima
VIII razreda nemamo nixta xto bi nas
ube±ivalo da takvo rexeǌe postoji, ni-
ti se zna xta je x · x (i generalnije a · b
kad su a i b proizvoǉni realni brojevi).
I ovu enigmu izbegavamo geometrijski,
ako se slu¼imo poznatom konstrukcijom
predstavǉenom ovom slikom.

Dakle, ne zaboravǉajmo da su du�i nosioci znaqeǌa realnih brojeva.
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