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PITAGORINE TROJKE I FIBONAQIJEV NIZ

U jednom od prethodnih brojeva Nastave matematike u qlanku Invari-
jantna preslikavaǌa Pitagorinih trojki1, videli smo dva postupka za ge-
nerisaǌe svih osnovnih Pitagorinih trojki. Oslaǌaju²i se na taj tekst, po-
kaza²emo sada i jednu interesantnu vezu izme±u qlanova Fibonaqijevog niza i
Pitagorinih trojki.

Definicija. Niz prirodnih brojeva (Fn)n∈N definisan poqetnim uslovi-
ma F1 = 1, F2 = 1 i rekurentnom formulom Fn+2 = Fn+1+Fn zove se Fibonaqijev
niz.

Mo¼e se pokazati da je opxti qlan ovog niza dat formulom

Fn =
1√
5
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1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n)
, n ∈ N.

Posmatrajmo niz ure±enih trojki (Fn+2Fn−1, 2Fn+1Fn, F 2
n+1 + F 2

n), n > 2.
Prvi qlan te trojke mo¼emo transformisati na slede²i naqin

Fn+2Fn−1 = (Fn+1 + Fn)(Fn+1 − Fn) = F 2
n+1 − F 2

n .

S obzirom na teoremu 1 iz gore pomenutog qlanka, zakǉuqujemo da dati niz pred-
stavǉa niz Pitagorinih trojki

(1)




xn = Fn+2Fn−1

yn = 2Fn+1Fn

zn = F 2
n+1 + F 2

n


 , n > 2.

Trojka iz tog niza ²e biti osnovna ako su uzastopni qlanovi Fibonaqijevog niza
Fn, Fn+1 uzajamno prosti i razliqite parnosti. Prvi uslov je ispuǌen. Zaista,
ako pretpostavimo suprotno, da Fn, Fn+1 imaju zajedniqki delilac d > 2, tada
va¼i niz jednakosti

Fn−1 = Fn+1 − Fn ≡ 0 (mod d),

Fn−2 = Fn − Fn−1 ≡ 0 (mod d),
. . . . . . . . . ,

F1 = F3 − F2 ≡ 0 (mod d),

xto je zbog F1 = 1 nemogu²e.

1 Nastava matematike L, 1–2 (2005), 41–46.
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Matematiqkom indukcijom ²emo dokazati i slede²e tvr±eǌe.

Teorema 1. Podniz (F3k)k∈N Fibonaqijevog niza je niz parnih brojeva.

Dokaz. Lako se proverava da je za k = 1, F3 parno. Pretpostavimo da je
tvr±eǌe taqno za sve qlanove podniza qiji se indeks izra¼ava pomo²u brojeva
maǌih od k. Tada je:

F3k = F3k−1 + F3k−2 = 2F3k−2 + F3(k−1).

Kako je 2F3k−2 parno, a tako±e i F3(k−1) po indukcijiskoj hipotezi, to je i zbir
F3k paran.

Zakǉuqujemo da su ostali qlanovi Fibonaqijevog niza neparni.
Odgovaraju²e razlike izme±u hipotenuze i kateta u trouglovima kojima od-

govara niz (1) su:

αn = zn − yn = F 2
n+1 + F 2

n − 2Fn+1Fn = (Fn+1 − Fn)2 = F 2
n−1,

βn = zn − xn = F 2
n+1 + F 2

n − Fn+2Fn−1 = F 2
n+1 + F 2

n − (F 2
n+1 − F 2

n) = 2F 2
n .

Niz preqnika kru¼nica upisanih u te trouglove ²e biti

γn = xn + yn − zn = Fn+2Fn−1 + 2Fn+1Fn − (F 2
n+1 + F 2

n)

= F 2
n+1 − F 2

n + 2Fn+1Fn − F 2
n+1 − F 2

n = 2Fn+1Fn − 2F 2
n

= 2Fn(Fn+1 − Fn) = 2FnFn−1.

Za konstrukciju jox jedne klase Pitagorinih trojki definisanih pomo²u
qlanova Fibonaqijevog niza, doka¼imo jox jedno pomo²no tvr±eǌe.

Teorema 2. Za prirodan broj k > 2 i n ∈ N va�i slede�a jednakost
me�u qlanovima Fibonaqijevog niza

Fn+k = FkFn+1 + Fk−1Fn.

Dokaz. Za k = 2 je Fn+2 = F2Fn+1 +F1Fn = Fn+1 +Fn, pa je tvr±eǌe taqno.
Pretpostavimo da je ono taqno i za k = m:

Fn+m = FmFn+1 + Fm−1Fn.

Tada je za k = m + 1,

Fn+m+1 = Fn+m + Fn+m−1 = FmFn+1 + Fm−1Fn + Fm−1Fn+1 + Fm−2Fn

= (Fm + Fm−1)Fn+1 + (Fm−1 + Fm−2)Fn = Fm+1Fn+1 + FmFn,

xto je i trebalo dokazati.
Na osnovu dokazanog je

F2n = Fn+n = FnFn+1 + Fn−1Fn = Fn(Fn+1 + Fn−1)

= (Fn+1 − Fn−1)(Fn+1 + Fn−1) = F 2
n+1 − F 2

n−1, n ∈ N.
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Zakǉuqujemo da je i

(2)




xn = F2n

yn = 2Fn+1Fn−1

zn = F 2
n+1 + F 2

n−1


 , n ∈ N,

tako±e niz Pitagorinih trojki.

Odgovaraju²e razlike izme±u hipotenuza i kateta su:

αn = zn − yn = F 2
n+1 + F 2

n−1 − 2FnFn−1 = (Fn+1 − Fn−1)2 = F 2
n ,

βn = zn − xn = F 2
n+1 + F 2

n−1 − (F 2
n+1 − F 2

n−1) = 2F 2
n−1.

Niz preqnika upisanih kru¼nica je

γn = xn + yn − zn =
√

2αnβn = 2FnFn−1,

tj. preqnici kru¼nica upisanih u trouglove (1) i (2) su jednaki.

S obzirom na teoremu 3 iz napred pomenutog qlanka, zakǉuqujemo: oko is-
te kru¼nice mogu²e je konstruisati dva Pitagorina trougla, qije su stranice
izra¼ene pomo²u qlanova Fibonaqijevog niza i osnovnih operacija bez deǉeǌa.
Uzimaju²i prvo αn = 1 i βn = 2F 2

nF 2
n−1, dobija se niz Pitagorinih trojki

(3)




xn = 1 + 2FnFn−1

yn = 2F 2
nF 2

n−1 + 2FnFn−1

zn = 1 + 2F 2
nF 2

n−1 + 2FnFn−1


 , n ∈ N,

i drugo, za αn = F 2
nF 2

n−1 i βn = 2, imamo slede²i niz Pitagorinih trouglova:

(4)




xn = F 2
nF 2

n−1 + 2FnFn−1

yn = 2 + 2FnFn−1

zn = F 2
nF 2

n−1 + 2 + 2FnFn−1


 , n ∈ N.

Na osnovu dosad izlo¼enog, mo¼e se zakǉuqiti:

• u sluqaju da je n = 3k − 1, k ∈ N, bi²e neparni i Fn i Fn−1. Kako su ti
qlanovi Fibonaqijevog niza i uzajamno prosti, sva qetriri prethodno de-
finisana niza Pitagorinih trojki predstavǉaju osnovne Pitagorine trojke;

• za n = 3k, k ∈ N, bi²e Fn parno, a Fn−1 neparno; u tom sluqaju trojke (1)
i (3) su osnovne, a trojke (2) i (4) izvedene;

• ako je n = 3k + 1, k ∈ N, onda je Fn neparno, a Fn−1 parno; tada su trojke
(2) i (3) osnovne, a (1) i (4) su izvedene.

U slede²im tabelama navedeno je po nekoliko qlanova svakog od definisanih
nizova Pitagorinih trojki.
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n Fn xn = Fn+2Fn−1 yn = 2Fn+1Fn zn = F 2
n+1 + F 2

n

1 1

2 1 3 4 5

3 2 5 12 13

4 3 16 30 34

5 5 39 80 89

6 8 105 208 233

7 13 272 546 610

8 21 715 1428 1597

9 34 1869 3740 4181

10 55 4896 9790 10946

11 89 12815 25632 28657

12 144 33553 67104 75025

13 233 87840 175682 196418

14 377 229971 459940 514229

15 610 602069 1204140 1346269

16 987 1576240 3152478 3524578

17 1597 4126647 8253296 9227465

18 2584 10803705 21607408 24157817

19 4181 28284464 56568930 63245986

Tabela 1

n Fn xn = 2FnFn−1 + 1 yn = 2F 2
nF 2

n−1 + 2FnFn−1 zn = 1 + 2F 2
nF 2

n−1 + 2FnFn−1

1 1

2 1 3 4 5

3 2 5 12 13

4 3 13 84 85

5 5 31 480 481

6 8 81 3280 3281

7 13 209 21840 21841

8 21 547 149604 149605

9 34 1429 1021020 1021021

10 55 3741 6997540 6997541

11 89 9791 47931840 47931841

12 144 25633 328525344 328525345

13 233 67105 2251540512 2251540513

14 377 175683 15432258244 15432258245

Tabela 3
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n Fn xn = F2n yn = 2Fn+1Fn−1 zn = F 2
n+1 + F 2

n−1

1 1

2 1 3 4 5

3 2 8 6 10

4 3 21 20 29

5 5 55 48 73

6 8 144 130 194

7 13 377 336 505

8 21 987 884 1325

9 34 2584 2310 3466

10 55 6765 6052 9077

11 89 17711 15840 23761

12 144 46368 41474 62210

13 233 121393 108576 162865

14 377 317811 284260 426389

15 610 832040 744198 1116298

16 987 2178309 1948340 2922509

17 1597 5702887 5100816 7651225

18 2584 14930352 13354114 20031170

19 4181 39088169 34961520 52442281

Tabela 2

n Fn xn = F 2
nF 2

n−1 + 2Fn+1Fn−1 yn = 2FnFn−1 + 2 zn = F 2
nF 2

n−1 + 2 + 2FnFn−1

1 1

2 1 3 4 5

3 2 8 6 10

4 3 48 14 50

5 5 255 32 257

6 8 1680 82 1682

7 13 11024 210 11026

8 21 75075 548 75077

9 34 511224 1430 511226

10 55 3500640 3742 3500642

11 89 23970815 9792 23970817

12 144 164275488 25634 164275490

13 233 1125803808 67106 1125803810

14 377 7716216963 175684 7716216965

Tabela 4


