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VIZUALNI PRISTUP DEFINICIJI IZVODA FUNKCIJE

1. Uvod

Uspexnost vaspitno-obrazovnog rada zavisi od raznovrsnosti korix²eǌa
nastavnih oblika, metoda i sredstava. ǋihovim pravilnim i kreativnim kom-
binovaǌem se podstiqe aktivno anga¼ovaǌe uqenika u nastavnom procesu, a samim
tim je ostvarivaǌe postavǉenih ciǉeva i zadataka izvesnije i uspexnije.

U nastavnom procesu je korisno kombinovaǌe razliqitih metodiqkih rexe-
ǌa i izbor onih metoda koje su najpogodnije za postizaǌe definisanih ciǉeva i
koje su uskla±ene sa sadr¼ajem nastave i uzrasnim i razvojnim karakteristikama
uqenika.

Jedan od ciǉeva je ,,da uqenik treba da bude osposobǉen za korix²eǌe raz-
liqitih informacija (ukǉuquju²i struqnu i nauqnu literaturu); razliqitih
oblika informatiqkih i komunikacionih sredstava; za kritiqki odnos u pri-
maǌu, razumevaǌu i razmeni informacija i kritiqki odnos prema izvorima in-
formacija.“ [8]

Postoji niz razliqitih programskih paketa nameǌenih radu sa matemati-
qkim sadr¼ajima, kao xto su Mathematica, Maple, Auto-cad, Scientific
WorkPlace i drugi. Ve²ina ǌih omogu²ava vrxeǌe simboliqkih, numeriqkih
i grafiqkih operacija, tako da ,,grafiqke mogu²nosti raqunara poma¼u da se
matematika vidi, algebarski deo softvera obezbe±uje da se matematika radi, a
koriste²i izra¼ajnost programskog jezika matematika stvara . . . “

,,Xarene slike“ mogu uqiniti matematiqke qiǌenice stvarnijim i prih-
vatǉivijim za uqenike, a samim tim one postaju boǉe razumǉive i lakxe upo-
trebǉive. Me±utim one ne mogu pomo²i da se razume veza izme±u unetih podataka
i dobijene slike, pa raqunar jeste i treba da bude pomo²no sredstvo koje ²e u
kombinaciji sa drugim nastavnim sredstvima dati boǉe rezultate.

Uvo±eǌem raqunara u nastavu se ne umaǌuje uloga nastavnika. On i daǉe
ostaje centralna liqnost, predavaq i voditeǉ.

Ideja za ovaj rad je potekla je iz reqenice:
,,Kompjuter ²e napraviti revoluciju u matematiqkom obrazovaǌu, ne samo

sposobnox²u brzog raqunaǌa, nego i sposobnox²u prikazivaǌa pokretnih sli-
ka. Te mogu²nosti se koriste u interaktivnim programima da prika¼u ideju
diferenciraǌa i integracije . . . “ (David Tall 1983).
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Rad sadr¼i ilustrativni pristup obrade definicije izvoda funkcije jedne
realne promenǉive. Raqunar omogu²ava vizualizaciju graniqnog procesa koji je
u osnovi definicije izvoda funkcije.

Korix²en je programski paket Scientific WorkPlace u okviru kojeg se ma-
tematika radi uz podrxku jedne verzije Maple-a, ali se iste ideje mogu reali-
zovati i pomo²u ostalih programskih paketa.

2. Vizualizacija koliqnika priraxtaja

Prilikom obrade nastavne teme IZVOD FUNKCIJE uvodni qasovi se po-
sve²uju formiraǌu pojmova:

• priraxtaj argumenta ∆x = x− x0,
• priraxtaj funkcije ∆f = f(x)− f(x0),

• koliqnik priraxtaja
∆f

∆x
=

f(x)− f(x0)
x− x0

,

u taqki x0.

Radi jednostavnosti qesto se umesto ∆x koristi oznaka h.
Izvod realne funkcije jedne realne promenǉive uvodi se preko graniqne

vrednosti koliqnika priraxtaja

(1) lim
h→0

f(x + h)− f(x)
h

,

u taqki x.
U naxim xkolama se izraqunavaǌa graniqnih vrednosti [1] za elementar-

ne funkcije rade uglavnom posle qasova utv±ivaǌa gradiva graniqne vrednosti
funkcija, odnosno kao primena graniqne vrednosti. U svetu, na primer u Engle-
skoj, uqenici se prvi put sre²u sa oznakom graniqne vrednosti bax u momentu
kada definixu prvi izvod funkcije. Zato se veliki znaqaj pridaje vizualnom
pristupu definicije izvoda funkcije.

Na osnovu iskustva je poznato da u ovom uzrasnom dobu i naxi uqenici
qesto nemaju jasnu sliku graniqnog procesa, posebno kada se posmatra graniqna
vrednost koliqnika priraxtaja.

U ciǉu uvo±eǌa pojma izvoda funkcije f : D → R (jedne realne promenǉive)
formira se (za odre±ene funkcije) koliqnik priraxtaja (u proizvoǉnoj taqki x),
koji ²emo oznaqiti sa

(2) k(x, h) =
f(x + h)− f(x)

h
.

Funkcija k jeste funkcija dve promenǉive x i h, me±utim, u daǉem radu se prate
promene vrednosti h. Za svako odabrano h dobija se funkcija k, koja sada zavisi
samo od x i crta se ǌen grafik pomo²u raqunara.

Uoqavamo da, ako se vrednost h smaǌuje i te¼i nuli, tada se grafici odgo-
varaju²ih funkcija k ,,pribli¼avaju“ grafiku jedne funkcije, xto se na slici
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vidi ,,poduplavaǌem krivih“. Na taj naqin se vizualno dolazi do grafika izvo-
dne funkcije, koja je rezultat graniqnog procesa i koja se oznaqava sa f ′.

Elementarne funkcije imaju izvod praktiqno u svakoj taqki svog domena i
zato ²emo vizualni pristup prikazati pomo²u odabranih primera za:
• stepene funkcije, tj. funkcije f oblika f(x) = xn (n ∈ Z);
• korene funkcije, tj. funkcije f oblika f(x) = n

√
x (n ∈ N);

• eksponencijalne funkcije, tj. funkcije f oblika f(x) = ax (a > 0);
• logaritamske funkcije, tj. funkcije f oblika f(x) = loga x (a > 0);
• trigonometrijske funkcije: sin x, cosx, tg x, ctg x.

3. Vizualizacija prvog izvoda funkcije

3.1. Stepena funkcija
U prvom primeru posmatra²emo stepenu funkciju i vizualno odrediti ǌen

izvod.

Primer 1. Za funkciju f(x) = x2 koliqnik priraxtaja je

k(x, h) =
(x + h)2 − x2

h
.

Grafici funkcije k, za razliqite vrednosti h, prikazani su na slici 1 i na
slici 2.

Sl. 1 Sl. 2

Ako izaberemo h = 1 i posmatramo taqke A(−.5, 0) i B(0, 1), koje pripadaju
grafiku funkcije k(x, 1) (slika 1), tada je jednaqina prave odre±ene taqkama A
i B, y = 2x + 1.

Analogno se za h = −0.2 i taqke C(.1, 0) i D(0,−0.2), koje pripadaju gra-
fiku funkcije k(x,−0.2) (slika 1), dobija jednaqina prave odre±ene taqkama C
i D y = 2x− 0.2.

Koliqnik priraxtaja k se mo¼e napisati kao

k(x, h) =
(x + h)2 − x2

h
= 2x + h,
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pa se za h = 1 i h = −0.2 dobija k(x, 1) = 2x+1, k(x, 0.2) = 2x−0.2, respektivno.
Znaqi, prava y = 2x+1 jeste grafik funkcije k(x, 1), odnosno prava y = 2x+0.2
jeste grafik funkcije k(x, 0.2).

Daǉe, posmatraju²i pravu datu sa k(x, h) = 2x + h, mo¼emo re²i da ako od-
seqak h na y osi te¼i nuli, tada odgovaraju²i grafici funkcija k te¼e grafiku
funkcije y = 2x.

Zakǉuqak: Funkcija y = 2x je izvodna funkcija funkcije f(x) = x2. 4
Primer 2. Za funkciju f(x) = x3 koliqnik priraxtaja je

k(x, h) =
(x + h)3 − x3

h
.

Grafici funkcije k za razliqite vrednosti h su prikazani na slici 3.

Sl. 3

Primenom algebarskih transformacija dobija se

k(x, h) = 3x2 + 3xh + h2,

odakle sledi da, kada h te¼i nuli, dobijamo funkciju y = 3x2 , qiji grafik
odgovara grafiku funkcije g za a = 3.

Ovo mo¼emo potvrditi i efektivnim izraqunavaǌem:

lim
h→0

(x + h)3 − x3

h
= lim

h→0
(3x2 + 3xh + h2) = 3x2.

Zakǉuqak: Izvodna funkcija funkcije f(x) = x3 jeste f ′(x) = 3x2. 4
U oba primera mo¼emo direktno koristiti raqunar i dobiti f ′(x) = 2x,

u prvom i f ′(x) = 3x2 u drugom primeru.
Na osnovu ovako steqenog (veoma skromnog) iskustva uqenika (ili na osnovu

zakǉuqivaǌa po analogiji), mo¼e se ukazati da tabliqni izvod funkcije f(x) =
xn, n ∈ N, jeste f ′(x) = nxn−1.
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Sl. 4

Primer 3. Funkcija f(x) =
√

x , x > 0, ima koliqnik priraxtaja k(x, h) =√
x + h−√x

h
, qiji su grafici za razliqite vrednosti h prikazani na slici 4.

U ovom sluqaju nije lako, na osnovu grafika, prepoznati izvodnu funkciju,
pa izraqunavaǌem dobijamo

lim
h→0

√
x + h−√x

h
= lim

h→0

(
√

x + h−√x)(
√

x + h +
√

x)
h(
√

x + h +
√

x)

= lim
h→0

h

h(
√

x + h +
√

x)
=

1
2
√

x
.

Dakle za f(x) =
√

x, x > 0, prvi izvod je f ′(x) =
1

2
√

x
, x > 0. 4

Ako tu istu funkciju posmatramo u obliku stepena f(x) = x
1
2 , x > 0, tada

je f ′(x) =
1
2
x−

1
2 , x > 0; xto nije u suprotnosti sa zakǉuqkom o izvodu stepene

funkcije, bez obzira na qiǌenicu da stepen nije prirodan broj. Pa eto ideje
i prilike da se formula uopxti i na sluqaj da je stepen racionalan broj, uz
du¼no poxtovaǌe svih uslova o definisanosti same funkcije.

3.2. Eksponencijalna funkcija
Posmatra²emo prvo funkciju 2x, a zatim funkciju ex.

Primer 4. Za funkciju f(x) = 2x je k(x, h) =
2x+h − 2x

h
, qiji su grafici

prikazani na slici 5, za razliqite vrednosti h.
Vizualno: grafik izvodne funkcije jeste eksponencijalna kriva.
Ovom metodom ne mo¼e se precizno odrediti izvodna funkcija. Zato se radi

izraqunavaǌe klasiqnim putem:

lim
h→0

2x+h − 2x

h
= lim

h→0

2x(2h − 1)
h

= 2x lim
h→0

2h − 1
h

= 2x ln 2,

ili pomo²u raqunara f ′(x) = 2x ln 2. 4
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Sl. 5

Analogno se izvodi zakǉuqak i za eksponencijalnu funkciju uopxte, tj. za
funkciju f(x) = ax, a > 0. Izvod se odre±uje po definiciji

lim
h→0

ax+h − ax

h
= ax lim

h→0

ah − 1
h

= ax ln a, a > 0.

Me±u eksponencijalnim funkcijama izdvaja se funkcija f(x) = ex.

Primer 5. Postupaju²i analogno prethodnim primerima posmatramo funk-

ciju k(x, h) =
ex+h − ex

h
i crtamo grafike za razne vrednosti h (slika 6).

Sl. 6

Kao xto se na slici vidi, dobijene krive te¼e ka grafiku neke eksponenci-
jalne funkcije, kada h te¼i nuli, a na osnovu zakǉuqka iz prethodnog primera
to je funkcija ex ln e odnosno ex.

Znaqi, izvodna funkcija funkcije ex je sama ta funkcija; a bax po tome se
ova funkcija izdvaja od ostalih. 4
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3.3. Logaritamska funkcija
Od logaritamskih funkcija f(x) = loga x (a > 0), x ∈ R+, izdvajamo funk-

ciju y = ln x qiji se izvod nalazi u tablicama izvoda.

Primer 6. Za y = ln x, koliqnik priraxtaja je k(x, h) =
ln(x + h)− ln x

h
,

qiji su grafici prikazani na slici 7, za razliqite vrednosti h.

Sl. 7

,,Poduplavaǌem“ grafika dobija se odre±ena kriva i od uqenika se mo¼e
oqekivati da prepoznaju funkciju qiji je to grafik. Uqenicima se mo¼e pomo²i

utoliko xto se odvojeno nacrta grafik funkcije y =
1
x

, x > 0, pa se dobijene
slike uporede.

Zakǉuqak: izvodna funkcija funkcije f(x) = ln x, x > 0 jeste f ′(x) =
1
x

,
x > 0.

Primedba: ovo se mo¼e raditi u gimnazijama, a u sredǌim struqnim xko-
lama zakǉuqak se izvodi analogno prethodnim primerima. 4

3.4. Trigonometrijske funkcije
Posmatra²emo funkciju f(x) = sin x i vizualno i pomo²u definicije odre-

diti ǌen izvod. Za funkciju f(x) = cos x postupak je analogan.

Primer 7. Za funkciju f(x) = sin x, odgovaraju²i koliqnik

sin(x + h)− sinx

h

oznaqi²emo sa ks(x, h) i na slici 8 prikazati grafike koje dobijamo variraju²i
vrednosti za h.

Interesantno je primetiti da primena trigonometrijskih transformacija
u okviru ks(x, h) daje

ks(x, h) =
sin(x + h)− sin x

h
=

2 cos
(

x+h+x
2

)
sin(x+h−x

2 )
h

=
2 sin h

2

h
cos

(
x +

h

2

)
,
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Sl. 8

odakle vidimo da je za taqku x vezan samo qinilac cos(x + h
2 ). Primetimo da su

koliqnici priraxtaja ks funkcije oblika

A(h) cos
(

x +
h

2

)
, gde je A(h) =

2 sin h
2

h
.

Na primer, za h = 2 je A(1) =
2 sin 1

2
= 0.841 47, odnosno za h = −1 je A(−1) =

2 sin(− 1
2 )

−1
= 0.958 85. Grafici funkcija 0.841 47 cos(x + 1) i 0.958 85 cos(x− 1

2 )

su prikazani isprekidanom linijom na slikama 8 i 10, a izdvojeno na slici 9.

Sl. 9

Daǉe mo¼emo sa uqenicima anlizirati grafike funkcija ks. Ako h → 0
tada se A(h) pove²ava i te¼i 1, pa maksimumi funkcija ks pove²avaju i te¼e 1.
Grafik funkcije cos(x + h

2 ) se mo¼e smatrati da je nastao tako xto se grafik
funkcije cosx translira za h

2 , i cos(x + h
2 ) te¼i ka cos x, kada h te¼i 0. Znaqi
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imamo:

lim
h→0

kx,s(h) = lim
h→0

2 sin h
2

h
cos

(
x +

h

2

)
= lim

h→0

2 sin h
2

h
2

· lim
h→0

cos
(

x +
h

2

)

= lim
h→0

sin h
2

h
2

· lim
h→0

cos
(

x +
h

2

)
= 1 · lim

h→0
cos

(
x +

h

2

)
= cos x.

Predstavǉaǌem slike u koordinatnom sistemu sa jednakim jediniqnim po-
deocima uqenicima postaje uoqǉivije da je kriva na slici 10 grafik funkcije
y = cos x.

Sl. 10

Zakǉuqak: izvodna funkcija funkcije f(x) = sin x jeste f ′(x) = cosx. 4
3.5. Ostale funkcije
Odre±ivaǌe izvoda funkcije f(x) = arctg x je zanimǉivo za vizualnu pre-

zentaciju, jer se ne mora koristiti formula za izvod inverzne funkcije, koja
uqenicima mo¼e da predstavǉa problem.

Primer 8. Za funkciju f(x) = arctg x, grafici koliqnika priraxtaja

k(x, h) =
arctg(x + h)− arctg x

h

su, za razne vrednosti za h, prikazani na slici 11. Veoma se lepo vidi da
kada h te¼i nuli, tada grafici koliqnika priraxtaja te¼e grafiku funkcije

f(x) =
1

x2 + 1
4

Sl. 11
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4. Zakǉuqak

Izvod funkcije se najqex²e obra±uje u sredǌim xkolama qetvrtog stepena
kao i na prvoj godini fakulteta. Zato smatramo da je prikazana vizualna pre-
zentacija uvo±eǌa pojma izvoda veoma korisna i da mo¼e da doprinese boǉem
shvataǌu kako izvoda funkcije, tako i koliqnika priraxtaja i graniqne vredno-
sti funkcije. Na osnovu izlo¼enog mo¼emo ista²i da metod vizualizacije nije
dovoǉan za odre±ivaǌe izvodne funkcije. Zato prikazani postupak treba upotpu-
niti ostalim, ve² ustaǉenim, metodama zavisno od matematiqkih sadr¼aja koji
se obra±uju u xkoli.
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