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PRIBLI�NO RJEXAVAǋE JEDNAQINA

U literaturi u kojoj se obra±uje problem pribli¼nog rjexavaǌa jednaqina
iterativnim metodama akcenat se obiqno stavǉa na generisaǌe niza koji kon-
vergira ka rjexeǌu zadane jednaqine, dok se gotovo uopxte, pa¼ǌa ne posve²uje
problemu zaustavǉaǌa iterativnog procesa. Nejednakosti pomo²u kojih se pro-
cjeǌuje razlika izme±u taqnog i pribli¼nog rjexeǌa uvijek su dokazane, ali
ǌihova primjena prilikom rjexavaǌa konkretnih zadataka u pravilu ostaje ne-
dovoǉno istaknuta. Neiskusnog qitaoca takav pristup mo¼e navesti da pogre-
xno shvati pojam pribli¼nog rjexeǌa, xto kasnije mo¼e, kako je pokazano u
tekstu, imati veoma neprijatne posǉedice. Ciǉ ovog qlanka, u kojem je kao ilu-
strativna metoda analizirana tzv. metoda proste iteracije, je da se doprinese
prevazila¼eǌu pomenutih nedostataka.

1. Uvod

Definicija 1. Neka su A i B neprazni skupovi, neka f : A → B i neka je
b ∈ B. Jednaqina je svaki predikat du¼ine jedan1 definisan na skupu A sa

(1) P (x) : ‘‘f(x) = b’’.

Rjexeǌe jednaqine (1) je svako ξ ∈ A za koje je P (ξ) = >. Ukoliko je η ∈ A takvo
da je P (η) = ⊥, onda η nije rjexeǌe jednaqine (1).

Drugim rijeqima, ξ ∈ A je rjexeǌe jednaqine (1) ako i samo ako je f(ξ) = 0,
odnosno ako i samo ako ξ zadovoǉava jednaqinu (1).

Primjer 1. Neka je A = B = R i neka je f(x) = x2 + 5x− 6. Broj 1 jeste
rjexeǌe jednaqine x2 + 5x − 6 = 0 jer je f(1) = 0, dok broj 3 nije rjexeǌe te
jednaqine jer je f(3) = 18 6= 0.

Rijexiti zadanu jednaqinu znaqi odrediti sva ǌena rjexeǌa ili dokazati
da zadana jednaqina nema rjexeǌa. Na ¼alost, zanemarǉivo mali broj jednaqina
koje se javǉaju prilikom rjexavaǌa raznih problema mo¼e se rijexiti. Zbog
toga se razvijaju metode pribli¼nog rjexavaǌa jednaqina.

Definicija 2. Neka je u definiciji 1 A normirani prostor. Pribli¼no
rjexeǌe jednaqine (1), odre±eno sa taqnox²u ε > 0, je svako ξ∗ ∈ A za koje va¼i
‖ξ − ξ∗‖ < ε, gdje je ξ (taqno) rjexeǌe jednaqine (1).

1 Predikat du¼ine n, definisan na skupu A, je svaka funkcija P : An → {>,⊥}.
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Dakle, pribli¼no rjexeǌe jednaqine (1) je svako ξ∗ ∈ A koje se nalazi u ε
okolini rjexeǌa ξ. Pribli¼no rijexiti jednaqinu znaqi za svako ǌeno rjexeǌe
odrediti barem jedno pribli¼no rjexeǌe. Iz prethodne definicije se vidi da
pribli¼no rjexavati ima smisla samo one jednaqine koje imaju rjexeǌa. Osnov-
na podjela metoda za pribli¼no rjexavaǌe jednaqina je na direktne i iterativne.

Direktnim metodama se, nakon konaqno mnogo koraka, dolazi do rjexeǌa
jednaqine (postupak za odre±ivaǌe korijena polinoma drugog, tre²eg ili qe-
tvrtog stepena, Gausova metoda rjexavaǌa sistema linearnih jednaqina, . . . ).
Teoretski, primjena ovih metoda dovodi do (taqnog) rjexeǌa zadane jednaqine.
Me±utim, zbog grexaka u raqunaǌu, koje su gotovo neizbje¼ne, direktnim meto-
dama se u pravilu dobija samo pribli¼no rjexeǌe zadane jednaqine.

Iterativnim metodama se, nakon beskonaqno mnogo koraka, dolazi do rje-
xeǌa jednaqine (razne metode za pribli¼no rjexavaǌe algebarskih i transcen-
dentnih jednaqina, iterativne metode za rjexavaǌe sistema linearnih jednaqina,
. . . ). Zbog nemogu²nosti ǌihove praktiqne realizacije, iterativne metode se za-
ustavǉaju nakon konaqno mnogo koraka i time se dobija samo pribli¼no rjexeǌe
zadane jednaqine. U daǉem tekstu pa¼ǌa ²e se posvetiti iterativnim metodama,
a kao model metoda se uzima tzv. metoda proste iteracije (analogno razmatraǌe
se mo¼e sprovesti i za bilo koju drugu iterativnu metodu).

Definicija 3. Neka su X i Y normirani prostori, neka je S ⊆ X i neka
ϕ : X → Y . Funkcija ϕ je kontrakcija na skupu S, sa koeficijentom kontrakcije
q ∈ [0, 1) ako

(∀x, y ∈ S) ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ ≤ q‖x− y‖.

Teorema 1. (Banahova teorema o nepokretnoj taqki) Neka je X Banahov
prostor, neka je skup S ⊆ X zatvoren u prostoru X i neka ϕ : S → S.
Ako je funkcija ϕ kontrakcija na skupu S, onda niz generisan rekurentnom
formulom

xn = ϕ(xn−1), n ∈ N

konvergira ka jedinstvenom rjexeu ξ ∈ S jednaqine x = ϕ(x) nezavisno od
izbora poqetne aproksimacije x0 ∈ S.

Dokaz ove teoreme mo¼e se na²i npr. u [2].
Razlika izme±u n-te aproksimacije xn i taqnog rjexeǌa ξ mo¼e se procje-

niti na jedan od sǉede²a dva naqina:

‖xn − ξ‖ ≤ q

1− q
‖xn − xn−1‖(2)

‖xn − ξ‖ ≤ qn

1− q
‖x1 − x0‖(3)

Konkretizacijom prostora X i Y , odnosno funkcije ϕ, kao posǉedice Bana-
hove teoreme o nepokretnoj taqki, dobijaju se tvr±eǌa koja su relativno jedno-
stavna za praktiqnu upotrebu.
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Teorema 2. Ako funkcija ϕ : [a, b] → [a, b], diferencijabilna na inter-
valu (a, b), ima osobinu da postoji pozitivna konstanta q < 1 takva da
je

(4) (∀x ∈ (a, b)) |ϕ′(x)| ≤ q,

onda niz generisan rekurentnom formulom xn = ϕ(xn−1), n ∈ N konvergira
ka jedinstvenom rjexeǌu ξ ∈ [a, b] jednaqine x = ϕ(x), nezavisno od izbora
poqetne aproksimacije x0 ∈ [a, b].

Nije texko dokazati (primjenom Lagran¼eve teoreme o sredǌoj vrijednosti)
da je uslov (4) dovoǉan da funkcija ϕ, u teoremi 2, bude kontrakcija na intervalu
[a, b].

Teorema 3. Neka je A realna kvadratna matrica reda n i neka postoji
pozitivna konstanta q < 1 takva da je ‖I −A‖ ≤ q (u bilo kojoj matriqnoj
normi). Tada niz generisan rekurentnom formulom

xn+1 = (I −A)xn + b, n ∈ N

konvergira ka jedinstvenom rjexeǌu ξ sistema linearnih jednaqina Ax = b
nezavisno od izbora poqetne aproksimacije x0 ∈ Rn.

Postupak pribli¼nog rjexavaǌa zadane jednaqine realizuje se u tri faze:
a) lokalizacija rjexeǌa zadane jednaqine,
b) generisaǌe niza aproksimacija i
v) zaustavǉaǌe iterativnog procesa.

U prvoj fazi se odre±uje okolina tra¼enog rjexeǌa zadane jednaqine u ko-
joj su zadovoǉene pretpostavke teoreme na kojoj se bazira iterativna metoda.
Obiqno su ove teoreme formulisane tako da zadovoǉeǌe ǌihovih pretpostavki
u nekoj okolini rjexeǌa, osim konvergencije niza aproksimacija ka tom rjexǌu,
obezbje±uje i egzistenciju i jedinstvenost odgovaraju²eg rjexeǌa u toj okoli-
ni. Na ¼alost, nije rijetkost da se prilikom pribli¼nog rjexavaǌa jednaqine
ova faza izostavǉa, bez obzira na ǌen esencijalni znaqaj za korektno rjexeǌe
postavǉenog problema.

Kriterijumi za zaustavǉaǌe iterativnog procesa (u metodi proste itera-
cije) izvode se iz nejednakosti (2) (tzv. aposteriorna ocjena grexke) i (3) (tzv.
apriorna ocjena grexke). Iz nejednakosti (2) slijedi da xn aproksimira rjexeǌe
zadane jednaqine sa taqnox²u ε > 0 ako je

(5) ‖xn − xn−1‖ < ε

(
1
q
− 1

)
,

dok iz nejednakosti (3) slijedi da je dovoǉno generisati

(6) n =


 ln ε(1−q)

‖x1−x0‖
ln q


 + 1
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qlanova niza aproksimacija da bi se rjexeǌe dobilo sa taqnox²u ε > 0. Obe
ove relacije se dobijaju tako xto se zahtijeva da desna strana nejednakosti (2),
odnosno (3) bude maǌa od zadane taqnosti ε > 0. Treba naglasiti da se krite-
rijum (6) dobija nakon vixe majoracija, pa je loxiji od kriterijuma (5), u tom
smislu da mo¼e zahtijevati odre±ivaǌe ve²eg broja aproksimacija nego xto je
to stvarno potrebno, da bi se postigla zahtijevana taqnost. Sa druge strane,
kriterijum (6) je boǉi, u tom smislu xto nije nakon svakog koraka potrebno
upore±ivati razliku izme±u uzastopnih aproksimacija sa konstantom ε( 1

q − 1).

2. Pogrexno shvataǌe pojma pribli�nog rjexeǌa

Osnova pogrexnog shvataǌa pojma pribli¼nog rjexeǌa je u komentaru koji
je dat nakon definicije 1. Naime, ξ∗ ∈ A se smatra pribli¼nim rjexeǌem je-
dnaqine (1) ako i samo ako je f(ξ∗) pribli¼no jednako nuli. Nexto korektnija,
ali i daǉe pogrexna definicija pribli¼nog rjexeǌa jednaqine (1) bi glasila:
ξ∗ ∈ A je pribli¼no rjexeǌe jednaqine (1), odre±eno sa taqnox²u ε > 0, ako
i samo ako je ‖f(ξ∗)‖ < ε (naravno, ova ,,definicija“ podrazumijeva da je skup
B u definiciji 1 normirani prostor). Uzrok ovakvog shvataǌa je qesto pri-
sutna (pogrexna) formulacija zadatka oblika ,,Pribli¼no rijexiti jednaqinu
. . . “, bez zadavaǌa taqnosti sa kojom treba rijexiti zadanu jednaqinu. Pored
toga, pogrexno shvataǌe pojma pribli¼nog rjexeǌa se uzrokuje i onda kada se
pribli¼no rjexavaǌe zadane jednaqine svede na samo formalno generisaǌe niza
koji (mo¼da) konvergira ka rjexeǌu zadane jednaqine (realizacija druge faze
u postupku pribli¼nog rjexavaǌa), bez jasnog kriterijuma o broju qlanova ni-
za koje treba odrediti (u ovakvim situacijama je gotovo nemogu²e generisati
optimalan broj qlanova niza). Iako trivijalan, primjer koji slijedi iliustru-
je kakve pogrexne zakǉuqke mo¼e izazvati pogrexno shvataǌe pojma pribli¼nog
rjexeǌa.

Primjer 2. Neka je f1(x) = 10−5x− 10−2 i neka je f2(x) = 105x− 108.
Jednaqina f1(x) = 0 ima jedinstveno rjexeǌe ξ = 103, a pribli¼no rjexeǌe

ove jednaqine, odre±eno sa taqnox²u ε = 10−3, je svaki broj iz intervala (1000−
10−3, 1000 + 10−3).

Sa druge strane, |f1(x)| < ε ⇔ x ∈ (900, 1100). Dakle, prema pogrexnoj
definiciji pojma pribli¼nog rjexeǌa, svaki broj iz intervala (900, 1100) bi
mogao biti pribli¼no rjexeǌe jednaqine f1(x) = 0 odre±eno sa taqnox²u ε =
10−3, xto znatno proxiruje interval kojem smije pripadati pribli¼no rjexeǌe.

Jednaqina f2(x) = 0 ima jedinstveno rjexeǌe ξ = 103, a pribli¼no rjexeǌe
ove jednaqine, odre±eno sa taqnox²u ε = 10−3, je tako±e svaki broj iz intervala
(1000− 10−3, 1000 + 10−3).

Budu²i da je |f2(x)| < ε ⇔ x ∈ (1000− 10−8, 1000 + 10−8), prema pogrexnoj
definiciji pojma pribli¼nog rjexeǌa, pribli¼no rjexeǌe jednaqine f2(x) =
0, odre±eno sa taqnox²u ε = 10−3, bi mogli biti samo brojevi iz intervala
(1000 − 10−8, 1000 + 10−8), xto znatno su¼ava interval kojem smije pripadati
pribli¼no rjexeǌe.
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3. Primjeri

U qetiri primjera koji slijede rjexavane su jednaqine oblika x = ϕ(x).
Svaka od jednaqina je ,,pribli¼no rijexena“ sa zadanom taqnox²u ε > 0 samo
generisaǌem niza xn+1 = ϕ(xn), a kao kriterijum zaustavǉaǌa iterativnog po-
stupka korixtena je nejednakost ‖xn+1 − xn‖ = ‖ϕ(xn) − xn‖ < ε. Naravno,
pribli¼na rjexeǌa postavǉenih jednaqina odre±ena su i korektnim postupkom,
pri qemu je ukazano na grexke koje su izazvane pogrexnim shvataǌem pojma pri-
bli¼nog rjexeǌa.

Primjer 3. Odrediti pribli¼no rjexeǌe jednaqine x = ϕ(x), gdje je

ϕ(x) =
x2 + 1

x
, sa taqnox²u ε = 0.5 · 10−2.

Rjexeǌe. Nije texko provjeriti da zadana jednaqina nema rjexeǌa, pa
uopxte nema smisla tra¼iti ǌena pribli¼na rjexeǌa. Me±utim, sâmo gene-
risaǌe niza xn+1 = ϕ(xn), sa poqetnom vrijednosti x0 = 222.210, uz krite-
rijum zaustavǉaǌa |ϕ(xn) − xn| < ε, ve² nakon qetiri iteracije dovodi do
,,pribli¼nog rjexeǌa“ dobijenog sa zadanom taqnox²u. Rezultati raqunaǌa su
dati u sǉede²oj tabeli.

n xn ϕ(xn) |ϕ(xn)− xn| < 0.5 · 10−3

0 222.210 222.215 ⊥
1 222.215 222.220 ⊥
2 222.220 222.225 ⊥
3 222.225 222.229 >

Iako je preslikavaǌe ϕ kontrakcija na svakom zatvorenom podintervalu inter-
vala (−∞,−

√
2

2 ) ∪ (
√

2
2 ,∞) (nije texko provjeriti da je |ϕ′(x)| < 1 ⇔ x ∈

(−∞,−
√

2
2 ) ∪ (

√
2

2 ,∞)), nije mogu²e primjeniti teoremu 2 jer ne postoji inter-
val [α, β] takav da je ϕ([α, β]) ⊆ [α, β]. Zaista, ako bi takav interval postojao
morali bi biti ispuǌeni uslovi

ϕ(α) ≥ α ⇔ α ≥ 0, ϕ(β) ≤ β ⇔ β ≤ 0

koji su oqigledno u suprotnosti sa qiǌenicom da mora biti α < β. Na kraju

treba naglasiti i to da je prava y = x kosa asimptota funkcije ϕ(x) =
x2 + 1

x
,

pa se razlika |xn−ϕ(xn)|, za dovoǉno veliko n, mo¼e uqiniti proizvoǉno malom.

Primjer 4. Odrediti pribli¼no rjexeǌe jednaqine x = ϕ(x), gdje je
ϕ(x) = ln(x + 0.01), koje pripada intervalu I = [1.1, 1.4], sa taqnox²u ε =
0.5 · 10−3.

Rjexeǌe. Budu²i da je ϕ′(x) =
100

100x + 1
, funkcija ϕ je rastu²a na inter-

valu I, pa iz ϕ(1.1) > 1.103 i ϕ(1.4) < 1.35 slijedi da je ϕ(I) ⊆ I. Osim
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toga, maxx∈[1.1,1.4] |ϕ′(x)| = |ϕ′(1.1)| = 100
111 = q < 1, pa su na intervalu I zado-

voǉene pretpostavke teoreme 2, xto znaqi da niz generisan rekurentnom formu-
lom xn+1 = ϕ(xn), nezavisno od izbora poqetne aproksimacije x0 ∈ I, konvergira
ka jedinstvenom (u intervalu I) rjexeǌu zadane jednaqine. Prema ocjeni (5), xn

²e aproksimirati tra¼eno rjexeǌe za taqnox²u ε ako je |xn−xn−1| < ε( 1
q −1) =

11
2·105 = 0.55 · 10−4 (a ne ako je |xn − xn−1| = |ϕ(xn−1) − xn−1| < ε = 0.5 · 10−3).
Prerano zaustavǉeǌe iterativnog postupka izazvano primjenom pogrexnog kri-
terijuma ilustrovano je u sǉede²oj tabeli.

n xn ϕ(xn) |ϕ(xn)− xn| < 0.5 · 10−3 |ϕ(xn)− xn| < 0.55 · 10−4

0 1.13400 1.13453 ⊥ ⊥
1 1.13453 1.13499 ⊥ ⊥
...

...
...

...
...

16 1.13770 1.13776 > ⊥
17 1.13776 1.13781 > >

Dakle, pribli¼no rjexeǌe zadane jednaqine, odre±eno sa ta²nox²u ε = 0.5·10−3,
je ξ∗ = 1.138, a ne ,,pribli¼no rjexeǌe“ ξ∗ = 1.135 koje se dobija primjenom
pogrexnog kriterijuma zaustavǉaǌa.2

Primjer 5. Odrediti pribli¼no rjexeǌe jednaqine x = ϕ(x), gdje je

ϕ(x) = − 1
10

(exp(5x) + 2), koje pripada intervalu I = [−4,−0.1], sa taqnox²u

ε = 0.5 · 10−3.

n xn ϕ(xn) |ϕ(xn)− xn| < 0.5 · 10−3 |ϕ(xn)− xn| < 10−3

0 −0.25000 −0.22865 ⊥ ⊥
1 −0.22865 −0.23188 ⊥ ⊥
2 −0.23188 −0.23137 ⊥ >
3 −0.23137 −0.23145 > >

Rjexeǌe. Budu²i da je ϕ′(x) = − 1
2 exp(5x), funkcija ϕ je opadaju²a na

intervalu I, pa iz ϕ(−4) < −0.1 i ϕ(−0.1) > −4 slijedi da je ϕ(I) ⊆ I. Osim
toga, maxx∈[−4,−0.1] |ϕ′(x)| = |ϕ′(−0.1)| = 1

2
√

e
= q < 1, pa su na intervalu I za-

dovoǉene pretpostavke teoreme 2, xto znaqi da niz generisan rekurentnom formu-
lom xn+1 = ϕ(xn), nezavisno od izbora poqetne aproksimacije x0 ∈ I, konvergira
ka jedinstvenom (u intervalu I) rjexeǌu zadane jednaqine. Prema ocjeni (5), xn

²e aproksimirati tra¼eno rjexeǌe za taqnox²u ε ako je |xn−xn−1| < ε( 1
q −1) =

1
2 · 10−3(2

√
e − 1) (a ne ako je |xn − xn−1| = |ϕ(xn−1) − xn−1| < ε = 0.5 · 10−3).

Budu²i da je 1
2 · 10−3(2

√
e − 1) > 10−3, u prethodnoj tabeli kao kriterijum za-

ustavǉaǌa je korixtena nejednakost |xn − xn−1| < 10−3. Dakle, korixteǌem
pogrexnog kriterijuma zaustavǉaǌa, jedna iteracija je ura±ena nepotrebno, a

2 Zadana jednaqina ima jox jedno rjexeǌe koje se nalazi u intervalu (0.5, 1).
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pribli¼no rjexeǌe zadane jednaqine, odre±eno sa ta²nox²u ε = 0.5 · 10−3, je
ξ∗ = −0.231.

Primjer 6. Sa taqnox²u ε = 0.5 · 10−3 odrediti pribli¼no rjexeǌe si-

stema linearnih jednaqa Ax = b, ako je A =
[

0.5 0.3
−0.3 0.65

]
i b =

(
1
−1

)
. Za

procjenu grexke koristiti uniformnu vektorsku (matriqnu) normu.

Rjexeǌe. Budu²i da je ‖I−A‖∞ = 0.95 = q < 1, zadovoǉene su pretpostavke
teoreme 3, pa niz vektora generisan rekurentnom formulom xn+1 = (I − A)xn +
b konvergira (u uniformnoj normi) ka jedinstvenom rjexeǌu zadanog sistema
linearnih jednaqina nezavisno od izbora poqetne aproksimacije x0. Kao i u
prethodnim primjerima, razlika izme±u zadane taqnosti ε = 0.5 · 10−3 i broja
ε( 1

q − 1) = 1
38 · 10−3 > 0.2 · 10−4 je znaqajna, pa primjena pogrexnog kriterijuma

zaustavǉaǌa ima za posǉedicu prerano zaustavǉeǌe iterativnog postupka xto
pokazuje sǉede²a tabela.

n xn (I −A)xn + b ‖b−Axn‖∞ < ‖b−Axn‖∞ <

0.5 · 10−3 0.2 · 10−4

0
(

0.18900
−3.02000

) (
0.18850
−3.01970

)
⊥ ⊥

1
(

0.18850
−3.01970

) (
0.18834
−3.01936

)
⊥ ⊥

...
...

...
...

...

7
(

0.18867
−3.01881

) (
0.18869
−3.01883

)
> ⊥

8
(

0.18869
−3.01883

) (
0.18870
−3.01885

)
> >

Dakle, pribli¼no rjexeǌe zadanog sistema linearnih jednaqina, odre±eno sa
taqnox²u ε = 0.5 ·10−3, je (ξ∗, η∗) = (0.189,−3.019), dok se primjenom pogrexnog
kriterijuma zaustavǉaǌa dobija ,,pribli¼no rjexeǌe“ (ξ∗, η∗) = (0.188,−3.019).
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