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Mp Boxo I'. Mapxkosuh

TEOMETPMNJCEKU I1OJIN®OPMUN3AM

OcHOBHY 1M/ OBOT paja, Aa FeOMEeTPUjCKe MOMU(POpPMU3ME IPUKAKE Y (YHKIIO-
HAJHOj Be3u ca pa3dbujameM (popMaiu3Ma y HACTABU MATEMATHKE UMa TJIABHY TAUKy
OCJIOHIIA y YMHEHUIW, [a CJIMKOBUTO MUILLEHE KOX yUeHUKa ,paba axa moxuBibaje”,
MAagJIe y jemHOM TPEHYTKY ,0/mecak‘ kommierHe jacuohe. VuTepmnperamnuja HEKOT Ma-
TEMATUYKOI Ipobiema, kora je Morylie mOIM)OPMHO IeOMETPUjCKM TYyMAUUTH, OMO-
ryhaBa jenas QUHAMUIYKA IPUCTYI CAMOM IPOOJIEMY, Tj. OaTOM (EHOMEHY, IITO IPOM3-
BOJY HETOBO CBEOOYXBATHO 1 CYIMITUHCKO HOMMAame U pasymujeBame . Mmajyhu oso y
BUIy IOIIA0 caM Ha MIejy Oa KPo3 jeIHy IO Cala HEKA3UBAHY apUCTOTEIOBCKY IPUUY
HaBODemeM Ioje IMHAYHIX IPUMjepa IMOJU(GOPMHIM CIEKTPOM HeOOMUYHMX DjemaBama,
Tparajynu mpu ToM 3a JbEIOTOM y UHOBaIMjaMa, Oupajyhu ucropujcke camp:kaje ca ak-
MIEHTOM Ha Pa3B0j MATEeMATUYKAX UEja WU CAAP:Kaje aPUTMETUIKOT UK aarebapcror
THIA KOjU C€ MOT'Y T€OMETPHjCKU MHTEPIPETUPATH UM YUCTO TEOMETPUjCKE CaIpiKaje
KOjU jaCHO IIOKa3yjy WJIYyCTPalXjy MeTOJa WJIN MMAajy BUIIECTPYKE IPUMjeHe, na Ou
KOHAYHO aIlCTPaxOBameM U3ABOjUO, Tj. MHIYKOBAO Taj 3HAUAJHU 3aKDLyYaK Na CIEK-
Tap Pa3sHOBPCHAX I€OMETPUjCKAX IPUKA3UBAKBA jeJHOT MATEMATHYKOr Ipobiema yBuU-
jeK UMIIMIIPA ,,aXa JO:KUBJbaje , Tj. oMoryhaBa QUHAMUYKA OIPUCTYI TOM IPOOIEMY,
MITO KA0 KOHAYHY IOCJbEUIY MMa KOMIJIETHO M CYIITUHCKO IOMMAaKe U Pa3yMUjeBambe
JATOT 33,TATKA.

Kana je mouerkom tpehie nenenuje XX Bujeka Pymond Apmxaju, jeman om ocuu-
BaYa TEMTAITUCTAYKOT MPABIA Y ICUXOJIOTU)H, IACA0 CBOje KAUTAIHO ajero [1], cae
CBOje TBpIme Da3mpao je Ha TeOMEeTPUjCKAM MHTempeTanjama. llpTame je IpBu KOpak
ka ancrpakiuuju (OMTHA CBOjCTBa ce cakuMajy, a HeOurTHa 3ameMapyjy). [eomerpuj-
CKe CJIMKe IPaBUMO 1a OMCMO CTabWIN30BAJIM HAIE YHYTPAallkhe IpeacTaBe. Busyenano
MUIILEHE — MUIILERE y CIAMKaMa UMa OCOOMHY CBEOOYXBATHOCTM UM HUje JAKO MPEHO-
cuBo. Cimke, Tj. MKOHE IPEACTAaBIbAjy HOCUOLE MH(pOpMaIMja. 3aTO, KaJa [OBOPUMO
0 ,,m00poj reomerpuju‘, Tpeba craBuTH y UeHTAp mpuye KoOAp 3amaTak NPUKA3AH
JINjeTIOM CJIMKOM U KUBUM jE3MKOM.

wRuBH; jesuk* omoryhasa ma BU3yesHO MUIILEHE OyIe JAaKO MPeHOCUBO. Yia-
nmak V. ®. [lapurusa [7] noTepamo je OHO WTO caM MMAo y BUAY Kaja CaM MHCAO
mMeTouuke npupyunuke [3] u [5], ka0 u pan [4], 1a MMUPOKM CIeKTap HEOOUUHWX reo-
METPUjCKUX IPUYA U WHTEPIPETalrja UIYCTPOBAHUX CIUKAMA, ,,[IAPUTUHOBCKOT “ 00-
auka, oborahyje 3HayajHO HacTaBy MaTeMaruke y (OyHKOUjA pa3bujama GopMannzMa
y ®0j. ¥ TOMEHyTHM PamOBUMa MPUKA3a0 CaM HU3 TE€OMETPHUjCKUX MOJU(POpMU3aAMA
¥ BUXOBY NMPUMjeHY Y HACTABHOj Mpakcu. JacHO je ma OBIje He MOTY MOHOBUTH CBE
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IpuMjepe TUX Pa3HOBPCHUX DjellaBama, Bell caMo Heke o BUX. EBO eneMeHTapHOT
IpuMjepa 13 HOMEHYTHUX PaJoBa KOjU MOKEMO MCKOPUCTUTH Y MOJEPHU30BAHOj Bapu-
jarTtu xeypuctuuke merone ['eopra Iloje nacucrupajyhu ko yuennka Ha caMOCTAIHOM
IPOHAJAKEHY jOII HEKUX OKa3a HO3HATE TeopeMe.

DBes muOrO mperjepuBama MOMke Ce KaszaTU Oa je UAE]y O CTPOTUM MOTIYHUM

OKAa3MMa 4YOBjEUYAHCTBO NOOWMIIO O jeHOT YOBjeka W jemHe kKmure: on HKyrmuma u

merosux ,,Eiaemenara“. VI mamac je mpoydaBame

A eJIeMEeHTapHE IIAHUMETPHUje joIl YBUjeK Hajooma

IPUWINKA & Ce YCBOje UAeje CTPOror noxas3a. le-

KO Ja ce MOke Haliu MO3HATHUjU mpUMjep OJ Te-

opeMe: y CBAaKOM je TPOyIiy 30up yHYTpAIImbUX

yraosa jemmak 180°. Cuwmunm 1, koja je yobuua-

jeHa mpaTusba OBOTA mOKa3a, He Tpeba MHOrO 00-
jalrmaBama.

B C
Cu. 1

Tjemenom A moByuena je napadsesa ca crpanunom BC. Yraosu koq B u C jenna-
k1 ¢y oxrosapajyhum ron A (Kako je TO IPUKA3aHO HA CJIUOU) jep Cy HAM3M]eHUIHN
yraoBu MebhycobHO jemmaku. 30up Tpu yHyTpallma yria TPOyILJia jefHak je 30upy
TpU yria ca 3ajelHuUkuM TjeMeHoM A Koju rpaze ompyskeH yrao. OBuM je Teopema
nmokazaHa. Behuna HacTaBHWKA, BjepDOBATHO, OBUM 3aBDIIABA MPUYY O NOKA3ZUBALY
oBe mo3HaTe Teopeme. MeDhyTuM, yBUjek TOCTOje OHM KOjU HOjaIlmhaBajy ,,jacHO ‘ cMa-
Tpajylin ma je 3a MCTUHCKO pa3yMujeBame Npobiema MOTpebaH AUHAMUYKKA IPUCTYII
ucroM. O uemy ce 3ampaBo osxje pamu? Yyseru amepuuru mcuxosor Ilopn Beprim
cMaTpa: ako OBy TpuueceT Apyry Teopemy u3 Eykmmmosux ,Ememenara“ memonctpu-
pa Ha Taj HAUMH mMTO Ne moByNw mapaJeny ca jeAHOM CTPAHOM TOI TPOYTJa Kao HA
CAWIM 2 WM HA CJIAIM 3, WITO Ne MOKA3aTU Aa E€KBUBAJIEHT Ta TPU yIia Kao 30up
naje momoBuHY Kpyra (ompyskeH yrao) Tpeba uctahn ma Benaumumny yriosa He Tpeba
y3uMaTu y 003up, YnMe ce MOKa3yje Ia TeopeMa BasKu 3a CBaku Tpoyrao. Mebhytum,
Pynond ApuxajMm Kaske Ia OBAKBO JIOKA3UBAKE CBAKAKO MMa NPAKTUYHY BPUjEIHOCT,
NN 33 MUIJBEIHE je BAYKHO [ OIIITOCT TeOPeMe MOCTaHe OUMIJIENHA, a A& TO HiUje
Oam BUABUBO M3 YONMTABAKA KOJ TAKBOI CTATWUYKOL HPUCTYyIa IPODJIEMY, MOTOTOBO
aKo TO MpemovaBaMo yuenumuma muaaber yspacrta (ocHOBHe mKoJIE).

1
/ /

Ca. 2 Cn. 3

3aTo OH mpeake Oa Ce CIWKA 2 TPAHC(GOPMUIIE Y CIUKY 3 Tako mMTO he IBu-
je cTpaHe TPOYyIJa 3aMUCIUTH KA0 KPAKOBE HEOTDAHWYEHE NYKUHE KOjU MOTY 1a ce
okpehy y Tauku OCOBMHE, HE3aBUCHO IPEKO UMTABE MOJOBUHE KPyra, IPU YeMy OHU
0e3 063upa Ha mOoJIokaje 00pa3yjy Tpu OACjeuka KOju Kao 30Up Aajy UCTY MONIYKPYEKHY
mjenuny. Kana ce jeman yrao mosehasa, meroB cycjes ce ayTOMATCKA Y OAroBapajynoj
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Mjepu cMmamyje. CraruuaH mojaM 3aMjemeH je TUHAMUYHUM. Teopema HHUje caMo 3a-
MUILbEHA Kao OommTa, Bell je Kao OMIITY M Oma:kamo.

AACAAN A

= figh

Cun. 4

EBo jom jemmor mmEaMUYHOr MPUCTYIA TOKA3y OBE UYBEHE TEOpPEME KOjy MOKEMO
MEMOHCTPUPATH yUYCHUINMA OCHOBHE WIKOJE. 3a OBY MHTEPIPETALN]Y JOBOJLHO je MMa-
™ jemHy hHauky OJNOBKY U CIAUKY MPOU3BOJLHOT HEjeTHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIA U MPUM-
JEHUTM KOMIIO3WIMjy M30METPHjCKUX TpaHcopMalnuja poTaluja U TPAHCIANVja HaW-
3MjEHUYHO Ka0 Ha caunu 4.

ITpu oBOM moKa3MBamy KOPUCTUIU CMO IpukpuBeHo Ilnejdpepos axcuom mapase-
HOCTH.

CnnyHO WPETXOMHOM TPHUMjepy KOPHUIINEmeM joIl jeHOT eKBUBAJEHTA AKCUOME
mapajeHOCTH, Tj. Aa je 30Mp YHyTpaIllbUX yIiIoBa y OO KOjeM TPOYIy KOHCTAHT-
HO je[IHAK, OBY TEOPEMY MOKEMO JOKA3aTh U Ha cihemelu HauwH: Heka je o+ G4y =
S 30up yHyTpaIIBUX YIJI0Ba Y IPOU3-
BosmaOM Tpoyray ABC. Axo ma crpa-
munu A B u3abepeMo Npon3BOBHO TAUKY
D pazmuuuty on A u B, kao Ha caunu
D, JIAKO je yOuuTHn

28=a+d+m+r2te+p
—a+0+7+180° =S +180°,
jep je 6 +¢ =180° ay; +v2 =7, ma

je ounraenno S = 180°, mro je Tpebaso A N B
OKA3ATH.

Cu. 5
Ha jemmom on uacoBa yBje:xOaBama rpaiuBa y | paspeny rumsasumje y jemaHoj
MOJEPHUjOj BapujanTu xeypuctuuke Merone ['eopra Iloje on yuenuka cam 3axTujeBao,
na bupajyhu mpowsBosmsHO Tauky D y paBHM UpTe:Ra, MOKymajy NpoHalu jom HeKu
HAUVH JOKA3MBakha OBE TeOpeMe. Kao pe3yiaTar TAKBOT CAMOCTAJIHOL PjellaBarmba JATOT
mpobiiemMa TPOUCTEKAO je cbemeNu aaropuraM MOKA3WBama TOI YYBEHOT EyRammoBor
CTaBa.

Axo mpermoctaBuMo na je 30Up CBUX YHYTPANIBUX YIriIOBa ¥ CBAKOM TPOYIIY
KOHCTAHTHO jeJHAK, IITO j€ eKBUBAJEHT aKCMOMA MapaJIeHOCTH, TOCMATpajynu cauky
6 nako je younru ma je S = a+ 0+ = a1 +az+ 01+ B2+ + 2, kao u
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38 = a1 +51+0+ Pty tputy1t+azte, 7). 3S = ar+as+ 1+ B2 +71+72 o+ ute,
omHocHO, 35 = S 4 360°, ma je S = 180°, mro je u Tpebaso mOKa3ATH.

Cn. 6 Ca. 7

OBo mokazuBame MMa jour ABUje BapujanTe u3bopa tauke [D. Y mpBOM ciydajy,
KaJa Tayka [ mpumajna HEKOj O IPABUX KOjUMa IPUIALAjy CTPAHUIE TPOYTJIA CIOJbA,
Tj. Tako Ha pacmopen Tauaka Oyzne Hnp. A-B—D. OBaj mokas je ciauuaH OHOME Ca
CIHKe 5.

A cama morsenajMo moso:kaj Kana Tauka D He IpuUiiana IpaBuM KOjUMa IPUIaIajy
crpauuie AABC, HUTU BEr0BOj YHYTPAIIKOCTHY Kao Ha ciaunu 7. Tamga mocMarpajyhiu
tpoyriaose: NABE, ABDE, ADCE, ACAE, AABC u ABDC, nako je Bumjetu
ma je

dAS=a1+08+e+Oi+h+e+bo+mn+v+y+as+pu,
na je 45 =25+ 360°, 1j. S = 180°.

Jenan on Hajbemmux npuMjepa MOTMPOPMHAX IT€OMETPHUjCKAX MHTEPIPETAIN]a je
CIeKTap pPA3HOBPCHUX mOoka3a [luraropumue teopeme. Osmje hy maBectu mecerar on
TUX [eJeceTak NOoKasa kKoje cam Haseo y [3] u [5], craBmajyhin moceGHO arueHar Ha
MUHAMUYHOCT AJrOpuUTaMa u3Bohema OBe TeopeMme Koju y cebu o0jequmaBajy U HEKe-
KOJIMKO MCTOPUjU MaTEMATUKE BEOMA MO3HATUX M3BODema. Tako MHTErpayHu MPUCTYI
MOKA3MBamka MO Cala HUjecaM CPEeTao Y MeHU JOCTYNIHO] MATEMATUYIKO-METOIUYKO] JIM-
TEpPATypH.

1) Xormucos (Hawkins) moka3s. Ilatu mpasoyrau tpoyrao BAC, uuje cy
karere BC = a u AC = b, a xunoreny3a BA = ¢, potupa ce y paBHA TPOYTJa OKO
tjemena C 3a yrao ox —90°, Tako ma mobe y momokaj AByA;C. Tlpasa (B14;) y
npecjery ca npasoMm (BA) ompebyje Tauky D u By D npencrasiba BUCUHY TPOYTIA
BAB;. lospmuna yersopoyria BA; ABj, ocjenueHor Ha caunu 8, MOXKe Ce U3PA3UTU
Ha 1Ba HauuHa: a) Tpaskena moBpumua P ce cacroju u3 nospumue tpoyria BC By,
1j. a?/2, m mospmume Tpoyraa A;CA, 1j. b*/2, naxme,

2 p2
(a) PZPBAIABIZG ;rb.
6) Tpoyraosu BA; By, u B1 A1 A nvajy 3ajenuuuky ocuosuny By A; = ¢, a muxose
sucute cy BD u AD. Tlospummua uersopoyria BAyAB; Moke ce U3pa3uTU U HA
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crnenehu mauun:

c-BD c¢-AD ¢ 2

C

2
2
a omakxe je: (6) P = 5 U3 (a) u (6) nobujamo romauro ma je: a? + b = c2.

B= B

Cn. 8 Cn. 9

2) PenoB (Ren) moka3. OBaj mocTymak je y M3BjeCHOM CMUCIY CINYAH XOKUH-
coBoM, ta u Eykmunosom n bamapunom amropurmy.

Koucrpyumumo uan crparnnama BC' u AC ksagpare BOCGH u AEFC, a 3atuMm
nosyrmmo nysxu HA u BE u cuyctumo u3 B u A penom nopmane sa HA u BE, npu
yemy je (HA) N (BE) = {S} u S € (CD), rgje je (CD) upasa kojoj npumana
sucuna tpoyria ABC ua crpamuity AB. 3awncra, ako je tauka B oHa Tauka y
kojoj Hopmana BBj cujeue mpasy (CD), snako je youury mOIyZAPHOCT TPOYIJIOBA
AHBA = ABCBs, jep umajy jenHake yriose (YIVIOBU Ca HODMAJHMM KPaLUMa) U
HB = BC, na je BA = CB;. Ha amajorau mauus, ako je Tadyka B’ oHa y KO0jOj
nopmana AB’ cujeue npasy (C'D), nako ce nokasyje moxyaapuoct AEAB = ANACH’,
a omarie ciaujequ CB' = AB, na xako je u BA = C'Bj 10 ce By u B’ noknanajy. Axo
UMAaMO ¥ BULY IPETXOIHY ‘-II/IH)eHI/IQI_Iy, JIAKO je younuTu je,Z[Hg,KOCT HOBPIIUHA Cibeaehinx

a .
TpOyTJOBa: P3031 = PHBA = ? n PAC’Bl = PEAB = 3, IIa je:

2 b2
a) Ppep, + Pacs, = ¢ ; , a ca Ipyre CTpaHe je:
CB BA-BA 2
6) Ppcp, + Pacp, = 7(BD+DA) =—=7

na u3 a) u 6) c;mjemn ¢ = a? + b2, mTo je u Tpebano mokazaTy (cimka 9).

Pasmummajyhu o TomMe Kako [a MOjeIHOCTABUM IPETXOMHE NOKA3€ NOIIA0 CAM IO
jEeIHOT IMHAMWYKOT MPUCTYIA CarjiefaBamba U 00jeInmbaBamba OBa NBA AJTOPUTMA Y
jeman. Ilpuje Hero objacHMM CYWIITWHY TOr yONIITABAaKa, €BO jeqHOr yHampeDhema, Tj.
nHOBUpama PeHoBe Teopeme Koje Mu je omoryhmiao ma mobhem mo HU3a HOBUX IOKA3a
KOoju 00yXBaTajy MpeTXoaHA MBA, U jOII HEKE CIEIMjAJHEe CIyUajeBe.
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3) Mognepua Bapujanta PenoBor moka3za. Kon opora mokasumpama KOpu-
cTuy MO3HATY TEOPEMY O jeIHAKOCTU HOBPIIMHA PA3JIOKMUBO jeIHAKMX MOauroHa. Jla-
KJIe, nocMarpajyhu cauky 10, MOXeMO yOounTH Aa ce HOBPIIMHA OCjeHYEHOT YeTBOPO-
yTila MO:ke M3pauyHaTH Ha ABa HAYMHA!

(1)
PpcaB, = Ppcp, + Pcap, =
(2)

Ppcap, = P, + Pcar =

CBy-BD  CBy-DA _ CBy(BD+ DA) ¢

2 2 2 2’

BL - BCy n CA-CL

2 2
(a+x)a  bb—y) o ax by b*  a® b
Tt T2 T3ty TatiTatw

jep u3 camunoctu Tpoyriaosa ACAL ~ AC1B1L cmujemu CL : CA = C1L : C1 By,
omHoCHO T : b=y :a, Tj. a-x =b-y. Uz (1) u (2) cimjemu ¢ = a? + b2, umve je
JIOKa3 3aBPIIeH.

B, B,

B c D A

Cu. 10 Cn. 11

Axo mano crymuosHuje mpoaHamusupamMo XOKUHCOB U WHOBUPAHU PeHOB mOKa3,
MOkeMO mohwm mo ciweneher yommrema TUX I0Ka3a, & PEKA0 OMX Yy HEKOM CMUCIY U 10
muHaMU3upama Eykmmposor m Bamapusor mokasa.

4) Ioxa3. Porupajmo tpoyrao BC'A oko Tauke C' 3a yrao ox —90° u Tpasc-
naupajMo ra gy npase (BC), anu Tako ma HOpPMalHA NpOjeKnuja TjemMeHa Bi Ha
npaBy (BA) — rauka M npunana nysku BA. Tpoyrao BC'A ce npeciugao y Tpoy-
rao B1C1 A1, npu uvemy je LZACN = LA1C1B; = 90°, Buau cauky 11. Tlospmumy
OCjEHUEHOT YETBOPOYTJIA MOKEMO M3DAUYHATHU HA [BA HAUWMHA!

A1By-BM  A1B;-MA
+
2 2
_A1B1(3M+MA) _AlBl~BA_C~C C2

2 2 2 2’

(1) Ppa,ap, = Pa,B, + Pa,aB, =
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BL-BiCi AL AC

(2") Ppa,aB, = Pprp, + Pajpa= 5 5
_(a—y)a+(b+x)b  a®—ya+b®+axb aj_ﬁ_ﬁ
N 2 N 2 2 27

Ospgje Tpeba HamoMeHYTH 12 je ¥ - @ = X - b, WTO C/beAr U3 CAMYHOCTY IPABOYIIIMX
tpoyraosa ACLA ~ AC1LBy, jep cy um u yraosu ZCLA u ZCy LB, jensaku Kao
yrakpcmn. Komaumo, w3 (1') u (2') crmjemn ¢ = a? + b?, umve je mokas 3aspres.

[Mormenajmo jom jemmy BapujaHTy OBOT JOKa3a y Ciydajy pacmopena tTadaka Aj—
L—-Cy na npasoj (BC), kao Ha canmm 12. AHAJOIHO IPETXOMHOM MOCTYIRY, MOBPIIAHY
2

. c
OCjeHUYeHOr 4eTBOpOyria heMmo m3padyHaru Ha nBa HaunmHa: Ppa, A, = 5 (1*)m

a+x)a b—yb a® b
(o), b _a* 0

2 2 2 2

na u3 (1%) u (2*) camjemn tepheme, y3 HaoMeny Aa je za = yb MOCLEAUIA CINIHOCTH
upaBoyraux tpoyriaosa AC1 LBy ~ ACLA.

(2%) Ppa,ap, = Pprp, + Pa,ar =

Cn. 12 Ca. 13

Jacuo je ma ce XokuHcoB moka3 mobuja y cayuajy xama je C = Cq, 1j. ako cy
tjemena By, C' = C1 u A ronuHeapHa, IOK ce MOJIEPHU30BaHU PeHOB MOKA3 HOjaBibyje
y cremujagsoM caydajy kana je C' = Aj, Tj. ako ce HOpMaJHA MPOjeriuja TjeMena By
Ha oy BA mokmama ca HOpMaJHOM mpojermujoMm tjemena C' Ha mysx BA, Tj. TaukoMm
D =M, Bugu ciauky 8 u ciauke 11 u 12.

[Tormemajmo jomm mBa cmemmjaJHa CiIydyaja KOjU MOMYT MPETXOMHUX MTPOUCTUAUY
73 YeTBPTOI NOKa3a, a Koje Kao HU Taj ommTu 4. IMOCTYyIaK HUjecaM CPeTao y MeHU
MOCTYMHO] MATEMATUYKO] JTUTEPATY PH.

5) Hoka3. IlocmarpajMo cenujansu ciydaj Kaga ce HOPMAJHA IPOjeKuuja Tje-
mena Bj na npasy (BA) nornana ca taukoM, kao Ha caunu 13. [Ipumjenom nocrynka,
Kao Ko moKa3a 8) mobmjamo ma je mospmuHa Tpoyria BAB; jemnara ¢ jemme cTpame
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c?/2, a omer Ta MCTa MOBPIIMHA MOMe Ce U3PA3ATU U KAO

BL-B:Cy  BL-AC (a—vy)a (b+x)b
2 T T T 2

_(12—ya—|—b2—|—a:b_a2 b2

Ppap, = Pprp, + Ppra =

2 2
jep Kao M y IPeTXOIHOM IPUMjepy MMaMo Ia je ¢ -a =y - b, ma je a® 4+ b? = ¢?, mro
je n Tpebaso mokazaru.

6) IHoka3s. Osaj crenumjanuu ciaydaj HACTaje Kaja Ce HOPMAJHA MPOjeKIMja Tje-
meHa Bj ma mpasy (BA) noknama ca tjemernoM A tpoyrna BAC, sumu ciuky 14.
[Mospmuua Tpoyraa BA; By ce rakohe Moke u3apauyHaTy Ha B HAUMHA:

Poa g — BA,; -23101 _ (a—;x)a :c;_g_i_% :§+§7
jep je b> = x - a, mTO ce Moe MOKazaTM Gap Ha ABA HAUWHA: b je TEOMETPH]jCKa
cpemuHa OJcjevaka ¢ u &'y Tpoyriy BAA; wiu Kao mocheuna CIMYHOCTH TPOYTIOBa
ACAA; ~ AC1B1A;. Ha npyru mauun nprka3ana mospmmea tpoyraa BA; By je
AlBl -AB - C2
— 3 7

Ppa,B, =

ma caujemu TBpheme.

Cun. 14 Cn. 15

[lornemajmo cama MOKA3 KOju je y M3BjECHOM CMUCIY CIMYaH PeHOBOM IOKa3w-
Bamy, MTO MU je OMOTYyNWJIO Ma ra MO aHAJOTUjA CA YETBPTHAM JOKA30M YOIIITUM U
VKaKeM Ha TMeT CIEeIUjaJHIX CIydajeBa KOju TPOUCTUYUY U3 TOT yONIITABAIA.

7) KaBamypun moka3. Cryment [lom Kasamypa je mocmao cmemehn mokas
upodecopy Kpucy ejsucy ca Ornanga, koju ra je objaBuo y uaconucy Mathematics
Teacher 1975. romume.

Yersopoyrao AC BD nma nHopmasse aujaronane ABu CD, 1j. AB L CD (Bumn
cmuky 15) ma je

c? a®>  b?
5 = Pacpp = Pepp + Pacp = 3 3
1j. ¢® + a® + b2, mro je u Tpebaso HOKA3ATH.
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Axo OuCMO TOKymaJau Ia AMHAMWYKE CALJIENAMO IPETXOMHHM AJITOPUTAM, MOILIA
O6rCcMO [0 BEroBOr CBEOOYXBATHUjEr MOMMAama Koje OUM pe3yiaTUpaso ONIITUjUM K3-
Bohemem mokaza Teopeme, ONHOCHO mokasmma 8a, 80, 8B u 8r umje cy HemocpenHe
noc/heuIe MeT CIequjaHuX ciydajeBa, Tj. gokasum 7, 9, 10, 11 n 12.

8a) IMoka3s. Axro pormpamo mpasoyrau tpoyrao AC'B oro Tjemena C 3a yrao
—90°, a 3aTuM ra Tpancaupamo ay:x npasia (AC), OH ce TpeciuKaBa y meMmy Momy-
napuy npasoyrau Tpoyrao DFE u Heka je pacnopen tavaka Ha mpasoj (AC) A-F-
E-C wao ua caunu 16. Yersopoyrao EBD A uvma HOpMaJiHe AUjaroHale, ma je Jako
M3PAaYyHATU EHErOBY HOBPIIAHY:
AB-EM AB-MD AB(EM+ MD)
SR 2

Prppa = Pape + Papp =
B AB-ED _ 2

2 2
Jlako je youmTtn ma ce Ta MCTa MOBPIIMHA MOME M3DAUYHATU U HA APYTU HAUUH KAO

FE-CB FD~FC’+FD-AF

Prppa = Prep + Prpp + Parp = 5 + 5 5
_a2+b(b—x)+b-x_a2+b2
2 2 2 2 27

omakie camjemn ma je ¢ = a? + b2, mwro je u Tpebalo JOKA3ATH.

A

Cun. 16 Can. 17

86) oka3. ¥ ciyuajy kama je pacuopen tavaka F'—~C—FE na npasoj (AC) kao na
couum 17, nako je yountu aa ce noppmuna yerBopoyria AFEBD Mmoxke uapauyHaT Ha
AB-ED ¢

nBa HauuwHa, HAjupe Pappp = = —, jep Cy Oy/KVHE HEroBUX HOPMAJHUX

mjaronada jenmake, AB = ED = ¢. C mpyre crpade, Ta MCTa MOBPIIMHA MOXKE
ce pasnokuTH Ha 30up moBpmuHA ABa mpaBoyriaa tpoyria AFD u EBC u jemsor
upasoyrior tpanesa FCBD, tj.
(b—x)b N (a—x)a N (a+b)x
2 2 2
_ b? — xb+ a® — za + ax + bx _ a® + b2

- - )

2 2

Psesp = Parp + PrcB + Prcep =
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na KOHAYHO MMaMo 1a je c? = a? + b2, umMe je IOKa3 3aBpIICH.

Tpoyrao FED mokemo Tpancauparu xysk npase (AC) y oba mena cmjepa, Tako
nma cy Moryhe jom nBuje KapaKT€pPUCTUUHE OIIITE HO3UIKje OBOI MHTEDAJHOT, MUHA-
MUUKOT JNOKa3uBamba, Kao Ha ciaukama 18 u 19.

88) Iloka3. Ako je pacmopen ravaka Ha npasoj (AC) rakas ma je A—-C—F-E
u npu yemy je FD =b > a = CB u tjeme D ue npunanga obusactu yraa BAC, rana
“MaMO CJIyd4aj Kao Ha ciaumm 18.

[Mospmuuy uverBopoyriaa AEBD moxkemo mapadyHatu Ha cihenehia mBa HaumHA.
36or Hopmansoctu npasux (AB) L (ED) nako je yountu 1a je

AB-EM +AB-MD

(1) Pagpp = Papp + Papp = 5
_ AB(EM+MD) AB-ED &
N 2 N 2 27
AN-FD NE-CB
(2) Pagpp = Panp + PNEB = 5 + 5
_(b—y)b+(a+x+y)a_b2 a2
2 2 227
jep je yb = (x 4 y)a mocmemuua camuHocTM mpaBoyrmux tpoyriaosa ANCB ~

ANFD, roju umajy u 3ajemauukn yrao kon tjemena N. W3 (1) u (2) caujemn
TBpheme.

A

Cu. 18

8r) Jloka3. AmammsupajMo ciydaj Kana je pacmopen Tauvaka Ha npasoj (AC):
F-A-E-C. Tapna nospmuny uerBopoyria AEBD uwmje cy mujaronaje HOpPMAJHE,
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MOeMo Takobe m3pasuty Ha IBa HAUWHA:
(1)
ED-AM ED-MB
Psgpp = Pepa + Pepp = 5 + 5
_ ED(AM +MB) ED-AB ¢

2 2 2

(2)

at+ba+b—=x a—1x)b b—x)a
PAEBD:PFCBD+PFAD+PECB:( )(2 ) _{ 5 b _{ 2)
a?+2ab+b% —ax—bxr—ab+zb—ba+za a® b

2 2 + 2"

Cana moriemajMo cBe OCTajle CIENUjAJHE CIydajeBe KOjU MPOUCTUYY U3 TpyIe
MUHAMHUYKAX noKa3a 8a, 86, 88 u 8r. Jlako je younrtu na KaBamypus nokas 7 mobujamo
y Ccayuajy ako ce mokjiamajy Tiemena tpoyraosa ABC u DFE.

A

P— D

Cu. 20 Cun. 21

9) Iokas. Y cayuajy kama je C' = F, a pacnopen tauaka Ha npasoj (AC)
je A-C—F xao ma caunu 20, mojaBmyje ce XOKHHCOB CIENUjAJHU CIyda] OBOT IU-

maMuukor ussobhema. Ilospmuna yersopoyria AEBD nako ce u3payHaBa Ha OBa
2

vaunHa: Pagpp = Pacp + Pecp = 5 + o Kao u Psepp = PaBe + Papp =
AB-EM + AB-MD  AB(EM +MD) _AB-ED ¢

_c i 2 2 12
5 5 5 —2,naJec a® + b7,

mTo je u Tpebasio NOKA3aTH.

10) Hoxas. ¥ cayuajy kana je A = F, a pacuopen tauaka ua upasoj (AC) je
F-A-C xao na caunu 21, nobujamo Iapunnos (Garfield) nokas Iluraropune Teo-

2

peme. Ilospmuna tpoyria ABD ce Mo:ke u3pauyHaTu Ha OB HauuHa: Pagp = 5
Kao U

a+b(a+b ab ab a2 b2

PABD:PFCBD—PFAD—PACB:M__—_:_'F_

onakJe ciaujenu TBpheme.
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11) IHoxa3. ¥ cnyuajy kaza je A = F, a pacmopen rauaka Ha npasoj (AC) je
A-FE-C wao Ha cauiu 22, MMaMo jOII jeJaH CIENUjalH I0Ka3 KOju HUujecaM CPeTao y
MEHM JOCTYIIHOj MATEMATUUKO] auTepaTypu. [loppmuny uetsopoyria AFEBD moxeMo

2 b2
n3pauyHaty Ha nBa HauwHa: Pappp = Papp + Papp = 5 + 5 u Pagpp =
ED-AM ED-MB ED(AM + MB) ED - AB 2
Pagp + Pesp = 5 + 5 = > = 5 =5

ma je a® + b? = 2.

B
Cu. 22 Cu. 23

12) Ioxka3. Y cayuajy kama je pacmopen tavaka Ha mpasoj (AC) A-C—F-
E, rauka D wosumeapua ca taukama A u B, Kao Ha caurm 23, Taja UMaMO jOII
jemaH crmenmjasHU CiIyd4aj OOKa3a lluraropmuae Teopeme KOju HUjeCaM CPETAO y MEHU
MOCTYIIHO] MaTeMaTU4KOj JuTepaTypu. Jlako je youwru ma je tpoyrao ADE mpa-
Boyrau, jep je LZADE = LZADF + /FDE = B+ o = 90°, omakie ciaujenu na
je b* = FD? = AF - FE = (b+ @)a, jep je Bucuna F'D TeoMeTpujcka cpeauHa
oncjedaka AF m FE ma xunorenysu AFE mpasoyrior tpoyria AFED. Iloppmuny

AB-DE c?
tpoyraa AEB MOXeMO U3pauyHATA Ha IBa HauwHa: a) Papp = ——— =

2 2
AE-CB  (a+z+ba a* b

6) Papp = B 5 > + 5 U3 a) u 6) caujenu tBpheme.

Y KOHKDETHOM CIydYajy NONU(pOPMHO NOoKa3uBame [Imraropmme Teopeme omory-
huno Mu je ma jeHUM WHTErpaJHUM carielaBambeM O0jeIMHMM YMTAB HU3 MO3HATUX
nokasza. OHE Cy ce MOjaBUIIM KAO CIENUjAJHU CIydajeBU TOT alCTPaxOBambha, Tj. Kao
HENoCpeIHe OC/beIUlle HABEIEHNX NUHAMWUKUX Noka3a 4, 8a, 86, 88 u 8r. Ilopexn mux,
Ka0 HeloCpeIHa UMILUIMKAIKja TAKBOI carjenaBama noka3uBama [lutaropune teopeme
IIPOMCTEKJIN CY U CIIenujasIHu caydajeBu 11 u 12, koje HUjecaM cpeTao y MaTeMaTHUKO-
METOAMYKO] JIUTepaTypu, na ux cmarpam HoBuM. Hako je Jlymuc (Loomis) mamere
1940. romuue objaBuo mpero 370 pasmoBpcHux mokasa [luraropune Teopeme, HeBje-
POBATHO 3ByYM NMOJATAK Na C€ Y OCHOBHOIIKOJICKUM ¥ CPEIHOMKOIKCKIM YIIOEHUIIIMA
[0jaBJ/byjy CaMO ABA O TPHU NOKa3a OBE UyBEHE TEOPEME.

n
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Ilopen HaBemeHUX IOKA3MBaHKa MOCTOJU U HENPEIVIIHO ,,MOpe‘ U APYIUX MPUM-
jepa reoMeTpHjCKuX IONu(pOpMHU3aMa OJ KOjUX je Ha MEHEe HajyledyaT/bUBUjU YTHUCAK
OCTABWIIO HMOTUPOPMHO NOKAZUBAME aIUIAOHUX TEOPEMA.

Jom kao mpodecop-moueTHWK HPUMjETHO caM Aa KOJX o0paje TPUrOHOMETpUje,
YUEHAIN UMajy moTemkona KoI padyMujeBama NOKa3UBAmha AMUIMOHUX TeopeMa. Y
yuOeHnIMa 3a TUMHA3Kje U APYTe CPelie MKOoJIe T NOKA3K CY yOOUUajeHn 1 10 JaHAC
ce page uctoM MetomosorujoM. [locmarpajyhu Ty mpobieMaTury cana, HAKOH TPUIE-
CETOrOUIIKHEr UCKYCTBA Yy HEIOCPEIHO] HACTABU MATEMATHUKE, HE MOTY 14 C€ OLyIPEM
yTucky uybhema u3paskeHOr muTameM: 3ap je mMoryhe ma mopenm HGorarcTsa, Ijesor
CIIEKTpA PA3JIMUUTUX €JEraHTHUX, jeAHOCTABHUX U JIUjENUX IO0Ka3a OBUX TeOpeMa, HU-
jemaH on WUX HUje MPOHANIAO CBOj€ ,,MjeCTO MOJ CYHIEM“ HEKOT MOAEPHOT yIIOEHWKa
MaTeMaTuke. AKO je TO Tako, a Tako je, Kaga Cy y NUTalmy YIOCHUIM MATEMATHUKE 34
cpelibe MKOJIe U TMMHA3Wje, OHIa He Tpeba na HAaC UyIu YUHEHUNA Ja je Maju O0poj
HACTABHUKA y HEMOCPETHO] HACTABU CIIPEMAaH a HEMITO PAJUKAJHUje MUjemha, a KaMOJIN
vHoBUpa. MebhyrtuMm, Kama cy yueHUIM y TUTAmY, OHU CY COIPEMHU W PAm0 MPUXBATA-
jy mpoMjere y HacTaBu, mOCeBHO PA3HOBPCHOCT IpU O0jammbaBamny (IOKA3UBAKY), Tj.
MHOBUPAHE, j€JHOCTABHU]E U JhEIIIe PUKA3AHE MATEMATUUKE CaIP:KAje.

Koukpetno, Kama je y muTamy HACTABA TPUTOHOMETpHUjE, OHA Ce y TMMHA3WjaMa
MAaTeMATWYKOT CMjepa peanusyje y oksupy teme Tpuronomerpujcke dpyurmuje (54 ua-
ca) y IPYroM paspexpy. YMjecTo yoOWYajeHOr NOka3a U3 YUOEHNMKA yUEHUIMMA CaM
npumjenoMm [ITonemejeBe Teopeme m3Beo Teopemy: AKO Cy « U [3 TAKBU yTJIOBU Ja je
0 <a+f<m, rana je sin(a+ 3) = sinacos § + sin fcosa. Ha jensom on uacosa
00paauiIy CMO KIACUYHY HAUMH [OKA3UBAabha, & HAKOH Eera CaM II0Ka3a0 MHOBAIW)Y KO-
pumhemeM ToIa3He uaeje o jeIMHIIHOM poMOy. Y ueHuIuMa ce I0Taja je HOCTABHOCT
0BOTa NOKAa3a KOjU HEIOCPEHO TPOUCTIYE IPUMjEHOM PA3JIOKUBE jeIHAKOCTY IOBPIIH-
He pomba ca ABa mapa MOy JapHUX TPOYTJIOBA U jeHUM IPABOYTAOHUKOM (Ciumka 24).
Tako ma cy camu y cBoje cBecke onmax Hamucaau sin(a+ 3) = P u

P = cosfBsin B + cos asin a + (sin a — sin 3)(cos B — cos a)

= sin ac cos B + sin 3 cos a,

OJakJe Cujear MOJa3Ho TBpheme. Y YeHuIn Cy KPo3 yBjeskOaBame y MOUETKY MOTyCa-

C

MOCTAJIHO, & IIOTOM CaMOCTAJHO jeIHO-
CTABHAM TPAHCHOpPMAIMjaMa W3BOAUIA
octaje aaumuone gopmyie. [lokazaBmu
7M KaKO C€ Ha APYTrauyujyu HAYUH O OHO-
ra Ha KOjU Cy je OHU M3BeJU MOXKE NOKa-
3aTH TeopeMa O TpaHcdopMmaruju 36upa
KOCHHyCa y ITIPOM3BOJ 3aXTUjeBaO CaM
[a TOTOJHUM TpaHchopManujama, KO-
pumhemeM [TOKA3aHE TEOPEME W3BeLy
CB€ aUIMIOHE TeOPEME.

Cu. 24
[IpesenroBana Ha OBaj HAUMH HPUYA O AAIMOHUM TEOPEMAaMa, Ce MPOJOHTUPAIA
3a jemam go mBa uvaca. Mebyrum, nako ce 6poj oBux uwacosa moBehao Ha ymrpb daco-
Ba yBjerkOaBama, epeKTU TaKkBe HACTABe OIVIENANU CY Ce KAKO y 0OJ/beM Pa3yMjeBamy



24 B. I'. Mapkosuh

7 ycBajamy npebheHux caznpikaja, Tako U y 3HATHOM HOBehamy MHTEpeCOBama U ak-
TUBHOCTY YUYEHUKA HA UACOBUMA MAaTEMATUKE, Ca IOCEOHOM TEKHOM Ka CaMOCTAJHOM,
kpeaTuBHOM pany. [lomudopmHe reomerpujcke MHTEpIpeTanuje n3Bohema aIuunoHnx
¢dopmya cBOjoM mMHTerpasHomhny u ,0/peCKOM“ KOMILUIETHE jacHONE KA0 HEemoCpeHy
HOCJ/bEQUIY MMAJIE Cy CTBAapame TPAjHUX 3HAKBA KOJ YUEHMUKA, IITO CAM YOUYHO IPOB-
jepoM HBUXOBUX 3HaHma HA YaCOBUMA TOJWIIEE CHCTEMATH3AIMje I'DAIUBa HEKOJIUKO
Mjecenn kacHuje. OHO mTO Me je mMOCeOHO M3HEHAAUIO y TMO3UTUBHOM CMUCIY je He
caMo TO IITO Cy CBY YYEHWIW 3HAJU Dap jeoaH HOKa3 OBUX TeopeMa, Hero U TO INTO je
BehuHa BUX 3HATA U Taj PeBeP3UOUIHU HOCTYNAK IOKA3WBaKa OBUX TEOPEMA O KOjAM
je ommo pujeun. Ilo menwu, OGuma je TO jomr jeaHa y HM3Y MPAKTUYHMAX TOTBPAA 14 je
HOIU(GOPMHOCT MEOMETPUjCKUX MHTEPIPETAlrja 3aUNbeHNX MHOBAIMOHUM €JeMEHTH-
Ma CBOjUM IMHAMUYKAM MPUCTYIOM, Tj. KOMIUIETHUM CATJIeIaBAKEM U Pa3yMUjeBamheM
matux mpobieMa yueHMIpMa oMoryhuna na jacHuje MPOHUKHY Y CYMITHHY IpobieMa
onBuKaBajynu ux oJ mabIOHCKOT pjelaBama 331aTaka U CAMUAM TUM 3HAUAJHO IOIPHU-
HUjeJla CTBapamby TPAjHUX 3HAHA.

Io Belinne monmupOpPMHUX rEOMETPUjCKUX TyMadema 00jaBBEHUX Y METOIUUKOM
npupyuruky [12], 0X KOjUX je HE3HATAH AUO NMPETXOJHU TEKCT, AOMAO CAM TOKOM BU-
MIETOUNIKET PAJa y HACTABU CPENIHUX CTPYUHUX IIKOJIA M I'MMHA3Wje, IpuMjemyjyhu
u cTanHo mpoBjepaBajyhu epexre BUXOBOr OejcTBa Ha moBeliame MHTEH3UTETA MUHA-
MU3Ma IIpoIeca yuema MaTeMaTuke. HakoH TUX eKCIepUMEHTAJNHUX IPOBjepa Y CBUAM
CIIy4ajeBUMa IIOCTAJIO MU je jaCHO na e(peKTH TakBe MEeTOOJIOTHje NHAYKY]Y NUHAMUY-
KI TIPUCTYI CBEOOYXBATHOT caryiemaBama Ipobiema ImTo UMILIIKyje pabame TpajHux
3HaBbA.

Ilakmne, HA OCHOBY COICTBEHOI MCKYCTBA M EKCIEPUMEHTAJHUX IPOBjepa y Helo-
CpelHOj HACTABM YOUHMO caM Ja MOAEpHM30BaHa xeypucrtuuka Merona ['eopra Iloje y
CBUjeTIy NOMU(POPMHUX T€OMETPUjCKUX TyMaduema faje U3BaHpenHe pe3yaraTe y Ipo-
Iecy ycBajama MAaTeMATUUKAX CaIpiKaja, HIOCEOHO OHIA aKO CY jOoj JOMATH MHOBAIMOHU
€JIEMEHTH.
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