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PRAVOUGLI KOORDINATNI SISTEM

Qlanak je komponovan od fragmenata naxeg priruqnika za nastavnike1. Od-
nosi se na obradu sadr¼aja iz nastavne teme Pravougli koordinatni sistem.

1. Poznato je da je brojevna prava, u stvari, ,,obrojena“ prava. Tako±e je
poznato da je koordinatni sistem ravan kojoj su dodeǉene dve upravne brojevne
prave. Te brojevne prave (x-osa, apscisna osa i y-osa, ordinatna osa) seku se u
taqki O, koja se naziva koordinatni poqetak.

Osnovna Dekartova ideja jeste ,,obrojavaǌe“ ravni, tj. da se svakoj taqki
ravni pridru¼i odgovaraju²i ure±eni par realnih brojeva (i obratno).

Ure±enu dvojku brojeva x i y zapisujemo kao (x, y); x je prvi, a y drugi
qlan ure±ene dvojke, dok kod dvoqlanih skupova redosled qlanova nije bitan, tj.
{a, b} = {b, a}.

Dva ure±ena para brojeva su jednaka kada je prvi qlan prve dvojke jednak
prvom qlanu druge dvojke i drugi qlan prve dvojke jednak drugom qlanu druge
dvojke. To va¼no svojstvo ure±enih parova brojeva (jednakost ure±enih dvojki)
zapisuje se kao

(*) (a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c ∧ b = d.

Napomena. Time, naravno, nismo definisali ure±enu dvojku. ǋu treba
definisati tako da na osnovu neke definicije sledi formula (∗). Evo jedne
definicije:

(a, b) = { {a}, {a, b} }.
Dakle, ure±ena dvojka je skup od najvixe dva qlana, jer za a = b imamo (a, a) =
{{a}}. Sada se pomo²u jednakosti skupova dokazuje da va¼i formula (∗). Taj
dokaz je jednostavan, pa ga ostavǉamo za ve¼bu.

Ukoliko radimo sa prirodnim brojevima, recimo, tada ure±enu dvojku (a, b) ∈
N×N mo¼emo definisati, na primer, ovako:

(a, b) = 2a · 3b.

1 Svetozar Mili², Branko Jevremovi², Marko Igǌatovi², Priruqnik uz u
benik matema-
tike za sedmi razred osnovne xkole, Zavod za u­benike i nastavna sredstva, Beograd 2004, 85
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Doka¼imo da va¼i formula (∗). Zaista,

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ 2a · 3b = 2c · 3d

⇐⇒ 2a−c = 3d−b

⇐⇒ a− c = 0 ∧ d− b = 0
⇐⇒ a = c ∧ b = d.

Ure±ena dvojka (a, b) predstavǉa se u koordinatnom sistemu tako xto se
najpre odrede taqke x1 i y1 na koordinatnim osama, gde je x1 = a, y1 = b, a
zatim odredi taqka kojoj se jednoznaqno pridru¼uje dvojka (a, b) kao qetvrto
teme pravougaonika qija su tri temena x1, O, y1, tj. a, O, b.

Na primer, za a > 0 i b > 0 prikazane su ure±ene dvojke (a, b), (−a, b),
(−a,−b), (a,−b), sl. 1.
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Osnovni ciǉ obrojavaǌa ravni jeste da se svakoj ure±enoj dvojci brojeva
pridru¼i taqka ravni, i obratno. Na slici vidimo ure±ene dvojke, na primer
(a, b), dok su na pravim x i y samo realni brojevi. Znaqi da broj a na x-osi, u
stvari, predstavǉa taqku kojoj je pridru¼ena dvojka (a, 0), a broj −b taqku na
y-osi kojoj je pridru¼ena taqka (0,−b).

Obratno, neka je A proizvoǉna taqka koordinatnog sistema. ǋene ortogo-
nalne projekcije na osama su A′ na x-osi i A′′ na y-osi, sl. 2. Kako su ose brojne
prave, to taqki A′ odgovara realan broj x1, a taqki A′′ broj y1. Na taj naqin
imamo ure±enu dvojku na osama, na primer, taqki A′ odgovara ure±ena dvojka
(x1, 0), a taqki A′′ ure±ena dvojka (0, y1); taqki A odgovara dvojka (x1, y1). Na
taj naqin ravan je pomo²u koordinatnog sistema obrojena ure±enim dvojkama.
Kako je (x, y) ∈ R ×R, gde je R ×R direktan proizvod skupa realnih brojeva
sa samim sobom, tj.

R×R = { (x, y) | x, y ∈ R },
to imamo da je Dekartov proizvod R×R koordinatna ravan.

Navedimo neke podskupove taqaka koordinatne ravni, na primer:

1) {(x, x) | x ∈ R}; 2) {(−3, y) | y ∈ R}; 3) {(x, 2) | x ∈ R}.
Grafiqki prikaz tih podskupova u koordinatnom sistemu dat je na slici 3.
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U stvari, primer 1) je simetrala prvog i tre²eg kvadranta, primer 2) prava
normalna na x-osu, a primer 3) prava normalna na y-osu. Za simetralu pod 1),
u oznaci ∆, ka¼emo da je dijagonala Dekartovog proizvoda R×R.

2. Poznato je da dve razliqite taqke A(x1, y1) i B(x2, y2) odre±uju du¼ AB.
Radi odre±ivaǌa du¼ine du¼i, za rastojaǌe d(A, B) zahtevamo da va¼i:

1) d(A,B) > 0, d(A, A) = 0 (rastojaǌe je nenegativno)
2) d(A,B) = d(B,A) (simetrija)
3) d(A,B) 6 d(A,C) + d(B,C) (relacija trougla)

Prema tome, rastojaǌe d je proizvoǉna funkcija dva argumenta koja zado-
voǉava uslove 1) do 3). Jedna od ta-
kvih funkcija jeste
(**)
d(A,B) =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Za date taqke to rastojaǌe dobija se
na slede²i naqin (sl. 4): u pravou-
glom trouglu ABC du¼ine du¼i AC
i BC su |x2 − x1|, odnosno |y2 − y1|;
tra¼imo d(A,B). Po Pitagorinoj te-
oremi dobijamo da va¼i formula (∗∗)
jer je |a− b|2 = (a− b)2.
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Napomenimo da je |x2 − x1| du¼ina du¼i AC, odnosno |y2 − y1| du¼ina du¼i
BC. Za taqke A(x1, y1) i C(x2, y1), na osnovu (∗∗), sada imamo

d(A,C) =
√

(x2 − x1)2 + (y1 − y1)2 =
√

(x2 − x1)2 = |x2 − x1|.
Sliqno, d(B,C) = |y2 − y1|.

Poznato je da je obim mnogougla jednak zbiru du¼ina ǌegovih stranica. Na
primer, za trougao qija su temena A(−2, 0), B(2, 2), C(1,−3) imamo:

d(B, C) =
√

(1− 2)2 + (−3− 2)2 =
√

26.

Sliqno se dobijaju du¼ine i ostale dve stranice, d(A,B) =
√

20, d(A,C) =
√

18,
pa je O =

√
26 + 2

√
5 + 3

√
2.
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3. U u­beniku za sedmi razred, izraqunavaǌe povrxine trougla i qetvoro-
ugla ostvaruje se polaze²i od pravouglog trapeza qija stranica, koja je jednaka
visini trapeza, pripada x-osi (mo¼e i y-osi). Povrxina takvih trapeza se lako
izraqunava. Takav pristup je pogodan za uqenike jer, sa grafiqkog prikaza, lako
oqitavaju potrebne elemente za povrxinu trapeza.

Koriste²i se takvim trapezima, neposredno je data i metoda za izraquna-
vaǌe povrxine trougla, kao i bilo kog qetvorougla, pa i mnogougla. Ilustrujmo
tu metodu na primeru qetvorougla ABCD, sl. 5.

Taqke A1, B1, C1, D1 su preseci x-ose i normala kojima pripadaju temena
qetvorougla (po redosledu) na x-osu. Tada je

PABCD = PAA1D1D + PDD1C1C + PCC1B1B − PAA1B1B .
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Konkretnije, na osnovu izlo¼ene metode, za trougao qija su temena A(x1, y1),
B(x2, y2), C(x3, y3), povrxina se neposredno izraqunava na slede²i naqin.

Najpre trougao ABC prika¼emo u koordinatnom sistemu, sl. 6. Ovde se
povrxina 4ABC dobija sabiraǌem, odnosno oduzimaǌem povrxina naznaqenih
pravouglih trapeza qije visine ,,pripadaju“ x-osi,

PABC = PADEC + PEFBC − PADBF

=
∣∣∣∣
1
2
(y1 + y3)(x3 − x1) +

1
2
(y3 + y2)(x2 − x3)− 1

2
(y1 + y2)(x2 − x1)

∣∣∣∣ .

Posle sre±ivaǌa dobijamo

PABC =
1
2

∣∣x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)
∣∣.

Prema tome, povrxinu trougla datih temena neposredno izraqunavamo korix²e-
ǌem navedene formule. Na primer, za trougao qija su temena A(2,−1), B(−2, 3),
C(4,−3) je

PABC =
1
2

∣∣2(3− (−3)) + (−2)(−3− (−1)) + 4(−1− 3)
∣∣ = 2.
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Sliqno, povrxina 4ABC mo¼e se izraqunati ako se pravougli trapezi
konstruixu tako da ǌihove visine ,,pripadaju“ y-osi, sl.7.

PABC = PADEB + PEFCB − PADFC

=
∣∣∣∣
1
2
(x1 + x2)(y2 − y1) +

1
2
(x2 + x3)(y3 − y2)− 1

2
(x1 + x3)(y3 − y1)

∣∣∣∣

=
1
2

∣∣y1(x2 − x3) + y2(x3 − x1) + y3(x1 − x2)
∣∣.
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Povrxina trougla mo¼e se izraqunati i na osnovu razlo¼ive jednakosti
povrxine pravougaonika.

Neka je trougao ABC dat svojim temenima A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3),
sl. 8. Nacrtajmo prave koje sadr¼e temena 4ABC i paralelne su sa koordina-
tnim osama. Te prave obrazuju pravougaonik AQST , koji je razlo¼ivo jednak
zbiru povrxina qetiri trougla, od kojih su tri pravougla, qije se katete jedno-
stavno oqitavaju, pa je

PABC = PAQST − (PAQB + PBSC + PCTA)

= |x2 − x1| · |y3 − y1|−
− 1

2
(|x2 − x1| · |y2 − y1|+ |x3 − x2| · |y3 − y1|+ |x1 − x3| · |y1 − y3|

)
.

Sliqno se mo¼e izraqunati i povrxina qetvorougla.


