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HERONOVE TROJKE KAO ARITMETIQKI NIZOVI

Definicija. Za trojku (a, b, c) prirodnih brojeva ka¼e se da je Heronova
ako trougao qije stranice imaju du¼ine a, b i c ima celobrojnu povrxinu.

Smatra²emo podudarnim Heronove trojke koje se dobijaju jedna iz druge
permutacijom qlanova, te ²emo u daǉem uvek smatrati da je takva trojka ure±ena
u rastu²em poretku.

Neki primeri Heronovih trojki su: (3, 4, 5), (5, 5, 6), (13, 14, 15), (11, 13, 20),
(5, 29, 30). Prva je ujedno i Pitagorina trojka, druga predstavǉa stranice trou-
gla koji je nastao slepǉivaǌem dveju ǌenih kopija du¼ zajedniqke katete 4, tre²a
slepǉivaǌem Pitagorinih trouglova sa stranicama (5, 12, 13) i (9, 12, 15) du¼ za-
jedniqke katete 12, a qetvrta isecaǌem trougla (5, 12, 13) iz trougla (12, 16, 20).
Posledǌa trojka ne mo¼e nastati ni na jedan od gore navedenih naqina, jer ni-
jedna visina tog trougla nije ceo broj.

U prethodnim primerima videli smo da postoje Heronove trojke koje pred-
stavǉaju troqlani aritmetiqki niz. Doka¼imo da u je tom sluqaju merni broj
sredǌe po veliqini stranice b paran broj. Zaista, ako bi va¼ilo suprotno, kako
su a i c uvek iste parnosti, izrazi a + b + c, a + b − c, b + c − a i c + a − b bi
bili neparni. Zbog toga izraz s(s − a)(s − b)(s − c) ne bi bio prirodan broj,
a onda ni povrxina odgovaraju²eg trougla nije prirodan broj, pa trougao nije
Heronov. Dakle, sredǌi qlan Heronove trojke koja je i aritmetiqki niz mora
biti paran broj.

Ovde ²emo dati jedan postupak za odre±ivaǌe trojki takvog oblika.
Neka je (a, b, c) Heronova trojka koja je ujedno i rastu²i aritmetiqki niz.

Tada je a = b− d i c = b + d, d ∈ N, pa je prema Heronovom obrascu
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√
3b

2
· b− 2d

2
· b

2
· b + 2d

2
, odakle 3b2(b2 − 4d2) = 16P 2.

Zamenom P =
1
2
b · hb posledǌa jednakost, posle skra²ivaǌa sa b2, postaje

3(b2 − 4d2) = 4h2
b .

Koriste²i qiǌenicu da je b parno, zamenom b = 2l, l ∈ N, posle skra²ivaǌa
dobijamo

3(l2 − d2) = h2
b .
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Da bismo imali prirodna rexeǌa, mora biti

(1) l2 − d2 = 3k2, k ∈ N.

Analizirajmo posledǌu jednaqinu sa neke prirodne brojeve k.

I. Za k = 1 je (l − d)(l + d) = 3, pa imamo sistem

l − d = 1, l + d = 3,

qije rexeǌe je l = 2, d = 1, b = 4, odakle se dobija Heronova trojka (3, 4, 5) koja
je ujedno osnovna Pitagorina.

II. Ako je k = 2, bi²e (l− d)(l + d) = 12. Da bi d bio prirodan broj moraju
l − d i l + d biti iste parnosti. Na osnovu toga dobijamo sistem

l − d = 2, l + d = 6,

qije rexeǌe je l = 4, d = 2, b = 8, a odgovaraju²a Heronova trojka je (6, 8, 10),
dakle izvedena Pitagorina.

III. Neka je k = 3. Odgovaraju²a jednaqina je

(l − d)(l + d) = 27.

Iz ǌe dobijamo slede²e mogu²e sisteme:

1. l − d = 1, l + d = 27. Rexeǌe je l = 14, d = 13, b = 28, a odgovaraju²a
Heronova trojka je (15, 28, 41).

2. l − d = 3, l + d = 9. Rexeǌe je l = 6, d = 3, b = 12, a Heronova trojka je
izvedena Pitagorina (9, 12, 15).

IV. Za k = 4 dobijamo jednaqinu

(l − d)(l + d) = 48,

a iz ǌe slede²e sisteme i ǌihova rexeǌa:

1. l − d = 2, l + d = 24, l = 13, d = 11, b = 26, (a, b, c) = (15, 26, 37);
2. l − d = 4, l + d = 12, l = 8, d = 4, b = 16, (a, b, c) = (12, 16, 20);
3. l − d = 6, l + d = 8, l = 7, d = 1, b = 14, (a, b, c) = (13, 14, 15).
V. U sluqaju k = 5 jednaqina

(l − d)(l + d) = 75

se svodi na slede²e sisteme:

1. l − d = 1, l + d = 75, l = 38, d = 37, b = 76, (a, b, c) = (39, 76, 113);
2. l − d = 3, l + d = 25, l = 14, d = 11, b = 28, (a, b, c) = (17, 28, 39);
3. l − d = 5, l + d = 15, l = 10, d = 5, b = 20, (a, b, c) = (15, 20, 25).
Opisani postupak, dakle, predstavǉa algoritam za dobijaǌe Heronovih

trojki koje su ujedno i aritmetiqki nizovi.
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Prave Heronove trojke. Ako su brojevi u Heronovoj trojci uzajamno
prosti i ako ne qine Pitagorinu trojku, ka¼emo jox i da je Heronova trojka
prava. Odredimo uslove pri kojima se iz rexeǌa jednaqine (1) dobijaju prave
Heronove trojke.

U sluqaju da je vrednost izraza l2− d2 neparna, tra¼eni uslov je NZD (l−
d, l + d) = 1, a u sluqaju parnosti tog izraza treba da je NZD (l − d, l + d) = 2.

Zaista, pretpostavimo suprotno da je NZD (l − d, l + d) = p > 2. Ako je p
parno, p = 2i, i ∈ N, i > 1, tada je

{
l − d = 2iq

l + d = 2ir
r > q > 2 i r, q ∈ N.

Odavde se dobija b = 2i(q+r), d = i(r−q), a = b−d = i(3q+r), c = b+d = i(q+3r),
pa brojevi a, b, c nisu uajamno prosti.

Ako je p neparno, sistem
{

l − d = pq

l + d = pr
r > q > 2 i r, q ∈ N,

ima prirodna rexeǌa po l i d ako su q i r iste parnosti i dobija se b = p(q + r),

d = p
r − q

2
. U tom sluqaju brojevi a, b, c ne bi bili uzajamno prosti jer bi

imali zajedniqki delilac p.

Znaqi, uslov da iz jednaqine (1) dobijemo prave Heronove trouglove je

NZD (l − d, l + d) 6 2 i l − d, l + d iste parnosti.

Heronove trojke sa uzastopnim qlanovima. Poseban sluqaj jednaqine
(1) se dobija za d = 1. On se odnosi na Heronove trojke koje qine aritmetiqki
niz sa razlikom 1, tj. niz tri uzastopna prirodna broja. U tom sluqaju se dobija
jednaqina l2 − 1 = 3k2, tj.

(2) l2 − 3k2 = 1,

a to je Pelova jednaqina. Mo¼emo je pisati u obliku

(l − k
√

3)(l + k
√

3) = 1.

Osnovno rexeǌe ove jednaqine je (l1, k1) = (2, 1) jer je (2 − √
3)(2 +

√
3) = 1.

Stepenovaǌem ove jednaqine dobijamo opxte rexeǌe jednaqine (2) pomo²u

(ln − kn

√
3)(ln + kn

√
3) = (2−

√
3)n(2 +

√
3)n = 1, n ∈ N,

gde je ln = 2n +
(
n
2

) · 2n−2(
√

3)2 +
(
n
4

) · 2n−4(
√

3)4 + · · · . Kako je bn = 2ln, va¼i

(3) bn =
n∑

i=0

(1 + (−1)i)
(

n

i

)
· 2n−i · 3

i
2 = (2 +

√
3)n + (2−

√
3)n,
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xto uz uslove

(4) an = bn − 1, cn = bn + 1

daje niz Heronovih trojki (an, bn, cn) qiji su qlanovi tri uzastopna prirodna
broja.

U slede²oj tabeli dato je prvih deset Heronovih trojki definisanih for-
mulom (3) i uslovima (4).

n an bn cn Pn

1 3 4 5 6
2 13 14 15 84
3 51 52 53 1170
4 193 194 195 16296
5 723 724 725 226974
6 2701 2702 2703 3161340
7 10083 10084 100855 44031786
8 37633 37634 37635 613283664
9 140451 140452 140453 8541939510
10 524173 524174 524175 118973869476

Rekurentna formula za niz povrxina Heronovih trouglova. Po-
smatraju²i posledǌu kolonu prethodne tablice, empirijskom indukcijom mo¼e
se zakǉuqiti da za svako n ∈ N va¼i formula

(5) Pn+2 = 14Pn+1 − Pn.

Doka¼imo ovo tvr±eǌe.

Neka je n ∈ N i bn sredǌa po veliqini stranica n-tog Heronovog trougla
kome su du¼ine stranica tri uzastopna prirodna broja. Primenom Heronove
formule mo¼e se izraziti niz povrxina Pn tih trouglova u funkciji od bn.
Nije texko utvrditi da je

Pn =
√

3
4

bn

√
b2
n − 4.

Ako u ovu formulu zamenimo bn = (2 +
√

3)n + (2 − √3)n (formula (3)), posle
kra²eg sre±ivaǌa se dobija

(6) Pn =
√

3
4

[
(7 + 4

√
3)n − (7− 4

√
3)n

]
.
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Direktna provera sada pokazuje da je

14Pn+1 − Pn

= 14
√

3
4

[
(7 + 4

√
3)n+1 − (7− 4

√
3)n+1

]−
√

3
4

[
(7 + 4

√
3)n − (7− 4

√
3)n

]

=
√

3
4

(7 + 4
√

3)n[14(7 + 4
√

3)− 1]−
√

3
4

(7− 4
√

3)n[14(7− 4
√

3)− 1]

=
√

3
4

[
(7 + 4

√
3)n+2 − (7− 4

√
3)n+2

]
= Pn+2,

a to je i trebalo dokazati.

Dokaz je bilo mogu²e izvesti i ako se zapazi da izraz (6) ima strukturu
opxteg rexeǌa linearne diferencne jednaqine drugog reda. Karakteristiqni
brojevi λ1,2 moraju biti 7 ± 4

√
3, pa ta jednaqina mora biti λ2 − 14λ + 1 = 0.

Dakle, niz (6) zaista zadovoǉava jednaqinu (5).

Na sliqan naqin se mo¼e izvesti da niz povrxina Pn zadovoǉava i dife-
rencnu jednaqinu tre²eg reda

Pn+3 = 13(Pn+2 + Pn+1)− Pn.

Zadaci

1. Dat je niz brojeva d1 = 1, dn+1 = dn + 12n, n ∈ N. Dokazati da trojka
brojeva an = dn + 2, bn = 2dn + 2, cn = 3dn + 2, za svaki prirodan broj
n, predstavǉa du¼ine stranica Heronovog trougla. Tabelarno predstaviti
prvih deset trouglova ove klase.

2. Dat je niz bn prirodnih brojeva definisan rekurentnom formulom bn+2 =
4bn+1 − bn i poqetnim uslovima b1 = 4, b2 = 14. Dokazati da je za svako
n ∈ N trojka (bn− 1, bn, bn +1) Heronova. Napraviti tabelu sa prvih deset
trouglova iz ove klase.

3. Na²i vezu izme±u visina koje odgovaraju sredǌim po veliqini stranicama
trouglova iz prethodnog zadatka i polupreqnika u ǌih upisanih kru¼nica.

4. Dokazati da centar kru¼nice upisane u Heronov trougao, kome stranice
qine aritmetiqki niz, deli simetralu sredǌeg po veliqini ugla u odnosu
2 : 1.

5. Dokazati da za qlanove niza (bn) iz drugog zadatka va¼i jednakost b2n =
b2
n − 2.

6. Neka je (rn) niz polupreqnika upisanih kru¼nica u trouglove iz drugog
zadatka. Dokazati da za taj niz va¼i formula rn = 4rn−1 − rn−2, a tako±e
i formula bn = 4rn − 2rn−1.


