
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dragoǉub Miloxevi�

RAZNI DOKAZI TEOREME ZA PRAVILAN DEVETOUGAO

Da²emo xest dokaza teoreme: U pravilnom devetouglu va�i slede�a re-
lacija

(*) a3 + R3
√

3 = 3aR2,

gde su a stranica i R polupreqnik opisane kru�nice oko tog mnogougla.

Dokaz 1. Pravilan devetougao mo¼e da se
razlo¼i na 9 jednakokrakih trouglova osnovice
a, kraka R i ugla pri vrhu od 40◦ (na slici 1
takav je 4ABC). Konstruiximo polupravu Ax
tako da ∠xAa = 40◦ i na ǌoj odaberimo taqke D
i E tako da D ∈ BC i CE ⊥ AE. Trouglovi
ABC i ABD su sliqni, pa je BD : a = a : R,

odakle BD =
a2

R
. To, pak, znaqi da je

(1) CD = R− a2

R
.
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S obzirom da je u pravouglom trouglu ACE ugao CAE jednak 30◦, imamo

CE =
1
2

R i AE =
R

2
√

3. Iz pravouglog trougla CDE, zbog CE =
1
2
R i

DE =
R

2
√

3− a, dobijamo

(2) CD2 =
(

R

2

√
3− a

)2

+
(

R

2

)2

.

Na osnovu jednakosti (1) i (2) dobijamo tra¼enu relaciju (∗).

Dokaz 2. Na visini CD trougla ABC odredimo taqku O tako da je OA =
AB = a (sl. 2). Na osnovu kosinusne teoreme primeǌene na trougao OAC je

(3) R2 = a2 + x2 + ax
√

3,
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jer je OC = x i cos 150◦ = − cos 30◦ = −
√

3
2

. Produ¼imo stranicu OC za CE =

R (O–C–E). Trouglovi AOC i AOE su sliqni (sl. 3), pa je a : x = (x + R) : a,
tj.
(4) a2 = x(x + R).
Zamenom x2 = a2 − xR u (3) dobijamo

(5) x =
R2 − 2a2

a
√

3−R
.

Iz jednakosti (4) i (5) dobijamo relaciju (∗) koju dokazujemo.

Dokaz 3. Na osnovu kosinusne teoreme primeǌene na4ACD (sl. 1) je CD2 =
AC2 + AD2 − 2 AC ·AD cos 30◦, xto je zbog (1) ekvivalentno sa

(
R− a2

R

)2

= R2 + a2 − aR
√

3,

a odavde se izvodi a3 + R3
√

3 = 3aR2.

Dokaz 4. Na visini CD trougla ABC
odredimo taqku E tako da je ∠DAE = 30◦

(sl. 4). Ako sa x oznaqimo du¼inu du¼i DE,
onda je AE = 2x, pa iz pravouglog trougla

ADE dobijamo (2x)2 − x2 =
(a

2

)2
, tj. DE =

a

6
√

3 i AE =
a

3
√

3.
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Trougao ABC je oqigledno sastavǉen od jednakokrakog trougla ABE i dva

podudarna trougla AEC i BCE, pa je PABC = PABE + 2PAEC , tj.
R2

2
sin 40◦ =

a2

12
√

3 +
aR

3
√

3 sin 40◦, odnosno

(6) sin 40◦ =
a2

2R(R
√

3− 2a)
.
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Na osnovu kosinusne teoreme primeǌene na4ABC je a2 = R2+R2−2R·R cos 40◦,
odnosno

cos 40◦ = 1− a2

2R2
,

a odavde, nakon kvadriraǌa i zamene u osnovnu trigonometrijsku identiqnost,
dobijamo

(7) sin2 40◦ =
a2

4R4
(4R2 − a2).

Iz jednakosti (6) i (7) sledi a2R2 = (4R2−a2)(R
√

3−2a)2, xto je ekvivalentno
sa

(a−R
√

3)(3aR2 −R3
√

3− a3) = 0,

a odavde, zbog a 6= R
√

3 sledi tra¼ena relacija (∗).
Dokaz 5. Kako je a = 2R sin 20◦ i a2 = 2R2(1 − cos 40◦), to mno¼eǌem ovih

dveju jednakosti dobijamo

(8) a3 = 4R3(sin 20◦ − sin 20◦ cos 40◦).

Zbog sin 20◦ cos 40◦ =
1
2
(sin 60◦ + sin 20◦) =

√
3

4
− 1

2
sin 20◦, jednakost (8) postaje

a3 = 2R3(3 sin 20◦−
√

3
2 ), a odavde imamo a3+R3

√
3 = 6R3 sin 20◦ = 3(2R sin 20◦) ·

R2, tj. a3 + R3
√

3 = 3aR2.

Dokaz 6. S obzirom da va¼i a = 2R sin 20◦, to je tra¼ena jednakost (∗) ekvi-
valentna sa

√
3 + 8 sin3 20◦ = 6 sin 20◦, odnosno sa sin 60◦ = 3 sin 20◦ − 4 sin3 20◦.

Posledǌa jednakost je taqna jer je poseban sluqaj poznate trigonometrijske for-
mule

(9) sin 3t = 3 sin t− 4 sin3 t,

za t = 20◦.
Uopxteǌe. Ako sa an = a oznaqimo stranicu pravilnog n-tougla i sa R

polupreqnik opisane mu kru¼nice, imamo

sin
π

n
=

a

2R
.

Na osnovu formule (9) za t =
π

n
dobijamo

sin
3π

n
= 3 sin

π

n
− 4 sin3 π

n
= 3 · a

2R
− 4 ·

( a

2R

)3

,

xto je ekvivalentno sa

(10) a3 + 2R3 sin
3π

n
= 3aR2.

Jednakost (∗) se dobija iz (10) stavǉaǌem n = 9.


