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REXAVAǋE PROBLEMA NA VIXE NAQINA

Kvalitetan rad u nastavi matematike podrazumeva niz postupaka koji imaju
za ciǉ da aktiviraju kreativne sposobnosti uqenika. Jedan od znaqajnijih po-
stupaka da se to postigne je uqeǌe rexavaǌem problema na vixe naqina, qime se
xire matematiqki vidici i pove²ava repertoar ideja uqenika, ali i razvijaju
stvaralaqke sposobnosti. U odnosu na klasiqno uqeǌe putem rexavaǌa proble-
ma nema nekih ve²ih, novih metodiqkih pojedinosti, a specifiqna razlika je u
tome xto se za jedan te isti problem tra¼i vixe ideja. Na taj naqin se posti¼e
metodoloxka raznovrsnost uqenika i ,,trenira“ istra¼ivaqki duh.

Ovaj didaktiqko-metodiqki model je dobar i zbog toga xto je ǌegova pri-
mena mogu²a frontalnim, grupnim i individualnim pristupom. Va¼an deo ovog
metodiqkog modela je prezentacija rexeǌa i treba voditi raquna da ona bude
dobro planirana, raznovrsna i efikasna. Zato je neophodno uqenicima objasniti
znaqaj rexevaǌa jednog istog problema na vixe naqina i predlo¼iti da kada god
je to mogu²e tragaju i za drugim rexeǌima datog problema.

Rexavaǌe problema na vixe naqina ilustrujemo na primeru dveju Diofan-
tovih jednaqina.

Zadatak 1. Odrediti sve prirodne brojeve x i y takve da je ǌihov zbir
pet puta maǌi od ǌihovog proizvoda.1

Rexeǌe 1. Ako se jednaqina xy = 5(x+y), tj. xy−5x−5y = 0, transformixe
u xy−5x−5y+25 = 25, dobija se jednaqina (x−5)(y−5) = 25. Jasno je da x−5
mo¼e biti 1, 5 ili 25, pa je x ∈ {6, 10, 30} a sva rexeǌa problema su (6, 30);
(10, 10) i (30, 6). Dakle, problem je rexen korix²eǌem proizvoda.

Rexeǌe 2. Iz xy = 5x + 5y sledi da je x =
5y

y − 5
= 5 +

25
y − 5

. Kako je x

prirodan broj, to i desna strana jednakosti mora biti prirodan broj, pa je y−5
delilac broja 25, to jest (y − 5) ∈ {1, 5, 25}. Ure±eni parovi (6, 30); (10, 10) i
(30, 6) su rexeǌa problema. Problem je rexen korix²eǌem koliqnika.

Rexeǌe 3. Iz jednakosti xy = 5(x + y) jasno je da je jedan od brojeva x ili
y deǉiv sa 5. Neka je x = 5k (k ∈ N). Tada je 5ky = 5(5k + y), tj. ky = 5k + y.

Sledi da je (k − 1)y = 5k, pa je y =
5k

k − 1
.

1Radi boǉe ilustracije efekta primene uqeǌa putem rexavaǌa problema na vixe naqina dajemo
po nekoliko rexeǌa oba problema.
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Kako su k i k−1 uzajamno prosti brojevi, to je k−1 sadr¼ano u broju 5, pa
je k = 2 ili k = 6, a odgovaraju²e vrednosti za x su 10, odnosno 30. Kao rexeǌa
se dobijaju ure±eni parovi (10, 10) odnosno (30, 6). Ako se uzme da je y = 5m
(m ∈ N), sliqnim razmatraǌem se kao rexeǌa dobijaju parovi (10, 10) i (6, 30),
pa su sva rexeǌa date jednaqine (6, 30); (10, 10); (30, 6), a do rexeǌa se doxlo
korix²eǌem deǉivosti brojeva.

Rexeǌe 4. Iz xy = 5(x+y) deǉeǌem sa 5xy dobija se
1
x

+
1
y

=
1
5
. Jasno je da

su x i y prirodni brojevi ve²i od 5. Ako, ne umaǌuju²i opxtost, pretpostavimo

da je x 6 y, onda je
1
x

> 1
y
, pa je

2
y

6 1
x

+
1
y

=
1
5

6 2
x

. Sledi da je x 6 10,

dakle 6 6 x 6 10. Zamenom vrednosti 6, 7, 8, 9 i 10 u polaznu jednakost dobija
se da je y prirodan broj samo u sluqajevima x = 6 i x = 10. Dakle, kao rexeǌa
se dobijaju ure±eni parovi (10, 10), odnosno (6, 30). Ako se uzme da je y 6 x,
onda se, sliqnim razmatraǌem, kao rexeǌa dobijaju parovi (10, 10) i (30, 6), pa
su sva rexeǌa date jednaqine (6, 30); (10, 10); (30, 6). Put do rexeǌa ostvaren
je pomo²u nejednakosti. 4

Zadatak 2. Odrediti sve cele brojeve x i y takve da je x2 +xy+y2 = x2y2.
Problem rexiti na bar tri razliqita naqina.

Kako je jednaqina simetriqna, to je oqigledno da ako je (x, y) rexeǌe, onda
je i (y, x) rexeǌe. Tako±e, ako je (x, y) rexeǌe, onda je rexeǌe i (−x,−y), pa je
dovoǉno na²i ona rexeǌa kod kojih je bar jedan od brojeva x i y nenegativan, a
sva rexeǌa dobiti korix²eǌem prethodnih zakǉuqaka.

Rexeǌe 1. Kako je x2 + xy + y2 = x2y2, to je x2 + 2xy + y2 = x2y2 + xy, pa
se dobija da je (x + y)2 = xy(xy + 1). Brojevi xy i xy + 1 su uzastopni, pa su
i uzajamno prosti. Kako je leva strana jednakosti potpun kvadrat, to mora biti
i desna i to je mogu²e samo u sluqaju kada je jedan od brojeva xy i xy + 1 nula.
Mogu²a rexeǌa date jednaqine dobijaju se ako je xy = 0 ili xy = −1. Tada je
(x, y) ∈ {(0, 0); (1,−1); (−1, 1)}, xto su zaista rexeǌa date jednaqine.

Rexeǌe 2. Kako je x2 + xy + y2 = x2y2, to je
x2

y
+ x + y = x2y, pa je

oqigledno da je x = ky (k ∈ N). Tada se dobija k2y + ky + y = k2y3, pa se
razlikuju dva sluqaja. Ako je y = 0, onda je i x = ky = 0. Ako je y 6= 0, onda je
k2y2 = k2 +k+1, pa broj k2 +k+1 mora biti potpun kvadrat. Kako je to mogu²e
samo ako je k = 0 ili k = −1, to je x = 0 ili x = −y. Prva mogu²nost otpada
(zbog y 6= 0), a druga daje rexeǌa y = 1 ili y = −1. Tada je x = −1, odnosno
x = 1, pa su sva rexeǌa (x, y) ∈ {(0, 0); (1,−1); (−1, 1)}.

Rexeǌe 3. Kako je x2 + xy + y2 = x2y2, to je (1 − y2)x2 + xy + y2 = 0.
Data jednaqina ima celobrojnih rexeǌa samo ako je ǌena diskriminanta y2 −
4(1−y2)y2 potpun kvadrat, to jest ako je 1−4(1−y2) = k2. Rexeavaǌem jednaqine
4y2−k2 = 3 dobijaju se rexeǌa y = 1 i y = −1, pa su mogu²a rexeǌa jednaqine,
pored trivijalnog (0, 0), jox i (1,−1); (−1, 1). Provera pokazuje da su to zaista
rexeǌa date jednaqine. Rexeǌe je dobijeno korix²eǌem diskriminante.
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Rexeǌe 4. Ako je x2 + xy + y2 = x2y2, to se za x = 0 i |x| = 1 ili
|y| = 1 dobijaju rexeǌa (0, 0); (1,−1) i (−1, 1). Ako je |x| > 2 i |y| > 2,

data jednaqina je ekvivalentna sa jednaqinom
1
x2

+
1
xy

+
1
y2

= 1. Kako je tada

1
x2

+
1
xy

+
1
y2

6 3
4

< 1, to jednaqina nema vixe rexeǌa. Prema tome rexeǌa date

jednaqine su (x, y) ∈ {(0, 0); (1,−1); (−1, 1)}. Rexeǌe je dobijeno korix²eǌem
nejednakosti.

Oba primera pokazuju da rexavaǌe problema nije pravolinijski posao i da
jedan isti zadatak mo¼e biti rexen korix²eǌem razliqitih postupaka koji vode
ka lakxem razdvajaǌu mogu²ih sluqajeva. U izlo¼enim primerima su korix²eni
proizvod, koliqnik, deǉivost, nejednakosti i diskriminanta, pri qemu je sigur-
no da postoje i druga rexeǌa koja svojom konciznox²u i elegancijom ne zaostaju
za prethodnim.
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OBAVEXTEǋA

SASTANAK SAVETA MATEMATIQKOG DRUXTVA
JUGOISTOQNE EVROPE I KONGRES MATEMATIQARA

U Atini je 24. marta 2007. godine odr¼an redovni sastanak Saveta Matema-
tiqkog druxtva Jugoistoqne Evrope (Mathematical Society of Southeastern Euro-
pe, MASSEE). Sastanku su prisustvovali predstavnici sedam od devet zemaǉa-
qlanica (Bosna i Hercegovina, Bugarska, Grqka, Kipar, Makedonija, Rumunija
i Srbija, odsutni su bili Albanija i Moldavija). Podneti su izvextaji o ak-
tivnostima u prethodne dve godine, izme±u ostalog o 2. kongresu MASSEE koji
je 2006. godine odr¼an na Kipru, kao i o redovno odr¼anim takmiqeǌima (Bal-
kanske i Juniorske balkanske matematiqke olimpijade). Najavǉeno je odr¼avaǌe
Prve juniorske balkanske informatiqke olimpijade, jula 2007. godine u Beogra-
du.

Doneta je odluka da se slede²i, 3. kongres MASSEE pod nazivom MICOM-
2009 odr¼i 2009. godine u Ohridu (Makedonija).

Izabran je novi Izvrxni odbor u sastavu: Stefan Dodunekov (Bugarska),
predsednik, Nikolaos Alexandris (Grqka), potpredsednik, Gregory Makrides (Ki-
par), potpredsednik, Panayiotis Vlamos (Grqka), generalni sekretar, Argyris
Fellouris (Grqka), blagajnik, Zoran Kadelburg (Srbija), qlan i Vesna Manova-
Erakovi² (Makedonija), qlan.


