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PRIRODNI I RACIONALNI BROJEVI

Pregledna predavaǌa u 10. razredu

Uvodne napomene

Realizacija ideje razvitka pojma broja pro¼ima qitavu metodiqko-sadr¼aj-
nu liniju xkolskog kursa matematike, pojavǉuju²i se u maǌem ili ve²em obimu
u svim razredima sredǌe xkole. To u potpunosti odgovara ulozi broja kao
fundamentalnog pojma u savremenoj matematici. Broj predstavǉa najva¼nije
sredstvo pomo²u kojeg qovek spoznaje kvantitativne odnose realnog sveta. U
procesu izuqavaǌa raznih brojevnih sistema dolazi do aktivnog matematiqkog
razvoja uqenika, oboga²uju se ǌihove predstave, ne samo o unutraxǌim zakonima
razvoja matematiqkih ideja, ve² i o vezi matematike s praktiqnim potrebama,
formira se i usavrxava ǌihova kultura raqunaǌa. Faktiqki, dovoǉno dobra
znaǌa o svojstvima brojevnih skupova mogu da omogu²e uspexno ovladavaǌe, kako
celim xkolskim kursom ,,Algebra i poqeci analize“, ve² i svake od ǌegovih tema.

U obiqnoj, neprofilisanoj xkoli posebno prouqavaǌe brojevnih sistema za-
vrxava se u devetom razredu prouqavaǌem realnih brojeva. U xkolama (ili
odeǉeǌima) matematiqkog usmereǌa, na fakultativnim qasovima i sekcijama,
prouqavaju se i kompleksni brojevi. U mnogim projektima xkolskih programa
predla¼e se da se osnovne qiǌenice o kompleksnim brojevima uqe u nekoj formi
i u neprofilisanim odeǉeǌima.

Dugo, vixevekovno prouqavaǌe brojeva dovelo je do nagomilavaǌa va¼nih
znaǌa o ǌihovim svojstvima i operacijama sa brojevima. Kao matematiqke teo-
rije, ta znaǌa su bila oformǉena tek u drugoj polovini XIX veka kao deo procesa
izuqavaǌa problema vezanih sa zasnivaǌem same matematike. U savremenoj teo-
riji, proces proxirivaǌa pojma broja sprovodi se slede²im redom:
• prirodni brojevi;
• celi brojevi;
• racionalni brojevi;
• realni brojevi;
• kompleksni brojevi;
• hiperkompleksni brojevi, posebno kvaternioni.

Prevod qlanaka «Izuqenie de�stvitel~nyh qisel. 1. Natural~nye qisla; 2. Raci-
onal~nye qisla» iz dodatka ,,Matematika“ qasopisa «Pervoe sentÂbrÂ», br. 47 i 48 od decembra
1995.
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Svaki od brojevnih skupova ima strukturu odre±ene vrste, tj. posmatra se
zajedno sa relacijama i operacijama izme±u ǌegovih elemenata. U svakoj vari-
janti uqeǌa brojevnih sistema u xkoli, pregled osobina realnih brojeva daje se
u starijim razredima. Obiqno takvim pregledom poqiǌe kurs desetog razreda.

Preporuqujemo slede²i plan nastave po temi ,,Realni brojevi“:
1. prirodni brojevi;
2. racionalni brojevi;
3. realni brojevi.
Svaki qas mo¼e predstavǉati pregledno predavaǌe. Postoji nekoliko prin-

cipijelno razliqitih varijanti metodike izlagaǌa ovih pitaǌa. Pokaza²emo
da se sve taqke tog plana u raznim razredima mogu metodiqki realizovati pri-
bli¼no podjednako, ali s razliqitom dubinom.

Pri tome je vrlo va¼no da se uqenici koji pokazuju povixeni interes ka
matematici, upoznaju s principom proxireǌa, koji se primeǌuje ne samo pri
izuqavaǌu brojevnih sistema, ve² u algebri uopxte. Prirodni brojevi pred-
stavǉaju osnovu iz koje se konstruktivnim putem mogu dobiti svi drugi skupovi
brojeva. Pomo²u prirodnih brojeva postepeno se definixu celi, racionalni,
realni i kompleksni brojevi. Svaki od pomenutih skupova brojeva sadr¼i pret-
hodni. Pri tome se konstruixe proxireǌe koje oma odre±ena svojstva u odnosu
na skup koji se proxiruje. Formuliximo ta svojstva.

Ako se skup A proxiruje do skupa B, moraju da budu zadovoǉeni slede�i
uslovi:

1) skup A je podskup skupa B;
2) relacije izme�u elemenata skupa A, kao i operacije sa ǌima, defini-

sane su i za elemente skupa B; smisao tih relacija i operacija za elemente
skupa A, koji se posmatraju ve� kao elementi skupa B, isti je koji je bio
i kad su oni posmatrani kao elementi skupa A;

3) u skupu B se mo�e izvesti neka operacija koja je u skupu A neizvo-
dǉiva, ili je delimiqno izvodǉiva;

4) proxireǌe B mora biti minimalno me�u svim proxireǌima datog
skupa A koja imaju prethodna tri svojstva, pri qemu je to proxireǌe B
definisano skupom A jednoznaqno (s taqnox�u do izomorfizma).

Objasnimo, na primer, smisao svojstva 3. U skupu prirodnih brojeva ni-
je uvek definisano oduzimaǌe; u skupu celih brojeva je ta operacija uvek iz-
vodǉiva. U skupu celih brojeva nije uvek izvodǉivo deǉeǌe; u skupu racio-
nalnih brojeva deǉeǌe je izvodǉivo uvek, osim deǉeǌa nulom. Za racionalne
brojeve nije uvek izvodǉiv prelaz na graniqnu vrednost; u skupu realnih brojeva
taj prelaz je uvek izvodǉiv. U skupu realnih brojeva nije uvek izvodǉiva ope-
racija izvlaqeǌa korena; u skupu kompleksnih brojeva takva operacija je uvek
izvodǉiva.

Saglasno svojstvu 4 mi, na primer, proxirujemo skup prirodnih brojeva do
skupa celih brojeva, a ne odmah do skupa realnih brojeva.
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1. Prirodni brojevi

Broj je najva¼niji matematiqki pojam. Taj pojam se pojavio jox u prvobitnoj
zajednici u procesu praktiqne ǉudske aktivnosti, vezane s potrebom prebroja-
vaǌa predmeta ili pojava (oru±a, ǉudi, ¼ivotiǌa, dana itd). Tako je qovek
nauqio nekoliko prvih prirodnih brojeva. S razvojem druxtva, ǉudima je po-
stajalo potrebno da koriste sve ve²e i ve²e prirodne brojeve. Postepeno se
tokom mnogih vekova stvarala svest o beskonaqnosti skupa prirodnih brojeva.
Jox u III veku p.n.e. ǉudi nisu imali predstavu o beskonaqnosti niza priro-
dnih brojeva. Pribli¼no u to vreme, u antiqkoj Grqkoj je najve²i broj koji je
imao svoje ime bio broj 10 000 (ǌega su nazivali ,,meriada“). Arhimedu (287–212
p.n.e) se pripisuje jedno od prvih razmatraǌa u kojem se pokazuje beskonaqnost
niza prirodnih brojeva. U traktatu ,,Prebrojavaǌe zrna peska“ – ,,Psamit“
– on pokazuje kako se mo¼e izraziti proizvoǉno veliki prirodan broj. Ipak,
treba re²i da se ideja beskonaqnosti postepeno stvarala mnogo ranije, u da-
lekoj proxlosti, u vezi s predstavom ustrojstva Svemira. Tako su u VI veku
p.n.e. grqki filozofi (Anaksimandar, Anaksagora, Anaksimen), a kasnije Ari-
stotel (384–322 p.n.e) i drugi razra±ivali problem beskonaqnosti i, povezane
s ǌim, probleme neprekidnosti i diskretnosti. Upravo je s filozofskom pred-
stavom beskonaqnosti povezan nastanak matematiqke beskonaqnosti kao jedne od
matematiqkih apstrakcija.

Postepeno je u vezi s potrebom upore±ivaǌa broja predmeta jednog vida s
brojem predmeta drugog vida postalo nu¼no uvesti pojmove kao xto su ,,jednako“,
,,ve²e“, ,,maǌe“. Pojavu tih pojmova istoriqari vezuju za poqetni period raz-
mene proizvedenih objekata. Vrlo je mogu²e da su ǉudi u tom periodu poqeli
da sabiraju brojeve. Mnogo kasnije su nauqili da oduzimaju, mno¼e i dele. Na
primer, qak u sredǌem veku vextina deǉeǌa brojeva bila je znak visokog obra-
zovaǌa. Tako je postepeno nastala aritmetika – nauka o brojevima i operacija-
ma s ǌima. ǋen nastanak i razvoj su vezani s praktiqnim ǉudskim potrebama
– zemǉoradǌom, maxinstvom, moreplovstvom, trgovinom, razvojem privrede uo-
pxte.

Sva izraqunavaǌa u skupu prirodnih brojeva zasnovana su na slede²im za-
konima sabiraǌa i mno¼eǌa:
1) a + b = b + a – komutativni zakon sabiraǌa;
2) a + (b + c) = (a + b) + c – asocijativni zakon sabiraǌa;
3) ab = ba – komutativni zakon mno¼eǌa;
4) a(bc) = (ab)c – asocijativni zakon mno¼eǌa;
5) a(b + c) = ab + ac – distributivni zakon mno¼eǌa prema sabiraǌu;
6) a · 1 = 1 · a = a – postoji neutralni element mno¼eǌa.

* * *

Pribli¼no ovakav bi mogao biti sadr¼aj predavaǌa uqenicima grupe A
(opxtekulturni i primeǌeni nivo). U grupi B (specijalizovani nivo) predavaǌe
bi se moglo nastaviti u slede²em smeru.

* * *



4 G. D. Glejzer

U savremenoj matematici se skup prirodnih brojeva uvodi aksiomatski. Po-
smatrajmo neki neprazan skup N. Za neke elemente a i b tog skupa uvedimo
relaciju ,,b sledi iza a“. Broj koji sledi broju a oznaqimo sa a∗. Uvedimo
qetiri aksiome:

1. Postoji prirodan broj 1 koji ne sledi nijednom prirodnom broju, tj. za svako
a va¼i a∗ 6= 1.

2. Za svaki prirodan broj a postoji taqno jedan broj koji za ǌima neposredno
sledi, tj. ako je a = b, onda je a∗ = b∗.

3. Svaki prirodan broj osim 1 neposredno sledi taqno jednom prirodnom broju,
tj. ako je a 6= 1, onda iz a∗ = b∗ sledi da je a = b.

4. Aksioma indukcije. Neka je M podskup skupa N prirodnih brojeva koji
ima svojstva: a) 1 pripada M ; b) ako prirodan broj a pripada M , tada i
a∗ pripada M . Tada skup M sadr¼i sve prirodne brojeve, tj. poklapa se sa
skupom N.

Naveli smo savremenu aksiomatiku skupa prirodnih brojeva. Primetimo
da je aksiome prirodnih brojeva, u nexto drugaqijem vidu, prvi formulisao
italijanski matematiqar §. Peano u radu ,,O pojmu broja“ objavǉenom 1891.
godine.

Pomo²u gore navedenih aksioma mogu se definisati aritmetiqke operacije
na skupu prirodnih brojeva, dokazati ǌihova svojstva i deduktivnim putem kon-
struisati aritmetika prirodnih brojeva. Postoji i druga teorija prirodnih
brojeva koju je razvio G. Kantor (1845–1918) i koja je zasnovana na intuitivnoj
teoriji skupova.

Na osnovu aksiome indukcije mo¼e se dokazati princip matematiqke in-
dukcije:

ako je neko tvr±eǌe M u qijoj formulaciji uqestvuje prirodan broj n, taqno
za n = 1 i iz pretpostavke da je ono taqno za n = k sledi da je taqno i za n = k+1,
onda je tvr±eǌe M taqno za svaki prirodan broj.

Ovaj princip le¼i u osnovi metoda matematiqke indukcije koji ima xiro-
ku primenu u matematici i u suxtini predstavǉa deduktivni metod dokazivaǌa
mnogih teorema aritmetike, algebre, geometrije. Pre nego xto navedemo prime-
re dokazivaǌa metodom matematiqke indukcije, razmotrimo podrobnije suxtinu
samog metoda.

Tvr±eǌe u kojem se govori o prirodnom broju n, oznaqimo sa A(n). Neka
treba dokazati da to tvr±eǌe va¼i za svaki prirodan broj n, tj. da je

A(n) – istinito tvr±eǌe.

Dokaz metodom matematiqke indukcije sastoji se iz tri dela:
a) najpre treba dokazati da je tvr±eǌe A(n) taqno za n = 1, tj. da je taqno

tvr±eǌe A(1) (na taj naqin se stvara ,,baza indukcije“); primetimo da baza
indukcije mo¼e biti i neki broj n razliqit od 1;
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b) daǉe, treba pretpostaviti da je tvr±eǌe A(n) taqno za neki prirodan broj
k, tj. da je A(k) istinito tvr±eǌe (formulixe se ,,induktivna pretpo-
stavka“);

v) najzad, treba dokazati da iz istinitosti A(k) sledi istinitost A(k + 1)
(ostvaruje se ,,induktivni korak“). Posle toga se zakǉuquje da na osnovu
principa matematiqke indukcije sledi da je tvr±eǌe A(n) istinito za svaki
prirodan broj n.

Prilog 1.

Razmotrimo sada primere primene principa matematiqke indukcije.

Primer 1. Dokazati nejednakost 2n > 2n + 1 za n > 2.
Dokaz. Oznaqimo datu nejednakost sa A(n).
1) Za n = 1 imamo 2 > 3; tvr±eǌe A(1) je netaqno; za n = 2 imamo 4 > 5;

tvr±eǌe A(2) je netaqno; za n = 3 imamo 8 > 7; tvr±eǌe A(3) je taqno.
Baza indukcije je n = 3.
2) Pretpostavimo da je tvr±eǌe A(n) taqno za neko n = k > 2, tj. taqna je

nejednakost 2k > 2k + 1 za k > 2.
3) Doka¼imo da je pri takvoj pretpostavci taqno i tvr±eǌe A(k + 1), tj. da

je taqna nejednakost
2k+1 > 2(k + 1) + 1 za k > 2.

Va¼i:

2k+1 = 2 · 2k > 2(2k + 1) = 4k + 2 = (2k + 3) + (2k − 1)

= 2(k + 1) + 1 + (2k − 1) > 2(k + 1) + 1.

Posledǌa nejednakost sledi iz toga xto za k > 2 va¼i nejednakost 2k−1 > 0. Na
taj naqin je dokazano da iz taqnosti pretpostavke A(k) za k > 2 sledi taqnost
tvr±eǌa A(k + 1). Tako je polazna nejednakost dokazana metodom matematiqke
indukcije.

Primer 2. Dokazati da se zbir Sn prvih n qlanova aritmetiqke progresije
(an) s razlikom d izra¼ava formulom

(1) Sn =
2a1 + (n− 1)d

2
n, n ∈ N.

Dokaz. Oznaqimo formulu (1) sa A(n).

1) Za n = 1 imamo S1 =
2a1 + 0

2
· 1 = a1; tvr±eǌe A(1) je taqno. Baza

indukcije je za n = 1.
2) Pretpostavimo da je tvr±eǌe A(n) taqno za neko n = k, tj. da va¼i

formula

Sk =
2a1 + (k − 1)d

2
k.
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3) Doka¼imo da je formula (1) taqna za n = k + 1, tj. da va¼i

Sk+1 =
2a1 + kd

2
(k + 1).

Imamo

Sk+1 = Sk + ak+1 =
2a1 + (k − 1)d

2
· k + (a1 + kd)

=
2a1k + k2d− kd + 2a1 + 2kd

2
=

2a1k + k2d + kd + 2a1

2

=
2a1 + kd

2
(k + 1).

I tako je formula (1) dokazana metodom matematiqke indukcije. U dokazu smo
koristili izraz za n-ti qlan aritmetiqke progresije: an = a1 + (n− 1)d.

Va¼ni moment u predavaǌu o skupu prirodnih brojeva mo¼e biti priqa
o tome da su mnogi problemi o prirodnim brojevima predstavǉali i jox uvek
predstavǉaju interes za matematiqare. Neki od tih problema nisu do danas
rexeni. I xto dubǉe budemo pronicali u ustrojstvo niza prirodnih brojeva,
to ²e se slo¼eniji problemi javǉati pred matematiqkom naukom.

Na kraju predavaǌa o skupu prirodnih brojeva navedimo izbor zadataka koje
preporuqujemo za samostalan rad.

Ve�baǌa
1. Formulixite aksiome skupa N prirodnih brojeva.
2. Formulixite osnovne zakone sabiraǌa i mno¼eǌa prirodnih brojeva.
3. Opixite plan provo±eǌa dokaza metodom matematiqke indukcije.
4. Data je aritmetiqka progresija (an) s razlikom d. Doka¼ite da je an =

a1 + (n− 1)d.
5. Doka¼ite nejednakost 2n > n3 za n > 9, n ∈ N.
6. Doka¼ite da je broj 7n+1 + 82n−1 deǉiv sa 19 za svako prirodno n.

7. Doka¼ite da je 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
1
2
n(n + 1), n ∈ N.

8. Doka¼ite da je 1 ·2+2 ·3+3 ·4+ · · ·+n(n+1) =
1
3
n(n+1)(n+2), n ∈ N.

9. Doka¼ite da je 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · · + n(n + 1)(n + 2) =
1
4
n(n + 1)(n + 2)(n + 3), n ∈ N.

10. Doka¼ite da je 2+16+56+ · · ·+(3n−2)2n = 10+(3n−5) ·2n+1, n ∈ N.
11. Doka¼ite da je 5 + 45 + 325 + · · ·+ (4n + 1)5n−1 = n · 5n, n ∈ N.
12. Doka¼ite da je 7n + 3n− 1 umno¼ak broja 9 za n ∈ N.
13. Doka¼ite da je 62n + 19n − 2n+1 umno¼ak broja 17 za n ∈ N.
14. Doka¼ite nejednakost 3n > 2n + n, n ∈ N.
15. Doka¼ite nejednakost 4n > 3n + 2n, n ∈ N.
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16. Doka¼ite da je
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1
n(n + 1)

=
n

n + 1
, n ∈ N.

17. Doka¼ite da je
1

1 · 3 +
1

3 · 5 +
1

5 · 7 + · · · + 1
(2n− 1)(2n + 1)

=
n

2n + 1
,

n ∈ N.

18. Doka¼ite da je
1

1 · 4 +
1

4 · 7 +
1

7 · 10
+ · · · + 1

(3n− 2)(3n + 1)
=

n

3n + 1
,

n ∈ N.

19. Doka¼ite da je
1

1 · 2 · 3+
1

2 · 3 · 4+· · ·+ 1
n(n + 1)(n + 2)

=
n(n + 3)

4(n + 1)(n + 2)
,

n ∈ N.

20. Doka¼ite da je
1

1 · 3 · 5 +
1

3 · 5 · 7 + · · · +
1

(2n− 1)(2n + 1)(2n + 3)
=

n(n + 2)
3(2n + 1)(2n + 3)

, n ∈ N.

21. Doka¼ite da je 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
1
6
n(n + 1)(2n + 1), n ∈ N.

22. Doka¼ite da je 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
1
4
n2(n + 1)2, n ∈ N.

23. Doka¼ite da n pravih jedne ravni koje sadr¼e jednu taqku dele tu ravan
na 2n delova.

24. Doka¼ite da n kru¼nica jedne ravni razbijaju tu ravan na n2 − n + 2
dela, ako se svake dve od ǌih seku u dvema taqkama i nikoj tri ne prolaze kroz
istu taqku.

2. Racionalni brojevi

Prvo proxirivaǌe pojma prirodnog broja bilo je dodavaǌe razlomǉenih
brojeva skupu prirodnih brojeva. Pojava razlomǉenih brojeva vezana je s po-
trebom mereǌa veliqina. Mereǌe bilo koje veliqine sastoji se u ǌenom upo-
re±ivaǌu s drugom, ǌoj kvalitativno homogenom veliqinom koju uzimamo za je-
diniqnu. Na primer, pri mereǌu du¼ine odseqka, na ǌega se uzastopno nanosi
drugi odseqak koji se uzima da ima jediniqnu du¼inu (1 cm, 1m itd). Jasno je
da se ne²e uvek jediniqni odseqak sadr¼ati ceo broj puta u odseqku koji se meri.
Tako nastaje potreba posmatraǌa razlomaka – polovina, tre²ina, qetvrtina i
drugih delova jedinice mereǌa.

S razvojem aritmetike – nauke o brojevima i operacijama s ǌima – ǉudi su
poqeli da razmatraju razlomǉene brojeve (ili razlomke) s proizvoǉnim priro-
dnim imeniocima i da predstavǉaju ralomǉeni broj kao koliqnik deǉeǌa dvaju
takvih prirodnih brojeva, pri qemu deǉenik nije deǉiv deliocem. Uopxte, obi-
qnim razlomkom se naziva broj oblika

m

n
, gde su m i n prirodni brojevi.

Dva razlomka
a

b
i

c

d
se smatraju jednakim ako je ad = bc. Koriste²i ovu

definiciju, lako je dokazati da su razlomci
a

b
i

an

bn
tako±e jednaki. Odatle

sledi osnovno svojstvo razlomaka:
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ako se brojilac i imenilac razlomka pomno�e istim prirodnim brojem,
dobija se razlomak jednak datom:

a

b
=

an

bn
.

Pomo²u osnovnog svojstva razlomaka, jedan isti razlomǉeni broj se mo¼e na
razne naqine predstaviti pomo²u obiqnih razlomaka, na primer

2
3

=
4
6

=
20
30

= · · ·

Daǉe proxireǌe pojma o broju bilo je izazvano potrebama same matematike.
U vezi s rexavaǌem linearnih jednaqina s jednom nepoznatom postalo je neop-
hodno uvo±eǌe negativnih brojeva. U konkretnim zadacima negativan odgovor
tumaqen je kao vrednost usmerene veliqine (pozitivna i negativna temperatura,
kretaǌe u smeru suprotnom od izabranog, prihod i dug itd).

Drevnogrqki matematiqari koristili su se, kako prirodnim brojevima, ta-
ko i pozitivnim razlomǉenim brojevima, ali nisu znali za negativne brojeve.
Prvo korix²eǌe negativnih brojeva (shva²enih kao ,,dug“, u suprotnosti sa po-
zitivnim, shva²enim kao ,,prihod“) javǉa se kod Indusa, u radovima iz VI i
VII veka. Savremene oznake ,,+“ i ,,−“ za oznaqavaǌe pozitivnih i negativnih
brojeva uveo je nemaqki matematiqar Vidman krajem XIV veka. Ali, qak i u XVI
veku, mnogi matematiqari nisu priznavali negativne brojeve.

Posebno jasno je istaknut smisao negativnih brojeva uvo±eǌem koordinatne
prave i koordinatne ravni. Va¼an momenat u matematici bilo je uvo±eǌe broja
nula. Dodavaǌe nule, kao i negativnih brojeva skupu N dovodi do skupa svih
celih brojeva.

Skup celih brojeva (pozitivnih celih, nule i negativnih celih) oznaqa-
va²emo slovom Z:

Z = {. . . ,−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . }.

Dok su u skupu N izvodǉive samo dve operacije – sabiraǌe i mno¼eǌe, u
skupu Z se bez ograniqeǌa mogu izvoditi tri operacije: sabiraǌe, oduzimaǌe
i mno¼eǌe. Posebno, za proizvoǉne prirodne brojeve a i b, jednaqina a + x = b
je uvek rexiva, ali je samo za b > a vrednost x prirodan broj, dok je za b < a
ona negativna. Za cele brojeve, kao i za prirodne, definisane su nejednakosti
koje se lako vizuelno prikazuju predstavǉaǌem brojeva taqkama brojevne prave.
Tako nejednakost a > b oznaqava da se taqka koja odgovara broju a nalazi desno
od taqke koja odgovara broju b.

Deǉeǌe nije neograniqeno izvodǉiva operacija u skupu Z. Na primer, je-
dnaqina 2x = 3 nema rexeǌa u skupu Z. Upravo je ¼eǉa da se postigne rexivost
jednaqina prvog stepena dovela do uvo±eǌa skupa racionalnih brojeva. Unija
skupa celih i skupa razlomǉenih brojeva naziva se skupom racionalnih bro-
jeva. Skup racionalnih brojeva oznaqavamo sa Q. Latinska req ratio oznaqava
,,odnos“.
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Svaki racionalan broj mo¼e se predstaviti u obliku
p

q
, gde su p i q celi

brojevi (pozitivni ili negativni), pri qemu je q 6= 0. Primetimo da je takvo

predstavǉaǌe racionalnog broja nejednoznaqno. Na primer, razlomci
1
2
,

2
4
,

5
10

,
7
14

itd. predstavǉaju jednake brojeve (odnosno, jedan te isti broj). Gore nave-
dena definicija jednakosti razlomaka omogu²ava da se odredi u kom sluqaju dva
razlomka

a

b
i

c

d
predstavǉaju jedan te isti broj. To ²e biti tada i samo tada

kada je ad = bc.
U skupu Q su izvodǉive bez ograniqeǌa sve qetiri aritmetiqke operacije:

sabiraǌe, oduzimaǌe, mno¼eǌe, deǉeǌe. U stvari, postoji jedno ograniqeǌe –
ne mo¼e se deliti nulom. Va¼no je ukazati uqenicima da se izvo±eǌe operacija
s racionalnim brojevima svodi na izvo±eǌe operacija s celim brojevima. Tako,
ako je r =

a

b
i s =

c

d
, onda je

r + s =
a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd
,

r − s =
a

b
− c

d
=

ad− bc

bd
,

rs =
a

b
· c

d
=

ac

bd
,

r : s =
a

b
:

c

d
=

ad

bc
.

* * *

Na ovom mestu se mo¼e zavrxiti predavaǌe uqenicima grupe A i pre²i na
ve¼baǌa (ona su data u prilogu qlanka). S uqenicima grupe B predavaǌe se
mo¼e produ¼iti.

* * *

Korisno je poqeti ponavǉaǌem izvesnih svojstava aritmetiqkih operacija
nad racionalnim brojevima:
1) r + s = s + r – komutativni zakon sabiraǌa;
2) r + (s + t) = (r + s) + t – asocijativni zakon sabiraǌa;
3) r + 0 = r;
4) r + (−r) = 0;
5) rs = sr – komutativni zakon mno¼eǌa;
6) r(st) = (rs)t – asocijativni zakon mno¼eǌa;
7) 1 · r = r;

8) r · 1
r

= 1;

9) (r + s)t = rt + st – distributivni zakon.
Svojstva 3, 4, 7, 8 su pravila raqunaǌa s nulom i jedinicom. Na primer,

svojstvo 4 tvrdi da za svaki racionalan broj r postoji takav racionalan broj
−r koji u zbiru sa r daje nulu.
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Sav raqun u skupu racionalnih brojeva, a tako±e i sve identiqke transfor-
macije, zasnovani su na svojstvima 1–9 aritmetiqkih operacija nad racionalnim
brojevima. Koriste²i ta svojstva, nije texko dokazati, na primer, da va¼e jedna-
kosti r(s−t) = rs−st, (r+s)2 = r2+2rs+s2 itd. Iz jednakosti r(s−t) = rs−rt
za s = t sledi da je r · 0 = 0, tj. proizvod svakog broja nulom jednak je nuli.
Va¼no je tako±e primetiti da iz svojstava 1–9 aritmetiqkih operacija mogu da
se izvedu svojstva operacija sa stepenima s prirodnim izlo¼iocem:

am · an = am+n; am : an = am−n, (m > n); (am)n = amn.

U skupu Q racionalnih brojeva, kao i u skupu Z celih brojeva, uvode se
nejednakosti. To se mo¼e uraditi na slede²i naqin.

Najpre se daje definicija: racionalan broj se naziva pozitivnim ako se on
predstavǉa kao koliqnik dvaju prirodnih brojeva; racionalan broj, razliqit od
nule, naizva se negativnim ako nije pozitivan.

Zatim se postuliraju svojstva pozitivnih i negativnih brojeva:
10) ako je r pozitivno, tada je −r negativno;
11) ako su r i s pozitivni, onda je r + s pozitivno;
12) ako su r i s pozitivni, onda je rs pozitivno.

Sada se mogu uvesti nejednakosti. Broj r se smatra ve²im od broja s (pixe
se r > s ili s < r) ako je razlika r − s pozitivan broj. Posebno, ako je broj r
pozitivan, onda je r > 0, a ako je broj s negativan, onda je s < 0.

Koriste²i svojstva 10–12 mogu se dokazati teoreme o nejednakostima. Nave-
dimo primera radi dokaz jedne takve teoreme.

Teorema. Ako je r1 > s1 i r2 > s2, onda je r1 + r2 > s1 + s2.
Dokaz. Po definiciji, nejednakost r1 > s1 oznaqava da je r1− s1 pozitivno.

Na isti naqin, nejednakost r2 > s2 oznaqava da je r2 − s2 pozitivno. Na osnovu
svojstva 11, broj (r1 − s1) + (r2 − s2) je poziitivan. A to znaqi da je i broj
(r1 + s1)− (r2 + s2) pozitivan. Sledi da je, po definiciji, r1 + r2 > s1 + s2.

Iz svojstava 1–12 slede sva svojstva identiqkih transformacija, a tako±e i
teoreme o nejednakostima, vezane s izvo±eǌem qetiri osnovne aritmetiqke ope-
racije. Zahvaǉuju²i svojstvima 10–12 skup racionalnih brojeva je ure±en poj-
movima ,,ve²e“ i ,,maǌe“.

Va¼no je zapaziti jox jedno svojstvo racionalnih brojeva: izme±u svaka dva
racionalna broja nalazi se beskonaqno mnogo racionalnih brojeva. Zaista, ako

su a i b razliqiti racionalni brojevi i a < b, onda racionalan broj
a + b

2
le¼i

izme±u ǌih: a <
a + b

2
< b. Postupaju²i analogno daǉe, mo¼e se dokazati da se

izme±u a i b nalazi beskonaqno mnogo racionalnih brojeva.
Svakom racionalnom broju odgovara jedinstvena taqka koordinatne prave,

pri qemu dvama razliqitim racionalnim brojevima odgovaraju dve razliqite
taqke. Bez obzira na to xto racionalni imaju svojstvo gustine, oni ipak ne
,,ispuǌavaju“ celu koordinatnu pravu, tj. postoje taqke na pravoj kojima ne od-
govara nijedan racionalan broj.
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Posebno va¼nu ulogu u matematici i praksi imaju decimalni razlomci. Po-
znato je da se svaki prirodan broj mo¼e na jedinstven naqin rastaviti na proste
qinioce. Ako se rastavǉaǌe imenioca obiqnog razlomka na proste qinioce sa-
stoji samo od dvojki, ili samo od petica, ili samo od dvojki i petica, tada se
takav razlomak mo¼e zapisati u obliku konaqnog decimalnog razlomka. Na pri-

mer,
3
5

=
3 · 2
5 · 2 =

6
10

= 0,6;
7
20

=
7 · 5

2 · 2 · 5 · 5 =
35
100

= 0,35;
9
5

=
9 · 2
5 · 2 =

18
10

= 1,8.
Isti rezultat se mo¼e dobiti deǉeǌem brojioca razlomka imeniocem.

Ako je, pak, dati obiqan razlomak neskratǉiv i razlagaǌe imenioca na pro-
ste qinioce sadr¼i bar jedan broj razliqit od dvojke i petice, tada se takav
broj mo¼e zapisati u obliku beskonaqnog periodiqnog decimalnog broja, tj. de-
cimalnog broja kod kojeg je broj decimalnih znakova beskonaqan i jedna cifra
ili nekoliko cifara posle zapete se stalno ponavǉaju. Predstavimo, na pri-

mer, obiqan razlomak
2
3

u vidu decimalnog razlomka. Podelivxi broj 2 brojem
3 dobijamo 0,6666 . . . . Taj beskonaqan razlomak nazivamo perodioqnim; cifru 6
nazivamo periodom ralomka. Kratko²e zapisa radi, period se zapisuje samo je-

dnom, s tim da se okru¼i zagradama. Na primer,
2
3

= 0,6666 . . . = 0,(6) (qita se:

,,nula celih i 6 u periodi“). Period u razlomku mo¼e da ne poqiǌe odmah iza

zapete, i da sadr¼i vixe od jedne cifre. Na primer, 2
16
15

= 2,3(5);
5
11

= 0,(45).

Razlog pojavǉivaǌa periodiqnih decimalnih razlomaka je u tome xto je
pri deǉeǌu prirodnih brojeva ostatak uvek maǌi od delioca. Zbog toga broj
razliqitih ostataka ne mo¼e biti ve²i od delioca. Poqev od nekog mesta ostaci
obavezno poqiǌu da se ponavǉaju, a zajedno s ǌima i cifre koliqnika, i ceo
proces deǉeǌa se ponavǉa u istom poretku. Zato se u koliqniku pojavǉuje period

– grupa cifara koja se ponavǉa. Na primer, pri pretvaraǌu razlomka
85
101

u

decimalni, tj. pri deǉeǌu broja 85 sa 101, mogu²e je dobiti 100 ostataka (od 1
do 100); u stvari bi²e ih samo qetiri (85, 42, 16, 59). Dakle, u rezultatu ²e

se pojaviti periodiqni decimalni razlomak s qetiri cifre u periodi:
85
101

=

0,(8415).

Ako se u procesu deǉeǌa brojioca razlomka imeniocem pojavi ostatak jednak
nuli, a proces deǉeǌa se nastavi, tada ²e svi daǉi ostaci i sve cifre kolqinika
biti nule. Zato se prirodni brojevi, nula i konaqni decimalni razlomci mogu
smatrati beskonaqnim decimalnim razlomcima sa periodom koji se sastoji od

nule: 2 = 2,000 . . . = 2,(0);
2
5

= 0,4 = 0,4(0) itd.

Dogovor je i da se decimalni brojevi s periodom 9 zameǌuju brojevima s
periodom 0: 0,(9) = 1,(0).

Va¼no je da u ovoj etapi uqeǌa uqenici razmatraǌem konkretnih primera
usvoje slede²e:

1) svaki racionalan broj se mo¼e predstaviti u obliku beskonaqnog perio-
diqnog decimalnog razlomka;



12 G. D. Glejzer

2) svaki periodiqni decimalni razlomak mo¼e se predstaviti u obliku obi-
qnog razlomka, tj. svaki periodiqni decimalni razlomak je racionalan broj.

Prvo tvr±eǌe smo pokazali lako. Uqenicima grupe B mo¼e se na posebnim
primerima pokazati postupak dokaza drugog tvr±eǌa.

Primer. Predstaviti u obliku obiqnog razlomka periodiqni decimalni
razlomak 0,(8).

Rexeǌe. Imamo da je

0,(8) = 0,888 . . . =
8
10

+
8

100
+

8
1000

+ · · · = 8
10

+
8

102
+

8
103

+ · · · .

Ovo je zbir qlanova beskonaqne opadaju²e geometrijske progresije qiji je prvi

qlan
8
10

a koliqnik
1
10

. Koriste²i formulu za sumu qlanova takve progresije
dobijamo

0,(8) =
8
10

:
(

1− 1
10

)
=

8
10

:
9
10

=
8
9
.

Dakle, 0,(8) =
8
9
.

Uqenicima se mo¼e bez dokaza formulisati pravilo prevo±eǌa periodiqnog
decimalnog razlomka u obiqan: razlomǉeni deo periodiqnog broja jednak je obi-
qnom razlomku qiji je brojilac jednak broju koji stoji izme±u decimalne zapete
i poqetka druge periode, minus broj koji stoji izme±u zapete i poqetka prve pe-
riode, dok je imenilac jednak broju koji se sastoji od onoliko uzastopnih cifara
9 koliko je cifara u periodi i onoliko nula koliko je cifara izme±u zapete i
prve periode. Na primer,

0,2(31) =
231− 2

990
=

229
990

; 3,75(6) = 3
756− 75

900
= 3

681
900

.

Ne treba pamtiti navedeno pravilo, ono se mo¼e koristiti iz podsetnika. Me-
±utim, pojedinim uqenicima se mo¼e dati doma²i zadatak da izvedu to pravilo
u opxtem obliku, posebno za qisto periodiqne i posebno za mexovito periodiqne
razlomke.

U zakǉuqku predavaǌa treba u vidu dijagra-
ma predstaviti odnos me±u skupovima brojeva: N ⊂
Z ⊂ Q (slika).

Klasifikacija skupa racionalnih brojeva mo¼e
se izvrxiti prema ǌihovom polo¼aju na brojevnoj
pravoj u odnosu na nulu. Takva klasifikacija je,
dakle, na negativne brojeve, nulu i pozitivne bro-
jeve.

Skup racionalnih brojeva mo¼e se definisati kao skup na kojem su defini-
sane operacije sabiraǌa i mno¼eǌa, koje imaju svojstva 1–12. Faktiqki, svojstva
1–12 definixu skup racionalnih brojeva.

Uopxte, jedan od naqina uvo±eǌa racionalnih brojeva u matematici sastoji
se u prihvataǌu definicije poǉa racionalnih brojeva kao takvog minimalnog
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poǉa Q koje sadr¼i prsten Z celih brojeva, tj. skupa koji ima slede²a svojstva:
1) Q sadr¼i Z; 2) Q je poǉe; 3) sabiraǌe i mno¼eǌe celih brojeva poklapaju se
sa istoimenim operacijama nad tim brojevima u poǉu Q; 4) poǉe Q ne sadr¼i
pravo potpoǉe koje (kao pravi podskup) zadr¼i Z. Elementi poǉa Q zovu se
racionalni brojevi. Najzad, u ovakvom pristupu potrebno je dokazati postojaǌe
takvog poǉa i ǌegovu jedinstvenost.

Prilog 2.

Navodimo izbor ve¼baǌa za uqenike iz grupa A i B (ve¼baǌa za uqenike
grupe B oznaqena su zvezdicom).

Ve�baǌa
1. Navedite primere: a) prirodnih brojeva; b) celih brojeva; v) racional-

nih brojeva. Koje brojeve nazivamo racionalnim?
2. Da li je jednaqina a + x = b, gde su a i b dati brojevi, a x nepoznata,

rexiva u skupu: a) prirodnih brojeva; b) celih brojeva; v) racionalnih brojeva.
3. Da li je jednaqina ax = b, gde su a i b dati brojevi (a 6= 0), a x nepoznata,

rexiva u skupu: a) prirodnih brojeva; b) celih brojeva; v) racionalnih brojeva.

4. Predstavite u obliku decimalnog razlomka: a)
17
20

; b) − 8
25

; v)
26
11

; g) 5
9
20

.

5. Predstavite u obliku obiqnih razlomaka: a) 0,(3); b) 0,2(5); v) −7,(36);
g) 7,2(25).

6. Izraqunati vrednost izraza:
a) 0,25 + 0,75 : (0,8 · 2,25− 2,05);

b) 0,(3) +
1
3
;

v) (2,(1) + 3,(12)) : 0,5;

g) 13,7 · 0,1 +
(

6
22
45
· 0,5− 1

61
72
· 2

)
+ 19,89 :

(
4,75 +

23
80

: 2,3
)

;

d)
(

5
17
30
− 1

41
96
· 2

)
: 3

7
8

+ 0,4
(

15,25 :
1
2
− 988 : 32,5

)
+ 4,15 · 0,4.

7. Koje su operacije definisane na skupu: a) prirodnih brojeva; b) celih
brojeva; v) racionalnih brojeva.

8∗. Formulixite svojstva operacija u skupu racionalnih brojeva koja su
vam poznata.

9∗. Poka¼ite da izme±u brojeva
2
3

i
4
5

postoje racionalni brojevi. Navedite
tri takva broja.

10∗. Izvedite formulu za kvadrat razlike dva broja i navedite koja su
osnovna svojstva sabiraǌa i mno¼eǌa pritom bila korix²ena.

11∗. Izvedite pravilo pretvaraǌa peridoiqnog decimalnog razlomka u obi-
qan na primeru slede²ih razlomaka: a) 0,(abc); b) 0,k(ab).

12∗. Doka¼ite da je zbir me±usobno reciproqnih pozitivnih brojeva (raz-

liqitih od jedinice) ve²i od 2: a +
1
a

> 2 ako je a > 0, a 6= 1.
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13. Doka¼ite nejednakosti:

a)
1
a

+ 4a > 4, a > 0;

b) 4a +
25
a

> 20, a > 0;

v)
a + b

2
>
√

ab, a > 0, b > 0;

g) a2 + b2 + c2 > 2(a + b + c) za proizvoǉne a, b, c.
14∗. Doka¼ite nejednakosti:

a)
2a

1 + a2
6 1 za svako a;

b) (a + b)
(

1
a

+
1
b

)
> 4, a > 0, b > 0;

v) a2 + b2 + c2 > ab + bc + ca za proizvoǉne a, b, c.
15. Doka¼ite da je obim proizvoǉnog trougla ve²i od zbira ǌegovih te-

¼ixnih linija, ali maǌi od ǌihovog dvostrukog zbira.

16. Doka¼ite da je
2hc

5
< r <

hc

2
, gde je r polupreqnik kruga upisanog u

pravougli trougao, a hc visina koja odgovara ǌegovoj hipotenuzi.
17∗. Doka¼ite: a) ako je a > b, onda je a2 > b2 za a > 0 i b > 0; b) ako je

a > b, onda je a2 < b2 za a < 0 i b < 0.
18∗. Parobrod je plovio od luke A do luke B nizvodno, a zatim se vratio

u luku A uzvodno. Uporedite vreme koje je parobrod proveo na qitavom putu
s vremenom koje bi on potroxio na isti toliki put u mirnoj vodi (pri istoj
sopstvenoj brzini broda).

19∗. Iz mesta A krenula su ka mestu B istovremeno dva pexaka. Prvi od ǌih
je prvu polovinu vremena izao brzinom a km/h, a drugu brzinom b km/h; drugi je
pexak ixao prvu polovinu puta brzinom a km/h, a drugu brzinom b km/h. Koji
je od pexaka prvi stigao u mesto B?

20. Rexite nejednaqine:

a) 5x + 8 < 12− 7x; d)
4x− 5
2x− 1

< 1;

b)
5x− 8
2x + 4

< 1; ±) x2 > 4x;

v) (x + 2)(x− 5) < 3(x + 2); e) x2 + 9 > 6x;

g)
2x + 3
x− 6

> 0; ¼) x2 − 2x < 3.

21∗. Rexite nejednaqine:

a) |3x| < 1; v)
∣∣∣∣
x + 2
x− 1

∣∣∣∣ > 3;

b) |4− 8x| > 1 g) |x2 + x− 6| 6 5.
22∗. Kolika treba da bude temperatura 12 ` litara vode da bismo, mexaju²i

je sa 10 ` vode temperature 25◦, dobili vodu temperature ne maǌe od 40◦ i ne
ve²e od 50◦?

G. D. Glejzer, Ruska akademija obrazovaǌa


