HACTABA MATEMATUKE Y OCHOBHOJ IIKOJIN

3aarka ITasaumuuh

IINTATOPVHUY EPOJEBU (TPOJKE)

[lum oBor u3narama je na oxpabpu HACTABHUKE MATEMATUKE ¥ OCHOBHUM IIKOJIA~
Ma Ia cacraBibajy 3amarke (u3 obmactu npumene [lurtaropune teopeme) ca e
permemnuMa.

ITuraropune Tpojke GpojeBa

CBaka Tpojka menux MO3UTUBHUX OpojeBa @, b U ¢ KOja 3a70BOJbABA jeTHAUUHY
a® 4 b2 = ¢ 30Be ce ITumazopura mpojka bpojesa’. JacHo je ma OHE DpenCTABILA]jY
Ny’KUHE CTPaHWIEe IPaBOyrJior Tpoyria. Takas Tpoyrao hemo o3mauuru ca (a,b,c)
rae he 6poj ¢ o3HAUABATY XUIIOTEHY3Y.

IIpBo ce mocraBma MUTake €r3UCTEHNIMjE: 12 JIU TocToje TakBu Opojeu? OaroBop
je TOTBpAH, casHAmEM MO3HATOT ,erumaTckor“ Tpoyraa (3,4,5). Baucra: 32 + 42 =
52. Ako oBe GpojeBe MHOMKHMO OMJIO KOjUM APYruM meamM GpojeM m > 0, mobujamo
uosu [Iuraropun tpoyrao, Tj. (ma, mb, mc), jep

(ma)? 4+ (mb)? = m?(a® + bv*) = m*c? = (me)?.

l'eomeTpujcka uumenuna je ma Cy CBU TPOYTJIOBU MOOMjeHW Ha OBAj HAYUWH CJIU-
yrn. Meby wuma jeman je cakaro HajMamu. OH ce 30Be 0cHo8HU (NPUMUMUEHU)
TPOYTao, & CBU OCTAIM CY u3eedenu. [lurtaropunn 6pojeBu KOjU OArOBAPA]y HAjMabeM
[Turaropurom Tpoyriy 30By ce ockoewu Iumazopunu 6pojesu. OuurienHo HUKOja
nBa ocHOBHa [lmTaropmua Tpoyriia HUCY CIMYHA.

Hac unrepecyjy camo ocuosau [utaropunu Tpoyriaosu (6pojesu), a moMohy mux
MOkeMO mpoHahin cBe ocTaJe.
Pasmarpamo ocobune ocuoBrux ITuraropuaux 6pojesa (a, b, c).
1. Tpu 6poja y ocuosHoj Tpojuu (a,b,c) cy y3ajaMHO IPOCTH, jep aKO HUCY, Tana
OHU HUCY HAjMaibW, [Ia HE IPEICTaBIbAjy OCHOBHY TDPOjKY.
2. Csara mBa 6poja (y mapy) y ocuosHoj Tpojuu (a,b,c) cy y3ajaMHO MPOCTH, Tj.
HEeMajy 3ajeHUUKA Aeauian. AKO MPETIOCTABAMO CYNPOTHO, HOp. & = aid U

b= bid, (a1, by — npupomrn 6pojesn), u3 jemmaroctu a® + b? = 2, cremn:

atd® + b3d* = 2, (a3 4+ b3)d* = 2, a3 + b3 = (c/d)>.
I Tluraropusn TpoyriIoBm (6pojesn) Guam cy mosHaTH jom y BpeMe crtapor Basmiona, Erunra u

I'pure. IIpermocrasma ce na cy I[luraropa m meroBm ydeHWIM IPOHANLIM HAUMH 33 oxpebmBame Tpojke
[uraropurux Gpojesa mo gopmynama € = 2n+ 1, y = 2n(n+ 1), z = 2n2 4+ 2n + 1.
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Kaxo ¢/d tpeba ma Gyne neo 6poj, ciemn ma d | ¢, na a, b u ¢ nMajy 3ajeHAURN
JeNUal, Tj. He UMHE OCHOBHY TPOjKy. 3Hauw, (a,b) = 1. Camuno ce morasyje
na je (a,¢) =1mu (b,c) = 1.

3. Meby 6pojesuma a, b, ¢ He MOry OWUTEH MCTOBPEMEHO IBa MapHaA OpPOja, jep OHIa
UMajy 3ajeHUYUKY JeJUial, Ta HUCY y3ajamuo npoctu. OHU HE MOTY OUTU HU CBa
TPU HEMAapHA UCTOBPEMEHO. AKO MPeTmoCTaBUMO Ia Cy HemapHu, Tj. a = 2k + 1,

b=2p+1,c=2r+1 (k,p,reN), onga us jemnaroctu a? + b> = ¢* caemu:

(2k+1)> + (2p+1)% = (2r + 1),
A2+ E+pP+p)+1 =402 +7).
Osa jemmakoct je Hemoryha jep je seBa cTpaHa HemapHa, a JeCHA CTPaHA je
mapHa.

W3 csera osora ciemu ma 3a Tpu Opoja y ocHOBHOj IIuraropmuoj Tpojimm Basku:
jedaw 6poj je napan, a dpyea dsa cy nenapra. Hokazahemo na 6poj ¢ (xumorenysa),
HEe MOe Outu mapan 0poj.

Hexa je ¢ mapan 6poj 1j. ¢ = 2r, onga Mmopajy a u b na 6yay wenapuau, a = 2k+1,
b=2p+ 1, na jeqHauuna riacu:
(2k +1)* + (2p+1)* = (2r)?,
20k* + k+p*+p) +1=2r%
JleBa cTpama je Hemapal, a mecHa je mapaH Opoj, MTO 3HAYM Oa IPETIOCTABKA HUje
TayHa. SHAUM:
1) ¢ mMopa Gutu Hemapan 6poj,

2) jenam on 6pojesa a u b je mapas, a APyTU HemapaH.

Hanaxxeme ¢opmysia 3a ogpebuBame ocHoBHuX Iluraropuaux Tpojru

Y ommTeM ciydajy MOMKeMO y3eTH 1a je y ocHoBHO] Iluraropusoj tpojuu (x,y, z),
Z HemapaH, a y napa 0poj (z je ysek Hemapas). Tpaskumo nese nosutusHe Gpojese
Z,Y, % KOju Cy y IapOBKMa y3ajaMHO IPOCTH U 3aJ0B0JbaBajy jemsakoct x>+ 142 = 22,
1j. y? = 22 — 2% = (2 — 2)(z + x). Kako cy 36up u pasznmka mBa HemapHa Gpoja
napHu 6pojeBu, ciaemn oa Cy 2 — & U 2z + @ mapHu OpojeBn u na je BuXoB HajBeln
3ajemHuukn geauial 6poj 2, tj. 6pojesu (z — x)/2 u (2 + x)/2 cy y3ajamuo mpocru.

=tkn

= tp, omakie cremu 1a je z = t(k+p) nx = t(p—k). U3 ose jemnaroctu ciemu

. z
Axo mpermocrasuMo ma Hucy, ouza mocroje t,k,p € N Tako ma Baxu
zZ+x
2 . . .

[a Z U T UMa]y 3ajeJHUYRU Aeduial t, mTo je y mporuBypeunoctu ca (z,x) = 1. Tana
. (y)2 z4+x z—x Yy z2+x z—=x
elZ) = - ———,THe Cy =
D) 2 o YT Ty

. z—x
Bpojesu 5
Hawmme, ako je mpouw3Bon mBa y3ajaMHO mpocTa Opoja TadvaH KBAAPAT, OHAA Cy U CAMU
OpojeBu TauHM KBAIPATH.

€ N, jepcy y, 2 —x u 2+ x mapHu.

n

Cy y3ajaMHO NMPOCTU, a HBUXOB IPOU3BOJ je TauyaH KBaIPAT.
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Hera je (m,n) = 1 u mn = k? (k € N) u nexa je k = kika-- -k, xanoncka
dakropusammja 6poja k. Tana je mn = k?k3 - - k‘IQ,, rae k2 nenu necuy crpamy, na k?
nenu ey cTpamy, Tj. kZ | mn, anu kako m u n HeMajy 3aje[HUYKM NeJUJIall, OHIA
cBaku on k? memu wim m, wam m. 3amcTa, m W M ce pasNaky HA UMHEOINE KOjU Ce
campxe y k2, k3, ..., kg, Tj. YMHMOIE KOjU Cy MOTIYHU KBAAPATU. 3HAUU, M U N CY
HOTIYHU KBAPIATH.
zZ+x z—x

2 "2
zZ+x 9 Z—X
YBEAEMO 3aMey —5— = u” 1

z=u?—v*ny="2uw.

360r unmeHUIE 18 Cy KBa,IpaT TPUPOIHUX OPOjeBa MOKEMO Ia

=% (u,v € Nuwu > v). Onarne je z = u?+v?,

z
Bpojesu u n v cy y3ajamMHO mpocTH, jep aKO HUCY, OHAA Ne u 6pojeBm
z—x

n

MAaTH 3ajeHUYKN JeJuial, mro je Hemoryhe. BpojeBu u u v HuCy ucToBpe-

MeHO TIapHU WiH Hemapau, jep 36or = u? —v? = (u—v)(u+v), 6poj x 6uhe mapam,
MTO je y KOHTPAIUKIUjU Ca MPeTIHOCTaBKOM na je x Hemapas. Ciuenn ma je jemad on
OpojeBa u M v mapas, a IPYI'W HemapaH.

Iobujern pe3ynaTaT MOKEMO M3PA3UTHU IPeKo ciaenehe Teopeme.

TEOPEMA. Cge ocnosne mpojre ITumazopunuz 6pojesa, y cayuajy 0a je y
napan 6poj, odpehyjy ce no dopmysama

(A) z=u?—v% y=2uw, z=u+7%

20e cy u u v yaajammno npocmu bpojesu, jedan je napan, a 0py2u HeNapaH u u >
v > 0.

Ipyru mauuH 3a onpebuBame Iluraropure Tpojke MoKeMO TOOUTH aKO
jemmaumny 22 + y? = 2? mammmenmo y obmury 12 = 22 — 2 2% = (z — y)(z + v).
Kako je z memapam 6poj, a y mapaH, cienu ma cy OpojeBu z — y U 2 + Yy HENAPHU.
UctoBpemMeno, onu cy y3ajaMHO mpocTu. HbUXOB MPOM3BOJ je MOTIYH KBAAPAT, A CY

U OHU IIOTIYHU KBAIDaTH.
Axo mpermocraBumMo ma je z+y=puz—y=gq, (p > q, p,q € N), nobujamo
ma je

(B) e=pg, y=0"—-d)/2, z=@p"+¢)/2
Jlako ce yrBpbhyje ma cy p m ¢ mBa HemapHa W y3ajamMHO mpocta Opoja. Moke ce
nokasatu na cy gpopmyine (B) norpean n nososman ycios na 6u (,y, z) Ouna 0CHOBHA
[uraropuna Tpojra. Ipyrum peumma, Gpopmyne (B) ca momaTHuM yciaoBuMma 3a p U
q, majy cBe ocHOBHE Tpojke IluTaropunux O6pojena.

Popmyne (A) u (B) cy exBuBasuenTHe, jep ako p u ¢ y popmynama (B) 3aMeHnMO
ca: p=u+v,¢g=u—v (u>v), tobujamo:

2 2 (u+v)? = (u—v)?

z=(u+v)(u—v)=u*—v*, y= 5 = 2uv,

z = (u+v)2—;—(u—1})2 :u2+7}27
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mro 3Haunm ma pobujamo dopmyne (A). OGpatmo, aro y (A) 3amenmMo u u v ca
u=(p+4q)/2, v=(p—q)/2, nobujamo Gopmyise (B). 3Haum, cBe OCHOBHE TPOjKe
[Muraropunux 6pojea oxpedhyjy ce mo popmynama (A) nnu (B).

Y caenehoj tabenu 1, mare cy 22 ocHoBHe Tpojke Ilmraropmrux GpojeBa of-
pebenux nomohy ¢popmyna (A), a y tabemu 2 npurasanu cy uctu 6pojesu oxpehenn
nomohy popmyia (B). Bumu ce na cy To ucte TpojKe, CaMo Ha PA3JIMUYUTIM MECTUMA.

u voxr oy z p q = Y z
2 1 3 4 5 3 1 3 4 5
3 2 5 12 13 5 1 5 12 13
4 1 15 8 17 5 3 15 8 17
4 3 7 24 25 7 1 7 24 25
5 2 21 20 29 7T 3 21 20 29
5 4 9 40 41 7T 5 35 12 37
6 1 35 12 37 9 1 9 40 41
6 5 11 60 61 9 5 45 28 53
7 2 45 28 53 9 7 63 16 65
7 4 33 56 65 11 1 11 60 61
7 6 13 84 85 11 3 33 56 65
8§ 1 63 16 65 11 5 55 48 73
8 3 55 48 73 11 7 77 36 8
8 5 39 80 89 11 9 99 20 101
8 7 15 112 113 13 1 13 84 8
9 2 77 36 85 13 3 39 8 &9
9 4 65 72 97 13 5 65 72 97
9 8 17 144 145 13 7 91 60 109
10 1 99 20 101 13 9 117 44 125
10 3 91 60 109 13 11 143 24 145
10 7 51 140 149 15 1 15 112 113
10 9 19 180 181 15 7 105 88 137
Tabena 1 Tabena 2

W3 rabena ce jacHO MO:Ke 3aKLYUNTH NA BAKU:
e Iy;KMHA jenHe KaTeTe je mespuBa ca 4, Tj. 4 menn y;
36up Yy + 2z je yBek TauyaH KBaIparT, jep je y = 2uv, a z = u® + v?, ma ciemm
y+z=(u+v)%
® Yy CBaKOM OCHOBHOM llmraropmuoM TpoOyriy nykuHA Oap jeiHe KaTeTe je YBeK
nespuBa ca 3;

e y cBaKOM OCHOBHOM IlmTaropuroM TpOyray Ay:kuHA Oap jemHe CTpaHUIE je YBEK
IeJbuBa ca .

IIpumena ITutaropmHUX TPOJKM HA KAPAKTEPUCTUYHE TPOYTJIOBE
KO HEKUX TeOMETPUjCKUX TeJia

Jenna on yectux npumena Iluraropune Teopeme y MIKOJICKO] IPAKCH je HA peIIa-
Bame 33JaTaKa ¥ Be3W Ca [eOMETPUjCKUM TelrMa, HOCeOHO NPAaBUIHUM IHPAMUIAMA.
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Tom TpPUAMKOM Ce KOPUCTE KapaAKTEPUCTUYHU TMPABOYTJIU TPOYTJIIOBU, OO KOjUX CMO
HeKe IPUKA3aJU Ha HAPENHUM ciukama. lloromHo je y mpumpemu omaroapajyhux 3a-
JaTaka Ja Ce MCKOPUCTE IPEeTXOMHO HaBemeHe taberne [luraropurux Tpojru, Kako Ou
ce cMamumiIa HOTpeba 3a OyraykuM padyHOM, MTO ckpehe maxkmy ca reoMeTpujcke
CYIITUHE TIPOOJIEMA.

Kapaxkrepuctuuay TpoyrioBy IPABIUIHE Y€TBOPOCTPAHE MUPAMIIE

3. Hapauunh, Texunuka mrona ,,Hukona Tecna®, Jlenocasuh

E-mail: pavlicicz@gmail.com



