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Zlatka Pavliqi�

PITAGORINI BROJEVI (TROJKE)

Ciǉ ovog izlagaǌa je da ohrabri nastavnike matematike u osnovnim xkola-
ma da sastavǉaju zadatke (iz oblasti primene Pitagorine teoreme) sa ,,lepim“
rexeǌima.

Pitagorine trojke brojeva

Svaka trojka celih pozitivnih brojeva a, b i c koja zadovoǉava jednaqinu
a2 + b2 = c2 zove se Pitagorina trojka brojeva1. Jasno je da oni predstavǉaju
du¼ine stranice pravouglog trougla. Takav trougao ²emo oznaqiti sa (a, b, c)
gde ²e broj c oznaqavati hipotenuzu.

Prvo se postavǉa pitaǌe egzistencije: da li postoje takvi brojevi? Odgovor
je potvrdan, saznaǌem poznatog ,,egipatskog“ trougla (3, 4, 5). Zaista: 32 + 42 =
52. Ako ove brojeve mno¼imo bilo kojim drugim celim brojem m > 0, dobijamo
novi Pitagorin trougao, tj. (ma,mb,mc), jer

(ma)2 + (mb)2 = m2(a2 + b2) = m2c2 = (mc)2.

Geometrijska qiǌenica je da su svi trouglovi dobijeni na ovaj naqin sli-
qni. Me±u ǌima jedan je svakako najmaǌi. On se zove osnovni (primitivni)
trougao, a svi ostali su izvedeni. Pitagorini brojevi koji odgovaraju najmaǌem
Pitagorinom trouglu zovu se osnovni Pitagorini brojevi. Oqigledno nikoja
dva osnovna Pitagorina trougla nisu sliqna.

Nas interesuju samo osnovni Pitagorini trouglovi (brojevi), a pomo²u ǌih
mo¼emo prona²i sve ostale.

Razmatramo osobine osnovnih Pitagorinih brojeva (a, b, c).
1. Tri broja u osnovnoj trojci (a, b, c) su uzajamno prosti, jer ako nisu, tada

oni nisu najmaǌi, pa ne predstavǉaju osnovnu trojku.
2. Svaka dva broja (u paru) u osnovnoj trojci (a, b, c) su uzajamno prosti, tj.

nemaju zajedniqki delilac. Ako pretpostavimo suprotno, npr. a = a1d i
b = b1d, (a1, b1 – prirodni brojevi), iz jednakosti a2 + b2 = c2, sledi:

a2
1d

2 + b2
1d

2 = c2, (a2
1 + b2

1)d
2 = c2, a2

1 + b2
1 = (c/d)2.

1 Pitagorini trouglovi (brojevi) bili su poznati jox u vreme starog Vavilona, Egipta i
Grqke. Pretpostavǉa se da su Pitagora i ǌegovi uqenici pronaxli naqin za odre±ivaǌe trojke
Pitagorinih brojeva po formulama x = 2n + 1, y = 2n(n + 1), z = 2n2 + 2n + 1.
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Kako c/d treba da bude ceo broj, sledi da d | c, pa a, b i c imaju zajedniqki
delilac, tj. ne qine osnovnu trojku. Znaqi, (a, b) = 1. Sliqno se dokazuje
da je (a, c) = 1 i (b, c) = 1.

3. Me±u brojevima a, b, c ne mogu biti istovremeno dva parna broja, jer onda
imaju zajedniqki delilac, pa nisu uzajamno prosti. Oni ne mogu biti ni sva
tri neparna istovremeno. Ako pretpostavimo da su neparni, tj. a = 2k + 1,
b = 2p + 1, c = 2r + 1 (k, p, r ∈ N), onda iz jednakosti a2 + b2 = c2 sledi:

(2k + 1)2 + (2p + 1)2 = (2r + 1)2,

4(k2 + k + p2 + p) + 1 = 4(r2 + r).

Ova jednakost je nemogu²a jer je leva strana neparna, a desna strana je
parna.

Iz svega ovoga sledi da za tri broja u osnovnoj Pitagorinoj trojci va¼i:
jedan broj je paran, a druga dva su neparna. Dokaza²emo da broj c (hipotenuza),
ne mo¼e biti paran broj.

Neka je c paran broj tj. c = 2r, onda moraju a i b da budu neparni, a = 2k+1,
b = 2p + 1, pa jednaqina glasi:

(2k + 1)2 + (2p + 1)2 = (2r)2,

2(k2 + k + p2 + p) + 1 = 2r2.

Leva strana je neparan, a desna je paran broj, xto znaqi da pretpostavka nije
taqna. Znaqi:

1) c mora biti neparan broj,

2) jedan od brojeva a i b je paran, a drugi neparan.

Nala�eǌe formula za odre�ivaǌe osnovnih Pitagorinih trojki

U opxtem sluqaju mo¼emo uzeti da je u osnovnoj Pitagorinoj trojci (x, y, z),
x neparan, a y paran broj (z je uvek neparan). Tra¼imo cele pozitivne brojeve
x, y, z koji su u parovima uzajamno prosti i zadovoǉavaju jednakost x2 +y2 = z2,
tj. y2 = z2 − x2 = (z − x)(z + x). Kako su zbir i razlika dva neparna broja
parni brojevi, sledi da su z − x i z + x parni brojevi i da je ǌihov najve²i
zajedniqki delilac broj 2, tj. brojevi (z − x)/2 i (z + x)/2 su uzajamno prosti.

Ako pretpostavimo da nisu, onda postoje t, k, p ∈ N tako da va¼i
z − x

2
= tk i

z + x

2
= tp, odakle sledi da je z = t(k+p) i x = t(p−k). Iz ove jednakosti sledi

da z i x imaju zajedniqki delilac t, xto je u protivureqnosti sa (z, x) = 1. Tada

je
(y

2

)2
=

z + x

2
· z − x

2
, gde su

y

2
,

z + x

2
,

z − x

2
∈ N, jer su y, z−x i z +x parni.

Brojevi
z + x

2
i

z − x

2
su uzajamno prosti, a ǌihov proizvod je taqan kvadrat.

Naime, ako je proizvod dva uzajamno prosta broja taqan kvadrat, onda su i sami
brojevi taqni kvadrati.
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Neka je (m, n) = 1 i mn = k2 (k ∈ N) i neka je k = k1k2 · · · kp kanonska
faktorizacija broja k. Tada je mn = k2

1k
2
2 · · · k2

p, gde k2
i deli desnu stranu, pa k2

i

deli levu stranu, tj. k2
i | mn, ali kako m i n nemaju zajedniqki delilac, onda

svaki od k2
i deli ili m, ili n. Zaista, m i n se razla¼u na qinioce koji se

sadr¼e u k2
1, k2

2, . . . , k2
p, tj. qinioce koji su potpuni kvadrati. Znaqi, m i n su

potpuni kvardati.

Zbog qiǌenice da su
z + x

2
i

z − x

2
kvadrati prirodnih brojeva mo¼emo da

uvedemo zamenu
z + x

2
= u2 i

z − x

2
= v2 (u, v ∈ N i u > v). Odatle je z = u2+v2,

x = u2 − v2 i y = 2uv.

Brojevi u i v su uzajamno prosti, jer ako nisu, onda ²e i brojevi
z + x

2
i

z − x

2
imati zajedniqki delilac, xto je nemogu²e. Brojevi u i v nisu istovre-

meno parni ili neparni, jer zbog x = u2−v2 = (u−v)(u+v), broj x bi²e paran,
xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je x neparan. Sledi da je jedan od
brojeva u i v paran, a drugi neparan.

Dobijeni rezultat mo¼emo izraziti preko slede²e teoreme.

Teorema. Sve osnovne trojke Pitagorinih brojeva, u sluqaju da je y
paran broj, odre�uju se po formulama

(A) x = u2 − v2, y = 2uv, z = u2 + v2,

gde su u i v uzajamno prosti brojevi, jedan je paran, a drugi neparan i u >
v > 0.

Drugi naqin za odre�ivaǌe Pitagorine trojke mo¼emo dobiti ako
jednaqinu x2 + y2 = z2 napixemo u obliku x2 = z2 − y2, x2 = (z − y)(z + y).
Kako je z neparan broj, a y paran, sledi da su brojevi z − y i z + y neparni.
Istovremeno, oni su uzajamno prosti. ǋihov proizvod je potpun kvadrat, pa su
i oni potpuni kvadrati.

Ako pretpostavimo da je z + y = p i z − y = q, (p > q, p, q ∈ N), dobijamo
da je

(B) x = pq, y = (p2 − q2)/2, z = (p2 + q2)/2.

Lako se utvr±uje da su p i q dva neparna i uzajamno prosta broja. Mo¼e se
dokazati da su formule (B) potreban i dovoǉan uslov da bi (x, y, z) bila osnovna
Pitagorina trojka. Drugim reqima, formule (B) sa dodatnim uslovima za p i
q, daju sve osnovne trojke Pitagorinih brojeva.

Formule (A) i (B) su ekvivalentne, jer ako p i q u formulama (B) zamenimo
sa: p = u + v, q = u− v (u > v), dobijamo:

x = (u + v)(u− v) = u2 − v2, y =
(u + v)2 − (u− v)2

2
= 2uv,

z =
(u + v)2 + (u− v)2

2
= u2 + v2,
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xto znaqi da dobijamo formule (A). Obratno, ako u (A) zamenimo u i v sa
u = (p + q)/2, v = (p − q)/2, dobijamo formule (B). Znaqi, sve osnovne trojke
Pitagorinih brojeva odre±uju se po formulama (A) ili (B).

U slede²oj tabeli 1, date su 22 osnovne trojke Pitagorinih brojeva od-
re±enih pomo²u formula (A), a u tabeli 2 prikazani su isti brojevi odre±eni
pomo²u formula (B). Vidi se da su to iste trojke, samo na razliqitim mestima.

u v x y z p q x y z

2 1 3 4 5 3 1 3 4 5
3 2 5 12 13 5 1 5 12 13
4 1 15 8 17 5 3 15 8 17
4 3 7 24 25 7 1 7 24 25
5 2 21 20 29 7 3 21 20 29
5 4 9 40 41 7 5 35 12 37
6 1 35 12 37 9 1 9 40 41
6 5 11 60 61 9 5 45 28 53
7 2 45 28 53 9 7 63 16 65
7 4 33 56 65 11 1 11 60 61
7 6 13 84 85 11 3 33 56 65
8 1 63 16 65 11 5 55 48 73
8 3 55 48 73 11 7 77 36 85
8 5 39 80 89 11 9 99 20 101
8 7 15 112 113 13 1 13 84 85
9 2 77 36 85 13 3 39 80 89
9 4 65 72 97 13 5 65 72 97
9 8 17 144 145 13 7 91 60 109
10 1 99 20 101 13 9 117 44 125
10 3 91 60 109 13 11 143 24 145
10 7 51 140 149 15 1 15 112 113
10 9 19 180 181 15 7 105 88 137

Tabela 1 Tabela 2

Iz tabela se jasno mo¼e zakǉuqiti da va¼i:
• du¼ina jedne katete je deǉiva sa 4, tj. 4 deli y;
• zbir y + z je uvek taqan kvadrat, jer je y = 2uv, a z = u2 + v2, pa sledi

y + z = (u + v)2;
• u svakom osnovnom Pitagorinom trouglu du¼ina bar jedne katete je uvek

deǉiva sa 3;
• u svakom osnovnom Pitagorinom trouglu du¼ina bar jedne stranice je uvek

deǉiva sa 5.

Primena Pitagorinih trojki na karakteristiqne trouglove
kod nekih geometrijskih tela

Jedna od qestih primena Pitagorine teoreme u xkolskoj praksi je na rexa-
vaǌe zadataka u vezi sa geometrijskim telima, posebno pravilnim piramidama.
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Tom prilikom se koriste karakteristiqni pravougli trouglovi, od kojih smo
neke prikazali na narednim slikama. Pogodno je u pripremi odgovaraju²ih za-
dataka da se iskoriste prethodno navedene tabele Pitagorinih trojki, kako bi
se smaǌila potreba za dugaqkim raqunom, xto skre²e pa¼ǌu sa geometrijske
suxtine problema.

Karakteristiqni trouglovi pravilne trostrane piramide

Karakteristiqni trouglovi pravilne qetvorostrane piramide
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