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NEKI KARAKTERISTIQNI PRIMJERI PRIMJENE
GEOMETRIJSKOG POLIFORMIZMA U NASTAVI

MATEMATIKE SREDǋE XKOLE

Didaktiqki fenomen geometrijskog poliformizma, po onome xto sam uspio
tokom tridesetogodixǌeg bavǉeǌa nastavom matematike sredǌe xkole vidjeti u
matematiqko-metodiqkoj literaturi se veoma rijetko sre²e kao neka didaktiqka
posebnost, a ako se ponegdje primjeǌuje, to je obiqno intuitivno, singularno ili
stihijski u nastavi matematike osmogodixǌe i sredǌe xkole.

Suxtina ovoga znaqajnog didaktiqkog fenomena sastoji se u permanentnom
insistiraǌu na integralnom sagledavaǌu raznovrsnih geometrijskih pristupa
razumjevaǌa i poimaǌa prouqavanih nastavnih pojmova. Ovo u praksi izisku-
je od nastavnika odliqno poznavaǌe i vjextinu primjeǌivaǌa najraznovrsnijih
struqno-didaktiqko-metodiqkih mogu²nosti, a indukuje intenzivnu misaonu ak-
tivnost uqenika izra¼enu kvalitetnim samopregalaqkim radom i ve²om motiva-
cijom.

Efikasnost primjene geometrijskog poliformizma zasniva se na vixestru-
koj primjeni principa oqiglednosti interpretiranog u vidu ikoniqkih tuma-
qeǌa, kao i evidentnoj psiholoxkoj qiǌenici da promjene i raznovrsnost u radu
osvje¼avaju nastavu, a monotonija uglavnom indukuje slabǉeǌe interesovaǌa i
pojavu pasivnosti i dosade.

U I razredu gimnazije matematiqkog smjera i u okviru predmeta geometrija
I razreda matematiqke gimnazije dokazuje se potreban i dovoǉan uslov Ptole-
mejeve teoreme. ǋenom primjenom zapoqe²u raznovrsna geometrijska dokazivaǌa
adicionih teorema.

Postoji vixe dokaza adicionih teorema za trigonometrijske funkcije zbi-
ra i razlike dva ugla. Jedan od qesto primeǌivanih dokaza koji eksploatixu
sredǌoxkolski u­benici sastoji se u tome da se na trigonometrijskom krugu
konstruixu projekcije krakova na koordinantne ose, i ove projekcije sabiraju
na razne naqine. Ovdje ²u opisati xest maǌe poznatih dokaza i qetiri koja
nijesam sretao u matematiqko-metodiqkoj literaturi.

1) Primjenom Ptolemejeve teoreme mo¼e se izvesti teorema: ako su α i β
takvi uglovi da je 0 < α + β < π, onda je sin(α + β) = sin α cos β + sin β cosα.
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U ciǉu dokaza u ravni R2 uoqimo proizvoǉni krug K(0, r) u kome je upisan
qetvorougao ABCD (slika 1) tako da je AC preqnik. Dakle, AC = 2r, ∠ABC =
90◦ = ∠CDA, pa je

AB = AC cosα = 2r cos α BC = AC sin α = 2r sinα

CD = AC sin β = 2r sin β AD = AC cosβ = 2r cos β,

gde je α = ∠BAC, β = ∠CAD.
S druge strane, oko trougla ABD je opisana kru¼nica preqnika 2r, pa kako

je u pravouglom 4DLB, ∠DLB = ∠DAB kao periferijski nad istim lukom
(tetivom) DB, to je BD = 2r sin(α + β). Kako je qetvorougao ABCD tetivan,
to iz Ptolemejeve teoreme slijedi da je AC ·BD = AB · CD + BC ·AD, tj.

2r · 2r sin(α + β) = 2r cos α · 2r sin β + 2r sin α · 2r cosβ,

odakle je sin(α + β) = sin α cosβ + sin β cos α.

Sl. 1 Sl. 2

2) Interesantno je vidjeti kako se na sliqan (analogan) naqin prethodnom
dokazuje adiciona teorema:

sin(α− β) = sin α cos β − sin β cosα.

Neka je qetvorougao ABCD tetivan i AB = 2r (slika 2). ∠ACB = ∠ADB = 90◦

– periferijski nad preqnikom. ∠DLC = ∠DAC = α − β – uglovi nad tetivom
DC. Lako je uoqiti da je:

BC = AB sin β = 2r sin β AC = AB cosβ = 2r cos β

AD = AB cos α = 2r cosα BD = AB sin α = 2r sinα

α = ∠BAD, β = ∠BAC, CD = LD sin(α− β) = 2r sin(α− β).

Poxto je qetvorougao ABCD tetivan, to iz Ptolemejeve teoreme slijedi redom
da je: AC · BD = AB · CD + BC · AD, 2r cosβ · 2r sinα = 2r · 2r sin(α − β) +
2r sin β · 2r cos α, sin(α− β) = sin α cos β − sin β cosα.

Ove metodiqke priqe u dokazima 1) i 2) mogli bismo pojednostaviti ako
bismo uzeli za 2r = 1, tj. ako bi kru¼nica posmatraǌa bila jediniqnog preqnika.
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Adicione teoreme mogu²e je dokazati vektorski pomo²u skalarnog proizvoda
vektora. Evo nekih od tih dokaza iz metodiqke prakse.

3) Ako su α i β dva ugla takva da 0 < α + β < π, onda je cos(α + β) =
cos α cos β − sin α sin β.

Neka su α i β susjedni uglovi sa tjemenom A i kracima Ax, Ay i Az (slika 3).
Uzmimo taqku B ∈ Ax. Konstruiximo iz B normalu Bl na polupravu Ay. Tada je
Ay∩Bl = {C}, Az∩Bl = {D} i AC ⊥ BD. Neka je: |−→AB| = ~a,|−→AC| = ~b, |−→AD| = ~c,
tj. |~a| = a, |~b| = b, |~c| = c. Iz trougla CDA slijedi

−→
AD =

−→
AC +

−→
CD = ~b+

−→
CD i

b = c cos β i CD = c sin β. Iz trougla BCA slijedi
−→
AB =

−→
AC +

−→
CB = ~b +

−→
CB,

b = a cosα i CB = a sin α. Iz definicije skalarnog proizvoda slijedi da je

(1)
−→
AB · −→AD = ac cos(α + β).

Tako±e je
−→
AB · −→AD = (

−→
AC +

−→
CB) · (−→AC +

−→
CD) = ~b2 +

−→
CB ·~b+

−→
CD ·~b+

−→
CB · −→CD =

b · b + 0 + 0 + CB ·CD cosπ = b · b−CB ·CD = a cosα · c cosβ − a sin α · c sin β =
ac(cos α cos β − sin α sinβ), pa je

(2)
−→
AB · −→AD = ac(cos α cos β − sin α sin β).

Iz (1) i (2) slijedi polazno tvr±eǌe.

Sl. 3 Sl. 4

4) Ako su α i β proizvoǉni uglovi, mogu²e je dokazati tvr±eǌe
cos(α + β) = cos α cosβ − sinα sin β primjenom skalarnog proizvoda vektora i
na sǉede²i naqin. Neka su α i β susjedni uglovi u trigonometrijskom krugu
(OA = OB = OC = 1). Konstruiximo normalu iz C na OB (slika 4). Neka je
podno¼je te normale taqka P . Tada je: OP = cos β, PC = sin β. Koriste²i se
definicijom skalarnog proizvoda vektora lako je uoqiti da je

(3)
−→
OA · −→OC = OA ·OC cos(α + β).

Kako je
−→
OC =

−→
OP +

−→
PC, to je

−→
OA ·−→OC =

−→
OA ·(−→OP +

−→
PC) =

−→
OA ·−→OP +

−→
OA ·−→PC =

OA ·OP cosα + OA · PC cos(π
2 + α) = cos α cos β − sin α sin β,

(4)
−→
OA · −→OC = cos α cos β − sin α sin β.

Iz (3) i (4) slijedi polazno tvr±eǌe.
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5) Ako su α i β proizvoǉni uglovi, onda je cos(α − β) = cos α cos β +
sin α sin β.

Dokaz. Neka su uglovi α = ∠AOC i β = ∠AOB prikazani u trigonome-
trijskom krugu kao na slici 5. Vektori

−→
OA,

−→
OB i

−→
OC su jediniqni vektori i

ǌihov koordinantni oblik je poznat, tj.
−→
OA = (cos 0, sin 0),

−→
OB = (cosβ, sin β) i−→

OC = (cos α, sin α). Ugao izme±u vektora
−→
OB i

−→
OC je α− β, pa je

cos(α− β) =
−→
OC · −→OB

|−→OC| · |−→OB|
= (cos α, sin α) · (cos β, sin β) = cos α cosβ + sin α sin β,

qime je ova teorema dokazana.

Sl. 5 Sl. 6

Iz ove, kao i iz prethodno dokazanih teorema, na jednostavan naqin mogu se
izvesti sve ostale adicione teoreme.

Ako takav matematiqar kakav je bio prof. dr Mirko Stojakovi² ka¼e da
sǉede²i dokaz adicione teoreme

(1) sin(α + β) = sin α cosβ + sin β cos α

nije sretao u metodiqkoj literaturi onda ga sa velikom sigurnox²u mo¼emo
smatrati ǌegovim.

6) Posmatramo romb sa ivicom 1, qiji jedan ugao ima vrijednost α+β. Ovaj
ugao mo¼e biti i maǌi i jednak i ve²i od pravog ugla. U dokazu to nema znaqaja.
Upiximo taj romb u pravougaonik tako da jedna stranica pravougaonika zaklapa
sa susjednim ivicama romba ugao α, odnosno β. Na slici 6 romb je ABCD,
pravougaonik EFGH, ugao α je ∠BAE, ugao β je ∠DAH, a prema tome α + β
je ∠CDA. Povrxina romba (P ), po poznatom obrascu u kome se proizvod ivica
mno¼i jox sinusom zahva²enog ugla jeste

(2) P = sin(α + β).
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Ivice pravougaonika su sin α + sin β, cos α + cos α, pa je povrxina (R) tog pra-
vougaonika proizvod tih ivica. Dakle,

(3) R = (sin α + sin β)(cos α + cosβ).

Povrxine trouglova koji ,,opkoǉavaju“ romb i kojih ima qetiri, ali su po dva
jednaka, iznosi ukupno S, a vidi se sa slike 6 da va¼i

(4) S = sin α cosα + sin β cos β.

Poxto se ,,odbijaǌem“ trouglova od pravougaonika dobija romb, va¼i

(5) P = R− S,

pa kada se ovdje unesu vrijednosti iz (2), (3), (4) dobija se sin(α + β) = (sin α +
sin β)(cos α + cos β) − (sinα cos α + sin β cos β) = sin α cos β + sin β cosα, i to je
upravo (1), to jest ono xto smo htjeli da doka¼emo.

U specijalnom sluqaju, kada je α = β (slika 7), bez opisivaǌa pravougaonika
oko romba, postaje jasno da je sin 2α = 2 sin α cos α. Romb se, naime, tada sastoji
od qetiri trougla, od kojih je svaki povrxine 1

2 sin α cosα.

Sl. 7 Sl. 8

Inaqe, u opxtem sluqaju, oduzimaǌe qetiri trougla od ukupne povrxine
pravougaonika mo¼e se izvrxiti i na druge naqine. Tada postaje nepotrebno
izmno¼avaǌe izraza u zagradama i oduzimaǌe u jednaqini (5).

Na slici 8 vidi se posredno da je povrxina romba sin(α + β) jednaka zbiru
sin α cosβ + sin β cos α. Kada se, naime, od pravougaonika EFGH oduzmu trou-
glovi ABI, ABE, BCF i BCJ , preostali dio, jednak inaqe po povrxini rombu
ABCD, sastoji se od dva pravougaonika, CGKJ i AIKH, qije su stranice sin β,
cos α, odnosno sinα, cosβ, xto i dokazuje tvr±eǌe (1).

Ovaj originalni dokaz objavǉen u strukovno-metodiqkom qasopisu ,,Matema-
tika“ br. 1, Beograd, 1973. Profesor Stojakovi² zavrxava sǉede²im citatom:
,,Ne znam kako ja mogu izgledati svetu; ali samom sebi izgledam kao da sam deqak
koji se igra na obali, zabavǉaju²i se s vremena na vreme nala¼eǌem sve glatki-
jih kamenqi²a ili lepxih xkoǉki, dok preda mnom le¼i nepoznati i prostrani
okean istine – Isak ǋutn, Brewster’s Memoirs of Newton.“
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Dokaz profesora, qiji sam bio student, na mene je ostavio poseban utisak.
Pa¼ǉivim analiziraǌem postupka, vo±en xariginovskom vizijom o ǉepoti i je-
dnostavnosti crte¼a (slike) doxao sam na ideju da ga pojednostavim. Metodom
superpozicije iz specijalnog sluqaja izveo sam opxtiji dokaz teoreme.

7) (1) sin(α + β) = sin α cos β + sin β cosα.
Dokaz. Posmatrajmo romb sa ivicom 1, qiji jedan ugao ima vrijednost α+β.

Taj ugao zadovoǉava nejednakost 0 < α + β < 180◦. Dakle, α + β = ∠ADC =
∠ADE + ∠EDC, tj. ∠ADE = β i ∠EDC = α (slika 9). Konstruiximo prave
m, p i q koje prolaze respektivno taqkama B, C i A, pri qemu je m ‖ DE,
p ‖ DE i q ‖ DE, tj. m je paralelna sa DE, a prave p i q normalne na
DE. Lako je pokazati podudarnost pravouglih trouglova 4ADF ∼= 4CBH
i 4DEC ∼= 4ABG (imaju jednake hipotenuze DA = BC = CD = AB = 1,
∠CHB = ∠AFD = ∠DEC = ∠BGA = 90◦ po konstrukciji i ∠ADF =
∠CBH = β i ∠CDE = ∠ABG = α uglovi sa paralelnim kracima).

Iz konstrukcije slijedi da je EFGH pravougaonik stranica: EH = EC −
HC = sin α − sin β i EF = DF − DE = cos β − cos α, gdje je: EC = sin α,
ED = cos α, DF = cos β i FA = sin β = HC.

Povrxina romba po poznatom obrascu je P = sin(α + β). S druge strane,
povrxina tog romba se dobija kao zbir povrxina dva para podudarnih pravouglih
trouglova i navedenog pravougaonika, tj.

P = 2 · DF · FA

2
+ 2 · DE · EC

2
+ EH · EF = DF · FA + DE · EC + EH · EF

= cos β sin β + cos α sin α + (sin α− sin β)(cos β − cosα)
= sinα cos β + sin β cosα.

Ovim je teorema (1) u potpunosti dokazana. Oqigledno da bi svaki od ovih
sedam navedenih dokaza mogao na²i svoje mjesto u nastavnoj praksi. Po mojem
mixǉeǌu dokazi pod 1), 2), 6) i 7) mogli bi se ravnopravno raditi umjesto
dokaza postoje²ih u u­benicima II razreda sredǌe xkole, dok bi dokaze pod 3),
4) i 5) mogli raditi poslije nastavne jedinice ,,Skalarni proizvod vektora“ na
qasovima uvje¼bavaǌa gradiva u III razredu sredǌe xkole.

S obzirom da se uobiqajeni postupci u nastavnoj praksi rijetko mijeǌaju,
texko je vjerovati da se u ǌoj mogu vidjeti neke jox radikalnije inovacije.

Sl. 9 Sl. 10
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U nastavi trigonometrije uobiqajeno je da se prvo dokazuju adicione teo-
reme, qijom primjenom se kasnije izvode ostale trigonometrijske formule. Ako
bismo nekim drugaqijim postupkom mogli dokazati neku od identiqkih trans-
formacija pretvaraǌa zbira ili razlike trigonometrijskih funkcija u proiz-
vod trigonometrijskih funkcija, mogli bismo trivijalno dokazati sve adicione
i druge trigonometrijske formule. Ovaj reverzibilni postupak, onome koji se
trenutno odvija u nastavnoj praksi, mogao bi se primjeniti ako na neki drugaqi-
ji naqin od uobiqajenog doka¼emo npr. teoremu o transformaciji zbira kosinusa
u proizvod. Korix²eǌem Stojakovi²eve ideje o jediniqnom rombu evo jedne nove
verzije toga dokaza u mojoj interpretaciji.

8) (1) cos α + cosβ = 2 cos
α + β

2
cos

α− β

2
, za proizvoǉne uglove α i β.

Dokaz. Konstruiximo romb ABCD qiji je ugao ∠BAD = α − β sa ivicom
jediniqne du¼ine na sǉede²i naqin. Konstruiximo proizvoǉnu polupravu Ap
i taqku P ∈ Ap i uglove ∠PAB = β i ∠PAD = α kao na slici 10. Koriste²i
se teoremom o projekciji vektora na osu lako je uoqiti da je projekcija vektora−→
AC na osu Ap jednaka zbiru projekcija vektora

−→
AB i

−→
BC na tu osu. Dakle,

|−→AC| cos ∠PAC = |−→AB| cosβ + |−→BC| cosα. Kako je |−→AB| = |−→BC| = 1 i ∠PAC =
α + β

2
, to je

(2) |−→AC| cos
α + β

2
= cos α + cosβ.

Intenzitet vektora
−→
AC jednak je dvostrukoj vrijednosti projekcije vektora

−→
AB

na osu vektora
−→
AC, tj.

(3) |−→AC| = 2 · pr−→
AC

−→
AB = 2|−→AB| cos ∠BAC = 2|−→AB| cos

α− β

2
= 2 cos

α− β

2
.

Jasno je da sam pri ovom dokazivaǌu imao u vidu osnovne qiǌenice o rombu da
mu se dijagonale polove, kao i to da su normalne jedna na drugu i da su one
ujedno i simetrale uglova romba.

Iz jednakosti (2) i (3) slijedi (1).

Polaze²i od relacije (1) lako se mogu odrediti i sve ostale trigonometrij-
ske formule. Umjesto tog trivijalnog dokazivaǌa ovdje ²u pokazati kako sam
uopxtavaju²i dokaz teoreme 7) kojim sam pojednostavio dokaz profesora Stoja-
kovi²a doxao do dva nova dokaza te teoreme.

9) Dokaza²u relaciju: (1) sin(α + β) = sin α cos β + sin β cosα.

Dokaz. Posmatrajmo romb ivice a, qiji jedan ugao ima vrijednost α + β.
Neka taj ugao zadovoǉava nejednakost 0◦ < α + β < 180◦. Konstruiximo prave
m, p i q koje prolaze respektivno taqkama B, C i A, pri qemu je m ‖ DE,
p ‖ DE i q ‖ DE, tj. m je paralelna sa DE, a prave p i q su normalne na
DE. Lako je pokazati podudarnost pravouglih trouglova 4ADF ∼= 4CBH i
4DEC ∼= 4BGA. Lako je uoqiti da je EFGH pravougaonik stranica: EH =
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EC −HC = a sin α− a sin β i EF = DF −DE = a cos β − a cos α, jer je: EC =
a sin α , ED = a cos α, DF = a cos β i HC = FA = a sin β. Po poznatom obrascu
povrxina romba je

(2’) P = a2 sin(α + β).

S druge strane, povrxina toga romba se dobija kao zbir povrxina dva pomenuta
para podudarnih pravouglih trouglova i navedenog pravougaonika, tj. 4DEC ∼=
4BGA i 4DFA ∼= 4BHC i pravougaonika EFGH (slika 11). Dakle,

P = 2 · DF · FA

2
+ 2 · DE · EC

2
+ EH · EF = DF · FA + DE · EC + EH · EF

(3’)

= a cos β · a sin β + a cos α · a sin α + (a sin α− a sinβ)(a cos β − a cosα)

= a2 cos β sin β + a2 cos α sin α + a2 sin α cos β − a2 sin α cos α− a2 sin β cosβ+

+ a2 sin β cos α = a2(sinα cos β + sin β cosα).

Iz (2’) i (3’) slijedi (1).

Sl. 11 Sl. 12

Kada sam uvidio da se navedena teorema mo¼e dokazati na prethodni na-
qin, postavio sam sebi pitaǌe: da li se navedena teorema mo¼e dokazati tako
xto bismo umjesto romba ivica a koristili proizvoǉni paralelogram ivica a
i b. Potvrdan odgovor na to pitaǌe proistiqe kao posǉedica uopxtavaǌa, tj.
generalizacija sluqajeva 7) i 9).

10) Dokaza²emo na jedan novi naqin adicionu teoremu (1) sin(α + β) =
sin α cosβ + sin β cos α.

Dokaz. Posmatrajmo paralelogram ivica a i b, qiji jedan ugao ima vrijed-
nost α + β. Neka taj ugao zadovoǉava nejednakost 0◦ < α + β < 180◦. Konstru-
iximo prave m, p i q koje prolaze respektivno taqkama B, C i A pri qemu je
m ‖ DE, p ‖ DE i q ‖ DE, tj. m je paralelna sa DE, a prave p i q su normalne
na DE. Lako je pokazati podudarnost pravouglih trouglova 4ADF ∼= 4CHB
i 4DEC ∼= 4BGA. Lako je uoqiti da je je EFGH pravougaonik stranica:
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EH = EC −HC = a sin α − b sin β i EF = DF −DE = b cosβ − a cosα, jer je
EC = a sin α, HC = b sin β, DF = b cos β i DE = a cosα (slika 12). Koriste²i
poznati obrazac za izraqunavaǌe povrxine paralelograma slijedi

(2′′) P = ab sin(α + β).

S druge strane, povrxina tog paralelograma se dobija kao zbir povrxina dva
para navedenih podudarnih trouglova i pravougaonika EFGH, pa je:

P = 2 · DF · FA

2
+ 2 · DE · EC

2
+ EH · EF = DF · FA + DE · EC + EH · EF

(3′′)

= b cos β · b sin β + a cosα · a sin α + (a sinα− a sin β)(b cosβ − a cos α)

= b2 sin β cosβ + a2 sinα cos α + ab sin α cos β − a2 sinα cos α− b2 sin β cosβ+

+ ab sin β cosα = ab(sinα cosβ + sin β cos α).

Iz (2′′) i (3′′) slijedi (1), xto je i trebalo dokazati.
Analiziraju²i inovirani dokaz 10) i dokaz 6) prof. dr Mirka Stojakovi²a

doxao sam do zakǉuqka da se dokaz 6) mo¼e inovirati na jox dva opxtija naqina.

11) Posmatrajmo paralelogram qije su ivice a i b i jedan ugao ima vri-
jednost α + β. Ovaj ugao mo¼e biti maǌi i jednak i ve²i od pravog ugla. U
dokazu to nema znaqaja. Upiximo taj paralelogram u pravougaonik tako, da je-
dna stranica pravougaonika zaklapa sa susjednim ivicama paralelograma ugao
α, odnosno β. Na slici 13 paralelogram je ABCD, pravougaonik EFGH, ugao
α je ∠BAE, a ugao β je ∠DAH, pa je α + β = ∠CDA.

Povrxina paralelograma (P ) po poznatom obrascu u kome se proizvod ivi-
ca mno¼i sa sinusom zahva²enog ugla jeste P = ab sin(α + β). Ivice pravo-
uogaonika su b cos β + a cosα i a sin α + b sin β, pa je ǌegova povrxina R =
(b cosβ + a cos α)(a sinα + b sin β). Povrxina trouglova koji opkoǉavaju parale-
logram i kojih ima qetiri, ali su po dva jednaka, iznosi S, tj. S = b2 sin β cosβ+
a2 cos α sinα, pa je P = R−S, odakle slijedi ab sin(α + β) = (b cosβ + a cosα)×
(a sin α + b sin β)− b2 sin β cosβ − a2 cosα sin α, tj. ab sin(α + β) = ab sin α cos β +
ab sin β cosα, pa je konaqno sin(α + β) = sin α cosβ + sin β cos α.

Sl. 13 Sl. 14
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Inaqe, u opxtem sluqaju i ovdje oduzimaǌe qetiri trougla od ukupne po-
vrxine pravougaonika kao i u sluqaju 6) mo¼e se izvrxiti i na druge naqine.
Tada postaje nepotrebno mno¼eǌe u zagradama sliqno kao u sluqaju 6).

12) Kada se od pravougaonika EFGH oduzmu trouglovi ABI, ABE, BFC i
BCJ , preostali dio, jednak inaqe po povrxini paralelogramu ABCD, sastoji se
od dva pravougaonika CGKJ i AIKH, qije su stranice a cos α, b sin β, odnosno
b cos β, a sin α, odakle je povrxina paralelograma ab sin(α + β) jednaka zbiru
povrxina ta dva pravougaonika, tj. ab sin α cosβ+ab sin β cosα, odakle neposredno
slijedi sin(α + β) = sin α cosβ + sin β cos α (slika 14). Ovim je dokaz profesora
Stojakovi²a dobio jednu inoviranu opxtiju verziju.

Brojem 13 oznaqi²u nastavak te poliformne priqe dokazom sǉede²e teoreme.
13) Ako su α i β takvi uglovi da 0 < α+β < π i α > β, tada je sin(α−β) =

sin α cosβ − sin β cos α.
Dokaz. Koriste²i se idejom o jediniqnom

rombu i teoremama o razlo¼ivoj i dopunskoj
jednakosti povrxina poligona lako je dokaza-
ti ovu teoremu. Konstruiximo jedan jedini-
qni romb ABCD sa uglom ∠BAD = α − β
i konstruiximo polupravu Ap kao na slici
15. Iz tjemena B i D spustimo normale na
polupravu Ap i obiǉe¼imo ǌihova podno¼ja
respektivno sa N i M . Povrxinu 4ABD
mo¼emo izraqunati na dva naqina:

a) P4ABD =
1
2

PABCD =
1
2

sin(α− β) i
Sl. 15

b)

P4ABD = P4AMD + PMNBD − P4ANB =
AM ·MD

2
+

(DM + BN) ·MN

2
−

AN ·NB

2
=

cos α sin α

2
+

(sinα + sin β)(cos β − cos α)
2

− cos β sin β

2

=
sin α cosβ − sin β cos α

2
,

pa iz a) i b) sǉedi sin(α− β) = sin α cos β − sin β cosα, qime je dokaz okonqan.
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