HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEAIBHOJ IITKOJIN

mp Boxro I Mapkosuh

HEEKN KAPAKTEPUCTWNYHWU IIPVUMJEPU IIPVUMJEHE
IFrEOMETPUNJCEKOT ITIOJIN®OPMW3MA Y HACTABUA
MATEMATUWRE CPEIILE HNIKOJIE

JunakTUyy (eHOMEH TeOMeTPUjCKOT IOMU(POPMU3MA, IO OHOME MITO CaM YCIHO
TOKOM TPHUAECETOrOUIIber O0aB/bemha HACTABOM MATEMATUKE CPEIHE MKOJIE BULjeTH Y
MaTeMATUYKO-METOIIUKO] JINTEPATYPH Ce BeoMa PUjeTko cpehe Kao HEeKa AUTAKTIYKA
moCceOHOCT, & aKo ce MOHErAje MPUMjemhyje, TO je 0OMUHO UHTYUTUBHO, CUHTYIAPHO WK
CTUXUjCKU Y HACTABU MaTEMATUKE OCMOTOMIUIILE U CPEIHE MKOJE.

Cymrraa oBOra 3HAYAJHOT AMIAKTUYKOT (JEHOMEHA CACTOjU C€ y IEePMAaHEHTHOM
VHCUCTUPAKhy HA MHTETDAJHOM CarjelaBalmy PA3HOBPCHUX MEOMETPUjCKUX IPUCTYIA
pasyMjeBama M MOMMamha MPOYUABAHUX HACTABHUX mojMoBa. OBO y mpakcu M3UCKY-
j€ Ol HACTaBHUKA OJJIMYHO MO3HABAHKE U BjENITUHY IPUMjeHUBaKka HAjPA3HOBPCHUjUX
CTPYYHO- I IAKTUYKO-METO IUUYKUX MOTYNHOCTH, & MHAYKYje MHTEH3UBHY MUCAOHY aK-
TUBHOCT YUEHUKA U3PAKEHY KBAJUTETHUM CAMOIPEraJaukuM pamoM u BelioM MOTHUBA-
IIUjOM.

EduracHoCcT mpuMjeHe reOMETPUjCKOr MONU(POPMU3Ma 3aCHUBA CE€ HA BUIMIECTPY-
KOj IPUMjeHN NPUHIWIA OYWULJIEHOCTM WHTEPIPETUPAHOr Y BULY WKOHUUYKAX TyMa-
Uema, Ka0 U €BUIEHTHO] NCUXOJIOIIKO] YMHEHUIM & IIPOMjeHe M Pa3HOBPCHOCT Y PaIy
OCBj€:KaBajy HACTABY, & MOHOTOHHUja YIJIABHOM MHAYKYyje ClIabbeme MHTEPecoBama U
I0jaBy HACUBHOCTU U NOCAJTE.

Y 1 pazpeny ruMHa3uje MATEeMAaTUUKOT CMjepa U Y OKBUDPY IpeIMeTa TeOMETPU)ja
I paspema mMaTemaruuke ruMHa3uje OOKa3yje ce mOTpebaH u MOBobaH ycuaos [ltosme-
MejeBe Teopeme. Hhenom mpumjenoM 3amoueny pasHOBPCHA T€OMETPH)jCKa MOKA3UBALA
AIUIUOHIX TeopeMa.

ITocroju Bume mokaza aIWIMOHUX TeOPeMa 3a TPUIOHOMETpHjcke (yHKuuje 36w-
pa u pa3iuke ABA yria. JemaH OJf YeCTO IPUMEHUBAHUX NOKa3a KOjU E€KCILTIOATUIIY
CPEeIImOIMKOICKA YIIOCHUIM CACTOjU C€ y TOME Oa C€ HA TPUTOHOMETPHUjCKOM KPYTY
KOHCTPYWINY MPOjeKIMje KpaKoBa Ha KOOPIWHAHTHE OCe, M OBE IpOjekmnuje cabupajy
Ha paszue Hauwmde. Osnje hy ommcarm mect Mame MO3HATUX IOKa3a W UETUPHU KOja
HUjecaM CPeTao y MaTEMATUYKO-METOMUYKO] JIUTEPATYPHU.

1) IIpumjenom IlTonemejeBe TeopeMe MOKe Ce M3BECTU TeOpeMa: ako Cy « U [3
rakBu yriosu ga je 0 < o+ [ < 7, onza je sin(a + 3) = sinacos f + sin 5 cos a.
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Y mamy mokasa y pasan R? younvo mpoussomsn kpyr K (0,7) y kome je ymucam
yerBopoyrao ABCD (caura 1) tako ma je AC npeunnk. Hakne, AC = 2r, ZABC =
90° = LCDA, ma je

AB = AC cosa = 2r cos a BC = ACsina = 2rsina
CD = ACsin3 = 2rsinf AD = AC cos 3 = 2rcos 3,
rae je o = L/BAC, 6= ZCAD.

C mpyre crpane, oko rpoyrna ABD je onucana KpysKHUIA TPEYHUKA 27, A KAKO
je y mpasoyrnom ADLB, /DLB = /ZDAB rao nepuepujcKu HaJ UCTAM JYKOM
(retusoM) DB, 10 je BD = 2rsin(a + 3). Kako je uersopoyrao ABCD terusam,
to u3 [Itomemejese Teopeme camjenu ma je AC - BD = AB-CD + BC - AD, Tj.

2r - 2rsin(a + ) = 2rcosa - 2rsin 8 4 2rsin « - 2r cos 3,

onakie je sin(a + ) = sinacos § + sin 8 cos a.

D
A ol C
O
f
m\.@
Cn. 1 Cn. 2

2) VHTepecanTHO je BUAjeTH KAKO Ce HA CJAMYaH (aHAJOTAH) HAYMH MPETXOTHOM
MOKa3yje amuIoHa TeopeMa:

sin(a — ) = sina cos 3 — sin § cos .

Hexa je yerBopoyrao ABCD tetusan u AB = 2r (cmuka 2). LACB = ZADB = 90°
— mepudepujckn Han npeynnkoM. LDLC = /DAC = o« — 3 — yriioBu HaIl TETUBOM
DC. Jlako je yountu na je:

BC = ABsin3 = 2rsin 8 AC = ABcos 3 = 2rcosf3
AD = ABcosa = 2r cos BD = ABsina = 2rsina
a=/BAD, [=/BAC, CD = LDsin(a — 3) = 2rsin(a — ).

[Momro je werBopoyrao ABCD rterusan, o u3 [ITonemejese Teopeme caujeu penom
na je: AC-BD = AB-CD + BC - AD, 2rcos3 - 2rsina = 2r - 2rsin(a — 3) +
2rsin 3 - 2r cos a, sin(a — ) = sina cos 8 — sin 3 cos a.

Ose Merommuke mpuue y nokasuMa 1) u 2) Morau GUCMO MOjeJHOCTABUTH AKO
6ucmMo y3enu 3a 2r = 1, Tj. ako Ou KPYKHUAIA TTOCMATPAmHa OUIa je ITTHUYHOT TPEUHUKA.
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A,III/IHI/IOHG TeopemMme Moryhe je JOKa3aTU BEKTOPCKU HOMOhy CEaJIapHOT IPOMU3BOJa
BEKTOpA. EBo merux Ol TUX NOKa3a M3 METOIUYKE IIPaKCe.

3) Ako ¢y a u 8 mBa yrana TakBa na 0 < a4+ 3 < w, onma je cos(a + ) =
cosacos B — sinasin 3.

Hexra cy oo u 3 cycjemuu yriaosu ca tjemenom A u kpamuma Az, Ay u Az (cauka 3).
Yammmo tauky B € Ax. Koucrpyumumo uz B nopmany Bl va nonynpasy Ay. Tana je

—_— —_— -
AynBl = {C}, AzNBl ={D} u AC L BD. Hegaje: |AB|=a,|AC| =0, |AD| =¢,
- — — = - =
1j. |@| = a, |b] = b, |¢] = ¢. VI3 tpoyraa CDA cmujemn AD = AC+CD =b+CDn
— —_— = - =
b=ccosfuCD = csinf. U3 rpoyrna BC'A caujemu AB = AC +CB =b+ CB,
b=acosa u CB = asina. V3 nepurunuje crkajapHOr MPOU3BOA CIUjead Ia je
—_— —

(1) AB - AD = accos(a + ).

—_— — —_— = —_— = — — o = & —— ——
Taxobe je AB-AD = (AC+CB)-(AC+CD)=b*+CB-b+CD-b+CB-CD =
b-b+04+0+CB-CDcosmt=b-b—CB-CD =acosa-ccosff—asina-csinff =
ac(cos acos § — sinasin ), na je
(2) AB-AD = ac(cos acos f — sin asin 3).

U3 (1) n (2) cnujemu nonasno tBpheme.

4y
> B
P,
A
Q A
Cn. 3 Cn. 4

4) Arxo ¢y o u [ mnpoussomHu yriosu, Moryhe je mokazsatu TBpheme
cos(a + ) = cosacos 8 — sinasin f IpUMjeHOM CKANAPHOT MPOU3BOAA BEKTOPa U
Ha cihenehu wmaumn. Heka cy a m (§ cycjemuu yrioBu y TPUTOHOMETDHjCKOM KPYTY
(OA =0B = 0C =1). Koucrpyumumo sopmany n3 C va OB (cmuka 4). Hexa je
noguoxje Te Hopmase tauka P. Tama je: OP = cos 3, PC = sin 3. Kopucrehu ce
JNe(QUHANNA]OM CKAJAPHOT IPOM3BOLA BEKTODPA JIAKO j€ YOUUTH Ha je

(3) O—/i'O—C}':OA-OCCOS(a-Fﬁ).
— —

B — _— = = — —
Karo je OC = OP+ PC, 1o je OA-OC = OA-(OP+PC) =0OA-OP+0OA-PC =
OA-OPcosa+ OA - PCcos(§ + ) = cosacos 3 —sinasin 3,

(4) O—I)4-O_C>’:cosacosﬁ—sinasinﬂ.

U3 (3) u (4) cnujenu nosasno TBp hemwe.
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5) Ako cy a u  mpomsBomHm yriosu, ouma je cos(a — 3) = cosacosf +
sin o sin (.
Joxas. Hera cy yraosu a = LZAOC u = ZAOB npuka3anu y TPUTOHOME-
. —_— = — .
TpujckoM Kpyry kao Ha ciauim 5. Bekropu OA, OB u OC' cy jeMHUYHU BEKTODU U
— s
BUXO0B KOOpauHaHTHY 00iuK je mosHar, Tj. OA = (cos0,sin0), OB = (cos 3,sin 3) u
— —
OC = (cos a,sin ). Yrao usmeby sekropa OB u OC je a — 3, na je

—_— —
_ 0C-0B

COS(OL — ﬂ) == =
|0C-|0B|

= (cosa,sina) - (cos 3,sin 3) = cos awcos B + sin asin 3,

YuMe je OBa TeOpeMa JOKA3AHA.

Y
A

a

C, 0 B, JA I B
D

‘W

Cn. 5 Cn. 6

W3 oBe, ka0 1 U3 IPETXOAHO NOKA3AHUX TEOPEMA, HA jeIHOCTABAH HAUWH MOTY Ce
M3BECTU CBE OCTaJle aJUIUOHE TEOPEME.

Axo TakaB MaremaTwuap kakaB je 6mo mpo¢. mp Mupro CrojakoBuhi kase na
cmenehin moka3 aguuuoHE TEOpeMe

(1) sin(a + 8) = sinacos B + sin 5 cos a

HI/Ije cpeTrao y MeTO,I[I/I‘ifII{Oj JUATEPATYPU OHOa I'a Ca BEJINKOM CI/IprHOHﬂ’_ly MOXKEMO
CMaTpaTy BEroBUM.

6) Ilocmarpamo poMb ca uBuuoM 1, unju jeman yrao uma spujensoct «+ 3. OBaj
yrao Moske OuTu 1 Mamu 1 jedHaK 1 BeNu O mpaBor yria. ¥ IOKa3y TO HEMA 3HAaYaja.
Ynumumo Taj poM0b ¥ IpaBOYTAOHWK TAKO A& jelHa CTPAHUIA IPABOYTAOHUKA 3aKJIAIA
ca cycjemauMm mBunama pomba yrao «, omHocuo 3. Ha caumm 6 pom6 je ABCD,
npasoyraouvk FFGH, yrao a je ZBAFE, yrao 8 je ZDAH, a npema tome « + [3
je ZCDA. Tospmumua pomba (P), mo mozHaroM ofpaciy y KOMe ce IPOU3BOJ UBUIA
MHO;KM jOIII CMHYCOM 3axBaleHor yria jecrte

(2) P =sin(a + 3).
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Wsune npasoyraoHuka cy sin o + sin 3, cos « + cos o, na je mospmmusa (R) Tor mpa-
BOYTaOHUKA MPOU3BOM TuX uBuna. Jlakie,

(3) R = (sina + sin B)(cos a + cos ).

[loBpmmEE TpoOyrioBa Koju ,,0NK0BaBajy " poMO 1 KOJUX MMa YETHUDPHU, aJd CY IO IBa
bhl )
jemHaka, U3HOCU YKYIHO S, & BUAU Ce ca Ciuke 6 1a Baku

(4) S =sinacos o + sin B cos §.
[TomTo ce ,,ombujameM TPOyTIAOBA O TPABOYTAOHUKA MOOMja POMO, BaKU
(5) P=R-S,

ma Kaja ce oBije yHecy Bpujensoctu u3 (2), (3), (4) mobuja ce sin(a+ ) = (sina +
sin 8)(cos a + cos ) — (sinacosa + sin fcos 3) = sinacos § + sin fcosa, u 1o je
yupaso (1), To jecT OHO WITO CMO XTjenu Aa JOKAKEMO.

Y cunenujanmom caydajy, kana je « = (3 (cauka 7), 6e3 onucuBama IpaBOyTaOHUKA

OKO pomba, mocTaje jacHo ma je sin 2a = 2sin acos . Pomb ce, mamme, Taga cacroju

. . 1 .-
Ol YeTUPM TPOYTJia, OJ KOjUX je CBAKM MOBPIIMHE 5 SiN (¢ COS Q.

C G__cosau C F
sinf}
sina kh---- J 1B 5
oy CcOosu B o o
D & E D sina
A H cosf A =
Cn. 7 Cn. 8

Wnaue, y ommrem ciydajy, oxy3uMaie YeTUPU TPOYIJA O YKYIHE IOBPIINHE
TpaBOyTaOHUKA MOKE Ce M3BPIIUTU W HA Apyre Haumue. Taja TmocTaje HEMOTPeOHO
U3MHOKABame U3pas3a y 3arpajamMa u ofy3uMame y jenHaunsan (5).

Ha comum 8 Buam ce mocpenro ga je nospiuuHa pomba sin(a + () jensaka 36upy
sin acos B + sin B cos . Kama ce, naume, onx npasoyraouuka EFGH onysmy Tpoy-
ranosu ABI, ABE, BCF u BC'J, npeoctayu auo, je[HaK UHAUE 110 TOBPUIXHA POMOY
ABCD, cactoju ce on na npasoyraouuka, CGKJ u AI K H, uuje cy crpaunure sin 3,
COS (v, OMHOCHO sin v, cos 3, mro u nokasyje tpheme (1).

OsBaj opuruHaJHu J0Ka3 00jaBbeH y CTPYKOBHO-METOIUUKOM Yaconucy ,, Marema-
tuka® 6p. 1, Beorpan, 1973. Ilpodecop CrojakoBuh 3aBpmasa cibenehum muraTom:
,He 3HaM Kako ja MOT'Yy M3IJIeIaTy CBETY; ajiid CaMOM ceOu M3rjienaM Kao Ja caM Aedak
KOju ce urpa Ha obajm, 3abaBmajyhu ce ¢ BpeMeHa Ha BpeMe HAJIAKEmEM CBE DUIATKHA-
juX KaMeH4YMNa Wiy JIENMIX IMKOJPKYU, HOK IPENa MHOM JIE€KN HEMO3HATU U IPOCTPAHU
okean uctune — Vcak by, Brewster’s Memoirs of Newton. “
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Iloka3 mpogecopa, uuju cam OO CTYIEHT, HA MEHE je OCTABHO IOCe0AH YTUCAK.
[Tasx/prBUM aHAIM3UPAKEM MOCTYIKA, BODEH MAPUTHHOBCKOM BU3MjOM O JLEIOTH U je-
JHOCTABHOCTH OPTeka (CIMKe) IOMA0 caM Ha WIejy Oa ra mojeanHoctasuM. Meromom
CYTIEPIO3UIKje U3 CIEUjaTHOT CAydaja U3BeO CaM ONMITUjU NOKA3 TeOpeMeE.

7) (1) sin(a + B) = sinacos 3 + sin 3 cos a.

Joxas. TlocmarpajyMo poM6 ca uBUIOM 1, Unju jenaH yrao uMa BpUjeaHocT a+ [3.
Taj yrao 3amoBosmaBa Hejemnakoct 0 < « + (< 180°. Iakme, a + 3 = LADC =
/ADE + ZEDC, rj. ZADE = 8 u ZEDC = « (caura 9). Koucrpyumumo npase
m, p U ¢ Koje mposase pecnekruBHo taukama B, C' u A, npu uemy je m || DE,
p || DE u q || DE, 1j. m je napanemsa ca DE, a mpaBe p u ¢ HOpMajHe Ha
DE. Jlako je mokazaru momynapHocT mpasoyriux tpoyriosa NADF =2 ACBH
u ADEC = NABG (umajy jemmare xunorenysze DA = BC = CD = AB = 1,
/CHB = LZAFD = /DEC = /ZBGA = 90° no roucrpyrkmmju u LADF =
/CBH = u ZCDE = ZABG = « yrioBu ca napajejHuM KPauMa).

W3 koucrpykruumje caujenn na je EFGH npasoyraonuk crpanuna: FH = EC —
HC = sina —sinf u EF = DF — DE = cosf8 — cosa, raje je: FEC = sinq,
ED =cosa, DF =cosfu FA=sinf=HC.

[Mospmusa pomba mo mosuwarom obpacuy je P = sin(a + 3). C mpyre crpane,
mOBpIIKHA TOT poMba ce mobuja kKao 30up MOBPINKHA ABA MAaPa MOy IAPHUX TPABOYTIUX
TPOYTJIOBA U HABEIEHOT MPABOYTAOHUKA, Tj.

DF -FA 9 DE - EC
5 T
= cos fsin B + cos asin a + (sin « — sin 3)(cos 8 — cos «)

pP=2. +FEH -EF =DF-FA+DE-EC+ FEH - EF

= sin acos B + sin § cos a.

Osum je teopema (1) y mormysoctu nokaszama. Ouurienso na 61 CBakd OX OBUX
cemaM HaBeleHMX NOKa3a Morao Hahu cBoje Mjecto y HacTtaBHO] mpakcu. [lo mojem
MUIbERY H0Ka3u nox 1), 2), 6) u 7) mMoram 61U ce PABHOIPABHO DAJUTH YMjECTO
nokasa nocrojelinx y yubenunuma I paspena cpemme mkone, ok 6u morase mox 3),
4) u 5) Morsu paguTy nocauje HacTasue jeauHune , CKaJapHU NPOM3BOL BEKTODPA“ HA
vacoBuMa yBjeskOaBama rpamusa v 111 paspeny cpemme mkoure.

C o63upom ma ce yobuuajeHu MOCTYIIM Y HACTABHO] MPAKCU PUJETKO MUjEHA]y,
TEIKO je BjepOBATU Ia C€ Y O] MOTY BUIjeTH HEKE jOIN PaJUKAJHUje MHOBAIL]E.
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Y HacTaBM TPUTOHOMETPHje yOOMUAjeHO je Oa ce MPBO MOKA3Y]y AAUIMOHE TEO-
peMe, YnjoM IPUMjEHOM Ce KACHUje M3BOJE OCTAJe TPUTOHOMETPHUjcke popmyne. Ako
OUCMO HEKUM OPYTaudjuM MOCTYIKOM MOTJIM JOKA3aTU HEKY OJf MACHTUYKUX TPAHC-
(dopMamuja mpeTBapama 30Mpa WIX PA3INKe TPUTOHOMETPHU]CKUX (OYHKIWja Y IPOU3-
BOJ| TPUTOHOMETPUjCKUX (YHKIW]a, MOIJIM OMCMO TPMBHjaJIHO HOKA3aTH CBe aIUIKOHE
u apyre tpuroHomerpujcke dopmyne. OBaj peBep3uOMIHM TOCTYNAK, OHOME KOjU Ce
TPEHYTHO OJIBUja y HACTABHOj MPAKCH, MOTA0 OU CE IPUMjEHUTU AKO HA HEKU APyTaduu-
ju HauuH o yoOMJajeHor TOKa/KeMO HIIP. TeOpeMy O TpaHC(hOpManuju 30upa KOCUHyCa
y npou3Box. Ropumhemem CrojakoBuhese uneje o je IMHUYHOM POMOY €BO jeqHE HOBE
Bep3uje TOoTa MOKa3a Y MOjOj MHTEPHpPETAIN]jH.
a+f a—pf
5 cos 5

Loxas. Koucrpyummmo pom6 ABCD uwmju je yrao ZBAD = o — 3 ca uBumnoMm
jenuunune myskude Ha cihenehu mauun. Komcrpyumwmmo mpoussomuy moaynpasy Ap
u tauky P € Ap u yraose /ZPAB = fu /ZPAD = « xao ua cauriu 10. Kopucrehin
ce TeOpeMOM O TIPOjEKIMjU BEKTOPA HA OCY JIAKO je YOUUTU Na je IPOjeKIuja BEKTOPa
AC ma ocy Ap jemHaka 30Upy TpOjeKnuja BEKTOPA AB u BC ma Ty ocy. Ilakme,
— — — — —_—
|AC| cos LPAC = |AB|cos 8 + |BC|cosa. Karo je |AB| = |BC| =1u LPAC =
a+p

2

8) (1) cosa + cos B = 2 cos , 32 IPOU3BOJbHE YIIIOBE v U 3.

, TO je

o+

(2) |ﬁ| cos b_ cosa + cos 3.

— —

WNurensurer Bexkropa AC' jemHak je IBOCTPYKOj BPUjeIHOCTH IMpojekiuje Bekropa AB
—

Ha ocy Bekropa AC', Tj.

a—p

a—
= 2cos

2
JacHo je ma caMm Ipy OBOM MOKa3MBAaMmby MMAO y BUAY OCHOBHE UMILEHUIE O POMOY nma
My ce AujaroHaJie TOJOBE, KA0 W TO Na Cy HOPMAJiHe jeHA HA APYTY M Aa CYy OHE
yjeHO U CUMeTpaJie yrioBa pomba.

(3) |AC|=2-przAB = 2|AB|cos ZBAC = 2|AB| cos

W3 jemmaroctu (2) u (3) caujemu (1).

[Monazehu on penanuje (1) maK0 ce MOTY OAPEIUTH U CBE OCTAJE TPUTOHOMETPU]-
cke (opMmyie. YMjecTo TOI TPUBUjaJHOT NOKA3WBama OBAje Ny MOKA3aTH KAKO CaM
yommTasajyhu nokas teopeme 7) KOjUM caM IOjeJHOCTABUO NOKa3 mpodecopa Croja-
koBulla [OmAao IO IBa HOBA IOKa3a T€ TEOPEME.

9) Iokazahy penauujy: (1) sin(a + ) = sinacos 3 + sin § cos a.

Loxas. TlocmarpajMo poMmb uBWIE @, YMjU jeaH yrao MMa BpUjemHOCT < + [.
Hexka taj yrao 3amoBosmasa mejemaarkoct 0° < a 4+ 8 < 180°. Koucrpyumumo npase
m, p U ¢ Koje mponase pecnekruBHo Taukama B, C' u A, npu uemy je m || DE,
p || DE u q || DE, tj. m je napaueana ca DE, a npase p u ¢ cy HOpMaIHE HA
DE. Jlako je mokazaTu momygapHocT npasoyriaux tpoyriosa AADF =2 ACBH u
ADEC =2 ABGA. Jlako je yountu na je EFGH upasoyraouuk crpanuna: FH =
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EC - HC =asina—asinfu FF = DF — DE = acosf3 —acosa, jep je: EC =
asina , ED =acosa, DF =acosfu HC = FA = asin 8. Ilo nosuarom obpacity
IOBpImKHA pOMOa je

(2)) P = a*sin(a + ().

C apyre cTpane, HOBpIIMHA TOra poMba ce noOuja Kao 30up MOBPUIKHA [BA ITOMEHYTA
mapa 04y JaPHUX IPaBOYIIIMX TPOYIIIOBA U HABELEHOT IpaBoyraouuka, tj. ADEC =
ABGA u ADFA > ABHC n upasoyraoauka EFGH (cnuka 11). axue,
(3)
DF -FA DE - EC
P=2. 5 +2-
=acosf-asinf+acosa-asina+ (asina — asin §)(acos f — acosa)

+FEH -EF=DF-FA+DE-EC+FEH-EF

= a%cos Bsin B + a® cos asina + a® sin avcos B — a? sin accos a — a? sin 3 cos S+

+ a?sin B cos o = a?(sin acos B + sin B cos a).

Uz (2’) u (3’) camjemn (1).

Cu. 11 Cu. 12

Kama cam ysBummo ma ce HaBeleHa TeopeMa MOKE NOKA3aTHU Ha IPETXONHU Ha-
UMH, TIOCTABUO CaM ce0u MUTame: [a JU Ce HABEJEHA TEOPEeMa MOKE ITOKA3ATH TAKO
mTO GMCMO yMjeCTO poMba MBMIA @ KOPUCTUIM IPOM3BOJLHYA HMApPAJeorpaM MBULA a
u b. TloTBpmam 0AroBOp Ha TO MATame MPOUCTHYE KAO MOCILEIUIA YOIIITABAmA, T).
remepajusanuja ciydajesa 7) u 9).

10) Horaszaliemo Ha jemam HOBM Hauume anuimoHy Teopemy (1) sin(a + () =
sin « cos 3 + sin 3 cos a.

Jloxas. IlocmaTpajMo mapajenorpaM uBUNA @ U b, Unju jeJaH yrao uMa BpUje-
HocT « + 3. Hera Taj yrao 3amoBosasa Hejemuaroct 0° < o+ B < 180°. Komcrpy-
UIMMO TIpaBe M, P U ¢ Koje mpoiase pecrnekTuBHO Taukama B, C' u A mpu uemy je
m || DE,p| DE u q || DE, tj. m je napaseana ca DFE, a upase p u ¢ cy HOpMaJHe
wa DFE. Jlako je nokazatu momymapHocT mpaBoyriux tpoyraosa ANADEF = ACHB
u ADEC =2 ABGA. Jlako je youuru ga je je EFGH npaBoyraoHUK CTPaHUIA:
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FH =FEC - HC =asina—bsinfu EF = DF — DE = bcos 3 — acosa, jep je
EC =asina, HC =bsin 8, DF =bcosfS u DE = acosa (cauka 12). Kopucrehn
no3HaTu 06pasal 3a U3padyHaBame HOBPIIMHE HapaJeorpaMa CJIujeIm

(27) P = absin(a + ).

C mpyre crpase, IOBpIIMHA TOT HapaJjejorpaMa ce nobuja kao 30up MOBpIIMHA IBa
napa HaBeIEHUX HOJyIapHUX TPOYIJIOBa u mpaBoyraouuka K FGH, ma je:

(3")

PZQ.DF~FA+2.DE~EC

+FEH -EF=DF-FA+ DE-EC+ EH-EF

=bcosf-bsinf+ acosa-asina+ (asina — asin 3)(bcos 8 — acos a)
= b%sin Bcos B + a? sina cos a + absin a cos 3 — a? sin avcos o — b? sin 3 cos f+

+ absin B cos o = ab(sin «cos § + sin B cos a).

Uz (2”) n (3") comjemu (1), wro je u Tpebano moraszaTu.

Anamusupajyhin usosupanu moka3 10) u mokas 6) npod. np Mupra Crojarosuha
JOIMIA0 CaM [0 3aKbYYKa 1a Ce T0Ka3 () MOjke MHOBUPATH Ha jOII [BA OMIITHja HAUUHA.

11) HocmaTpajMo mapasensorpam umje Cy WBULE a U b U jeIaH yrao ¥Ma BpU-
jemnoct « 4+ 3. OBaj yrao moke 6buty Mamu u jenHak u Behim ox mpasor yraa. Y
MOKAa3y TO HeMa 3Hauaja. ¥ NUIIMMO Taj MapaJiesiorpaM y MPAaBOYTAOHUK TAaKO, 14 je-
[[HA CTPAHWIA MPABOYTAOHUKA 3aKJIala Ca CYCjeJHMM WBUIAMA MapajeiorpaMa yrao
«, omrocuo (3. Ha cauum 13 mapanenorpam je ABC D, npasoyraouuk EFGH, yrao
«a je ZBAFE, ayrao 8 je /ZDAH, na je a+ 0= ZCDA.

[Mospmuma napanenorpama (P) mo mo3maTom o6paciy y KOMe ce IPOU3BOJ UBU-
na MHORM ca cuHycoMm 3axBaliesor yria jecre P = absin(a + (). Vsuue mpaso-
yoraoruka cy bcosf3 + acosa u asina + bsin 3, ma je merosa nospmuHa R =
(bcos B+ acosa)(asina + bsin 3). TloppmmHa TPOYTIIOBA KOJU ONMKOJbABAJY HapaJe-
JIOTpaM ¥ KOjUX UMa UeTHPHU, JIi Cy 1O OB jeaHaka, usnocu S, 1j. S = b%sin 3 cos S+
a?cosasina, ma je P = R— S, omakne cimjema absin(a + 3) = (bcos 3+ acos ) X
(asina + bsin B) — b?sin Bcos 8 — a? cos asin a, 1j. absin(a + B) = absin acos B +
absin [ cos o, ma je kouauno sin(a + ) = sina cos B + sin 3 cos a.

G C G 2008 b-cosp F
— cosh i bsipp \ b b-$inf
K d | u/] B
a-sino a
a
= a-gin
D D] b «
b-si o
H A acosu E H b-cosp A acosu E

Cu. 13 Cn. 14
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WNraue, y ommrem ciyd4ajy u OBAje OAy3uMarme YeTUPU TPOYTJIA Of YKYIHE IO-
BpIIVHE MPABOYTAOHUKA KA0 U y CIydajy 6) MOKe e M3BDIIATH U Ha APYre HAUWHE.
Tazma nocraje HeMOTPEOHO MHOMKEHmE y 3arpalaMa CIUYHO Kao y ciydajy 6).

12) Kaza ce ox mpasoyraouuka EFGH onysmy tpoyraosu ABI, ABE, BFC u
BC'J, npeocranu nuo, jenHak uHade 1o nospimmey napasenorpamy ABC D, cacroju ce
on mea mpasoyraouuka CGKJ nu AIKH, uuje cy cTpanune acos «, bsin (3, onHocHo
beos 3, asina, omakne je moppmmHa mapasenorpama absin(a + ) jemmara 30upy
HOBPIIVHA Ta ABa IPaBOyTraoHWKa, Tj. absin o cos G+ab sin [ cos o, o1akIe HEmoCpe HO
cmjenu sin(a + 3) = sinacos § + sin B cos « (caura 14). OBum je moka3 mpodecopa
CrojakoBuha m00Mo jeqHy WHOBUDAHY OMINTH]Y BEP3Ujy.

Bpojem 13 o3naunhy HactaBak Te nonmnpopMHe Ipuye T0Ka30M cihenehie reopeme.

13) Ako cy a u § taksu yraosu 1a 0 < a+ 0 < mu o > G, raza je sin(a— ) =
sin e cos 3 — sin B cos a.

Jloxas. Kopucrehu ce nmejom o jeanHIIHOM
poMOy ¥ TeopeMama O Pa3JIOKUBOj U IOMYHCKO]
jeIHAKOCTY TOBPIIMHA MOJIUIOHA JIAKO j€ TOKa3a-
TH OBy TeOpeMy. KOHCTpyMmHUMO jelaH jemuHU-
uau pom6 ABCD ca yraom /BAD = « — (3
¥ KOHCTPYWIIMMO ToaymnpaBy Ap kao Ha caunu
15. U3 tjemena B u D cmyctumo HOpMaJje Ha
HoIynpaBy Ap u oO0WBbEKUMO HUXOBA ITOTHOXK]A
pecnektusro ca N u M. Hospumuy AABD
MO/KEMO M3padyyHATH HA [Ba HaYMHA:

1 1 .
a) Panapp = - Papcp = -sin(a— )

2 2
6)
AM - MD DM + BN)-MN
Prapp = Paamp + Pungp — Paang = 5 + ( . ) _
AN -NB cosasina  (sina+sin()(cos 8 — cosa) cosfSsinf
= + _
2 2 2 9
sin acos 3 — sin Fcos
= 5 ’

na u3 a) u 6) cawenu sin(a — §) = sin awcos f — sin § cos a, uuMe je TOKa3 OKOHYAH.
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