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IIOCTOJ1 BECKOHAYHO MHOTI'O ITPOCTMX BPOJEBA
— EYRJIINJIOBA TEOPEMA

YBon

3a mojeauHe MaTEeMATUUYKEe UCKA3e MOCTOJU ,,KPO3 AyT¥ HU3 MOAUHA“ BEJUKU OpOoj
MoKa3a — OWIo je, y HEKY PYKY, .,y TPEHIYy  3a TOjeAuHE TEOpeMe U3BOIUTU HOBE
JIOKa3e.

[Tpumjepu Tora cy ormpuiuke:
o [Tumazopura meopema.

Ilobap yBuI y OKpYiKEHm€e U PA3HOBPCHOCT HeHuX Ipeko 300 moxaza maje KILIDKUIa
[4] (rakobe Bpujenna mpenopyke u kan cy y nuramby yuenunu). (Kao kypumosurer ce
TAMO HABOJM Ja je KacHUju amepuyry mpexacjentvk James A. Garfield kao nocranuk
Konrpeca 1876. romune OTKpMO WHTEpECAHTAH MO0Ka3 lluraropume Teopeme, Koju je
ommramnan y vacomucy New England Journal of Education. OH je cBoj moka3s mpo-
HAIIAO JIOK je 3a BpeMe pajna Kourpeca pasbujajyhu mocany pemaBao MaTeMaTHUKe
3anaTke!)

e Hejednaxocm usmehy eeomempujcro-apummemuure cpedune.

O 0BOj OCHOBHOj UMIEHUIN U3 TEOPUje TEKUHCKUX CPeIUHA, YUjU je TPBU IOKA3
nao MacLaurin y npsoj tpehunu 18. Bera, masaze ce y kwmusu [5] 52 pasamuura
JIOKA3a.

o OcrosHo npasuso aszebpe.

W 3a mera je ox nmpsor Gauss-oBor nokasa u3 1799. roanue — HaJIa3u ce y HECOBOM
JOKTOpAaTy — OCMUIIJLEHO HEAOTJIEAHO MHOI'O HaJ/bMX HaUYMHA AJOKa3VBalba.

U Teopema HaBeneHa y HACIOBY, KOjy je y cBojuM Eaemenmuma TpBu GOpMyIn-
cao 1 nokaszao Eykmun, cnanma y oy xareropujy. (Yak m maHac ce, IOpex CBUX OBUX
pesyaTara, y yaconucuMa 06jaBimyjy nocra usnenabyjyhu mosu mokasu.)

Kakas je 3ampaBo mHTEepec y TOMe Ha ce jelHa OIaBHO IO3HATA U EJIEMEHTAD-
Ha uyuEeHMIa cTaJHo usHoBa morBphyje? Kao mro hemo Bumjeru xkom Eyrmumose
TeopeMe, MHOTH JOKAa3W Cy PEe3yJITaT HACTAB/LEHUX PA3MUIIbALA, HA IPUMjep, O pac-
nogjenu npoctux 6pojesa. Hosu moka3 6u ornga 6uo miycTpanuja HEKE HOBE UIeje NI
HOBOI' KOHI[EIITa jeAHe Temke ommte Teopuje. Kon Eyrmunose Teopme ce Ty mehyrum
OPUAPY:KY]Y ¥ KyJATYDHU U €CTETCKM MOTHBHU, Kao wro je Ribenboim [13, ctp. 3]
npuMjetno: ,Hapemhy mexommko nokasa ose Teopeme | ... | O MO3HATHUX, aau U Of
3a00paBLEHNX MaTeMaTHuapa. Hekw TOKa3W mMpeTmocTaBibajy 3aHUMILUBE PA3BUTKE;
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Apyru cy jeﬂHOCTaBHO naMeTH nian HeoOnunu ‘. OBaKBU MOTUBU Cy ynpaBO KO eJe-
MEHTapHUX De3yJTaTa O4 BEJIUKOI 3Haqaja.

Hajnocauje, mocroje u memaromsu pasnosu, kao mro je Benjamin F. Finkel (y
npBoM Gpojy wacomuca American Mathematical Monthlly) samucao: ,Pjemasame
mpobiema je jemaH o HAJHIKMX 00JMKA MATEMATUYKOT UCTPAKUBAILA, . . . UIAK HEro-
Ba 00pa30BHA BPHUjeIHOCT He cMuje OUTH moTnjemeHa. Pujed je o cTeneHMnaMa KojuMa
ce yM Teme Ka BUIIMM [OJBMMA OPUTMHAJIHOT UCTPAKABAKA U UCIUTUBama. Muoru
cnaBajyhu, HemckopumheHr yMOBM IOTAKHYTH Cy Ha NjejOBame Kpo3 cabnabuBame
jemHOr jemmHOr MpobieMa ‘.

Y oBoMm pamxy he OuTu mpemcTaB/HEHU HEKU O JOKa3a OBE Teopeme, Kojy je Im-
manuel Kant y cBojoj Kpumuyu wucmoe yma Ha3BAO0 PEMEK-IjesIOM JbYACKOT yMa.
Jloka3m TeKy yriaBHOM WHIUPEKTHO, MITO 3HAUU Oa MPETIOCTABIbA]Y N& MOCTOjU CaMO
KOHAUHO MHOT'O IPOCTUX OPOjeBa, U M3 TOra M3BOAE KOHTPAAUKIN]Y.

Iokasu cy BehiuMm nujesiom ,,eseMeHTapHU “ Y CMUCIY 4 je 33 BbUXOBO Pa3yMeBambe
JOBOJbHO ITIO3HABA€ jeIHOCTABHUX TEOPEMa O NjeJbUBOCTH, O PEIOBMMA, OJHOCHO O
TONOJIOMKAM TPOCTOPUMA. Y KOjOj Mjepu €y MOoceGHO eseranTau (y CMUCITY KOJU TOM
nojmy maje Erdés, B. [1]), To mpemymraMo uuTaonyuMa Ha OIjeHy.

Beanka momoh kom oBor ,myroBama‘ Omie cy HaM Ha Kpajy HaBeIeHe KIUTE,
YJAHIU U WHTED-CTPAHMUIIE.

A) IIpBoOUTHU NOKA3 U HEKE H€rOBe Bapujanuje

[IpernocraBumo ma cy p; =2 < py =3 < --- < p, CBU IpOCTU OPOjEBN.

(1) [Eygaun] Hocmarpajmo 6poj P, = p1-pa-...-pp+1. Caku mpoctu njenumar
p 6poja P, mopa na Oyne pasawdut on Opojesa pi, ... , Pp. (VHaue Gu p Mopao na
nujemu 6poj 1!) Tume ce nobuja ma MOpa Aa MOCTOjU jONI jeJaH IPOCTU OPO].

V3 oBor nokasza ce MHIYKTUBHO 100Uja 1 jexHa (jako HeIPenu3Ha) IPOLjeHa 1n-TOT
mpoctor 6poja: pn < 22" 1.

(2) [Kummer] Kon osor mokasa ce kopuctu (Mawu) 6poj Qn = p1-pa-...-pn—1
yMmjecto P, .

(3) [Stieltjes] 3amucammo mpousson N,, = p1 - P2« ... Py DA3IOKEH HA ABA
¢darxropa a un b, 3saun N,, = a -b. Bynyhwu na mmjeman mpoct 6poj He mujenu oba
¢pakxTopa, 306up a + b Huje OjessuB HU ca jemHMM oX mocTtojehux mpoctux Opojesa.

Eyrmumos u KymepoB moka3s cyrepuiry Heka MUTama, IO YAJUX je pjellema Tpe-
HyTHO jako paJeko. lepurummmo cibeneha yetnpu Huza.

a) Hexka je a; = 2. 3an > 1 nocmarpajmo 6poj A, = ay-as-... a,+ 1 u o3HaunMO
ca Apy1:
i) HajMamu, OTHOCHO

ii) majsehu mpoctu mjemunan 6poja A,.

b) Iosazehu ox by = 3 mocMaTpajMo cauuna, anu cana upexo B, = by-by-...-b,—1
n3paKkeHa, ABa OECKOHAUHA HU3a MPOCTUX OpojeBa.
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Bjeposamno y oba cnyuaja musosu mon i) campxe cee nmpocme 6pojege. O
HU30BMMa TOJ ii) mpermocraBma ce ga y CIydajy a) MOCTOJU OECKOMAYHO MHO20
npocmuz 6pojesa KOju ce y |meMy He jas/najy, NOK Cy CBOjCTBa Hu3a b) jom yBujex
npwiIndHO Hemo3nata. (Amu 3Ha ce na ce y mweMy npoctu 6pojesu 7, 11, 13, 17, u 19
He H0jaBIbYjy.)

B) Opn pesaTmBHO mPOCTUX OO MPOCTUX OpojeBa

Ilokasu koju he can ycaujeauru TeMene ce Ha jeTHOCTAaBHO] (y OBOM OBJIMKY IPBU
nyT on crpane Hurwitz-a dopmymucanoj) nomohuoj Teopemu.

Axo nocmoju beckonavan nu3 npupodnuxr bpojesa, koju cy ceu eehu 00 1 u
KOJU CY Y NAPOBUMG PEAGMUBHO npocmu, okda je ckyn P ceur npocmux bpojesa
0EeCKOHAUAH.

(Haumwme, cBakoM npuponsoMm Opojy Hoajesmyje ce mpoctu GaxTop oxrosapajylier
YJIaHA HU3A.)

Obparure nmaxmy Ha TO Aa ce Hajpehu 3ajemHUUKN nesuian MO:Ke OIPEIUTH V3
nomoli EyknumoBor anropurma. 360r Tora mo3HaBame pa3iarama Ha IpocTe Gakrope
OjeIMHUX YJIAHOBA HU3A HUje TOTPEOHO.

(1) [Goldbach] ®eprmaosu 6pojesn F,, = 2(2") 41, n > 0, 3amoBomasajy yciose
nomoline Teopeme.

(Jep, mOTIyHOM MHAYKIMjOM Ce JaKo Hokaske na Bpujemu Fy, = Fo-Fy-.. . F,_1+2,
n > 1. 36or Tora je 3a 0 < k < m 6poj Fy jemam mjenunan 6poja F,, — 2. Aro 6u
d > 1 6wuo 3ajenuuuku njenunan opojeBa Fy u F,, Tama 6u d mopano ma aujemu 2.
Oso je, mehyTum, nporuspjeuno, oyayhiu ma cy csu Pepmaosu Opojesu HemapHu. )

(2) [Sylvester] Pexypsusso medwrncan mu3 r1 = 2, Tpy1 = 22 — 2, +1, 0 > 1,
UCIyHaBa yCiIoBe moMohHe Teopeme.

(Jep ce oBAje MOTIYHOM MHIYKIW]OM HOKA3yje A4 BPUJEIU Tpit1 = X1 - XL ... -
Tn+1l,n>1)

(3) Cana je Gancko u mMTame oa U Ce WIeje Koje ce KPUjy u3a OBa ABa IOKA3a
Mory mpommputu. Y 3aucra, Bpujenu cienelia ommruja TeopeMa.

3a peaamusno npocme npupoone bpojese a u b, HU3 T1 = @, Tpt1 = X1 * To -
ooy +b, n =1, ucnywasa cee ycaose nomohre meopeme.

(Moka3 ce MO:Ke NPOBECTU UHAYKTMBHO W OCTAje YMTAOLY KAO 330AaTaK 3 Bjerk-
bame.)

Kao jom jemam Haumu yommraBama, MOTY ce ()OPMUPATH U HU30BU TUNA 1 > 2,
Tpt1 = Tn(Tn—1)yn+1, n > 1, roju Tarobe 3anoBomasajy yciaose nomoline Teopeme.
(Ilpu Tome je Y1, Yo, ... NPUKIANAH HU3 IpUpOAHUX OpojeBa.) Ilpumjep Tora je
Yn = Ty, OMHOCHO PEKYpP3Uja Tpy1 = 22 (2, — 1) + 1.

(4) [Schorn] 3a mekm mpupoman 6poj m > 2 cy msa u nsa 6poja n!-i+ 1 n
nl-j+1,1< i< j<n, pelaTuBHO IpOCTA.

(Jep, ako je j=i+k, 1 <k <n, cimjequ na jen!-j+1=(nl-i+1)+n! k.
OsBo mokasyje ma (3a CBaKO M) MOPA MOCTOJATH HAJMAHE M TPOCTHUX OpOjesa.)
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3uauaj Pepmaosuxr npocmur bpojesa (Ha INTamE Na JU UX MMa OECKOHAUHO
MHOTO jOII HUj€ OATOBOPEHO) 33 KOHCTPYUCAHE MPABWIHMX MHOTOYTJIOBA j€ MO3HAT
jom on Gauss-a. VcnuruBame na ju ce HEKM KOHKpeTaH 0poj F, Mo:ke pacTaBuTH Ha
¢akTope, jecre mpoba 3a ,cymep-padyHape“ (4 0[ BAKHOCTH je 3a KpUITOrpaujy).

C) ,Heobnunu“ najsehu 3ajempuurm njemnuiarg
u GeCKOHAUHO MHOrO MPOCTUX OpojeBa

Osaj muo moummemo ca mBa TBphema u3 Teopuje GpojeBa Koja cy u mo cebu
unrepecanTHa. Heka cy a > 2, m,n > 1 npupoauu OpojeBu u Heka je f, n-Tu
Pubonayuujes bpoj. Hajsehu 3ajemuuuru mjemwmnan GpojeBa u u v o3nauaBahemo ca
(u,v). Ouma Bpujemu:

i) (a™ —1,a" —1)=a™™ —1u

ii) (fm:fn) = f(m,n)-

O6a tBphema ce nokasyjy nomohy Eyrmunosor aaropurma. (I'1asee umeje cy:

3a i): ako je n = mg+r raje je ¢ = 0m 0 < r < m, Bpujemu ga je a” —1 =
a"(a™? —1) 4 (a" — 1), u3 uvera ce mobuje ma je (a™ —1,a" —1) = (a™ — 1,a" — 1).

3aii): cycjenuan PubonaumjeBu 6POjeBU Cy PEIATUBHO IPOCTU U BPUJEA frytn =
fmflfn"i_fmfnJrla m,n > 1, n3 vera ce noduje f(k+l)m, = fkmflfm +fk:mfm+1 raje
jem,k >1.)

(1) ¥Y3ummo na cy n—1 6pojesa ps = 3 < -+ < p,, CBU HENAPHU IPOCTH OPOjEBU.
(ITpu Tome je py = 2.) Ompa cy msa u nsa on Mepcenosux bpojesa 2P* — 1, ... |
2Pn — 1 pesaTuBHO npocTa (y3uMa ce na je a = 2 y 1)) 1 IOCTOjU HAJMAE 7 HEIADHUX
npocrux 6pojesa (ynopenu moMoliny Teopemy).

(2) Ca GpojeBuma fp,, ..., fp, camuno (momohy (ii)) momasmmo mo mporuspje-
YHOCTH.

3nauaj Mepcenoeus npocmuz b6pojesa My, = 2P — 1 npu kapakTepu3aluju Hap-
HUX caBpuIeHuX Opojesa je mozmar jom on Euler-a. (Ilurame o GeckonayHoCTH CKyIa
TAKBUX OPOjeBa je OTBOPEHO.)

D) BpojeBnu ca ,,fOBOJBHO MHOIr0* mpoCcTUX (parKTopa
b

EyrnunoBa TeopeMa ce MO:ke NOKA3aTH M TAKO IITO C€ KOHCTPYUIY HU30BU IIPHU-
pomHuX OPOjeBa UMjU YIAHOBU MMA]y CTPOrO pacTyhnu HU3 TPOCTUX (aKTOpA.

(1) Huz z,, = 22" +2@") 41, n > 1, nMa IPeTXOIHO HABEICHY OCOBHHY. (Jep
y3 momoh maenturera a* +a? +1 = (a> —a+1)(a® + a+ 1) cimjemn 3a a = 22"~ 1):
Tpyr = (237 — 2(2"™h) 4 1z, n > 1. Byayhu na cy oba ¢akropa seha ox 1 u
PEIATUBHO MPOCTA, CAUjeIU IPU X1 = 7 JA CBAKY WIAH HU3A L, UMa Dapem n IpOCTUX
¢akropa.)

(2) Mocmarpajmo cama pasaarame Ha mpocre paxrope 6poja n!l =1-2-...-n,

n > 2, makne n! = [] p*®. (Ilpu ToMe ce mpOM3BOA HpOTEHE HA CBE IPOCTE
PN
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6pojese u3 maTepsana [2,n|.) Ilokasyjemo mejemmakocr [[ »-y/p > — u cammm Tume
. e
0eCKOHAUHOCT CKyma P CBUX MPOCTUX OpOjeBa. psn

Jom on Legendre-a, mosmara je ,koMmakTHa“ (opmyrna 3a ompebuBame ercmo-

n
HeHATa e,(p), u TO e,(p) = . = (TTIpu Tome Tpeba OOpaTUTH MaKIHY HA
i>1 LP
cmwenehe: Tauno |n/p| ¢pakropa Gpoja n! cy memuBu ca p, TadHO {n/pzj cy jom
. . n
jeIHOM mesmuBH ca p, mak’e ca p?, uta.) 36o0r Tora Bpujema e, (p) < Y. — = ——,
js1pi p—1
u3 uvera cmmjema Vn! <[] »-y/p. Ilpermocramena mejemmakocT nobuja ce u3
PN n
cmwenehie nporjene Stirling-oBor Tuna: vn! > —, 0MHOCHO Yy JOrapUTMOBAHOM ODIUKY
e

1
—(In2+---4+Inn)>Inn-1.
n
(Bynyhin ma ¢ysrmmja y = Inz, x > 0, crporo pacte, Bpujemn, kan je j =
2,...,nmjelnj=(Inj)-1> fjjq Inx dx. 360r Tora je HAOKOH

1n2+'~+lnn>/ Inzdr = (zlnz—2)]f =nlnn—n+1>n(lnn—1).)
1

(3) Hexka je f(x) HekoHCTAHTHU HONMHOM Ca Ljero6pojHuM KoepunujerTuMa. Ta-
na u3 ckyna {f(1), f(2),...} npousnasu GeCKOHAYHO MHOTO MPOCTUX (AKTOpA, OIHO-
cHO mpocTux OpojeBa p, TAako Aa je 3a omrosapajyhu mpupomau 6poj N, BpujemHOCT
nosmeOoMa f(N) mjemusa ca p.

Hexka je f(x) = anx™ +---+a1x+ag, n 2 1 u a, # 0. Tpeba ma 6yzme ag # 0.
(Tepbeme 3a ap = 0 camjeau kao kon Eyknuna — crasma ce N = p.) Ipernocrasumo

na ckyn {f(1), f(2),...} campxu caMO KOHAYHO MHOTO IPOCTUX AjeNHJIANa Pi, ... ,
Py ¥ mOCMATpajMo GeckonawrM HU3 6pojesa N, =2™ -py-...-p.-ad, m=1,2,...,
2n—1

3a koju Bpujenu (y3 ckpahernny ¢ = 2" -py-...-p,) ma je f(Ny) = aolanag” " ¢" +
-+ ajapq + 1). 36or Tora mro |f(z)] — o0 3a & — 00, ANCOTYTHA BPUjeIHOCT
3arpane je 3a NOBOJbHO Besmko m Beha ox 1, m mpema Tome caapskm GapeM jenam
IpOCTU (PAKTODP, KOJU MOpa OUTH DA3IMYUT OX P U Py.

E) C ome cTpaHe eyRINICKOT XOPU30HTA

l'ope maBemene emeMenTapHEe HAEje jakO OP30 MOTY IOBECTU MO TEIIKAX MUATAHA.
Onarosopu cy uecto nyboke Teopeme, u3 Kojux EyKIMIOBA Teopema MPOU3JIa3U Kao
jemHocTaBaH 3akmydar (300r dera ce camo 1o cebu pasyMuje 1a BUNIE HE MOMKEMO
[1a TOBOPUMO O AJTEPHATUBHUM AOKAa3MMa). IIpu TOMe He MOKEMO a Ia He OMEHEMO
ciweneha mBa pesynrara.

(1) [Dirichlet] Jeman unrepecanran nocebas ciyuaj tauke (3) onemka D) uume
nuneapre ¢pyuruuje f(x) = dx + a (a,d € Z, d # 0), auje spujemnocru f(1), f(2),
. majy GeckoHauHo MHOrO mpoctux ¢akropa. OBmje, moayiuie, Bpujeau jeJaH MyHO
3HAYAJHUjU PE3yJTaT, a TO je
DIRICHLET-OBA TEOPEMA. Hera je a, = dn +a, n = 0,1,2,..., crporo
pactyhu (apuTmerwuky) HU3 nujenux Opojesa, Ipu ueMy Cy OpojeBu a u d peIaTUBHO
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npoctu. Tanma oBaj HM3 caapkyM GECKOHAUHO MHOTO mpoctux umaHosa. (Taunwmje,
BpUjelM YaK M: CBaKa KJIaca ocTaTaka y Z) caunpswku, rpy6o pedero, ,o(d)-tu meo
cBux mpocrux Opojesa’.)

Hokazahiemo can, mpumjepa pamu, 0ga nocebra cayuaja Jupuraeose meopeme,
a To Cy:

(a) Toctoju GeckoHAUHO MHOTO TpOCTUX GpojeBa obmmka p = 3n + 2.

[IpernocraBuMo ma moCTOjU CaMO KOHAYHO MHOT'O TAKBUX MPOCTUX OpojeBa, marie
pr=2,p2=>5p3=11,...,py. Tana je 6poj z = 3p1-...-py — 1 penaTuBHO IPOCT
ca pi, ..., py 4 ucnymasa z = 2 (mod 3). z crora He MOKe MMATH CaMe IPOCTe
darrope ¢ ca ¢ =1 (mod 3)! (Tlomro n Mopa na Gyme HEDAPHO, HOKA3AMA CMO U 1A
NOCTOju BECKOHAUHO MHOTO POCTUX OpojeBa Tuma p = 6m + 5.)

(b) Haneko Tesu je NOKA3 Ja MOCTOJU U DECKOHAUHO MHOTO IPOCTUX OpOjeBa
obmuka p = 6n + 1. Hbemy ce npugonaje, cam mo cebu MHTEPECAHTAH, UCKA3:

(%) Csu mpocTu paxtopu p > 3 Tpunoma z2 + x + 1, € N, ucnymasajy p = 1
(mod 6).

(Jep, mpermocTasumo xa je p = 3m+2 gjemmnan ox x2+x+1. Caza, mak, p auje
njemmnan 6poja x u spujema (z — 1)(22 +2+1) = 0 (mod p), mTo 3maum 3 = 1
(mod p). 36or Tora ce mobuje 2P~2 =1 (mod p), nakne 2P~1 =z (mod p). Ho, mo
»Masoj“ depmaoeoj meopemu je xP~1 =1 (mod p). 360r tora je x = 1 (mod p),
u3 vera 360r 22+ + 1 =3 (mod p) caujemm kourpammrnuja 3 = 0 (mod p). Crora
Mopa 1a spujemqu p = 1 (mod 3), gakre u p =1 (mod 6).)

Omet npermocraBmpamo ga ¢y p1 = 7, p2 = 13, ... , py CBU OpocTy OPOjeBU TUIA
p =1 (mod 6) u mocmarpanmo cana 6poj z = w2 +w-+1, mpu uemy je w = py-... PN
N3 w = 6k + 1 ce nobuje z = 36k% + 18k + 3, mTo 38aum z = 3 (mod 9). 36or Tora
HemapHU Opoj 2 HUje HOTIYHU CTEIEH O 3, ¥ 2 MOpa & CaAP/KU IPOCTU PaKTop q > 3,
3a Kojer 300r (*) Mopa nma Oyme ucnymeno ¢ = 1 (mod 6). Amu g je, y cynpoTHOCTH
Ca MPEeTIOCTABKOM, PA3IWYNT OX CBUX P1, ... PN .

Iame mpnvujehyjemo ma ce uckas (*) ma yommruTu Ha ciheneliv Haunm: Heka cy
P U ¢ IBa IpocTa 6poja, p # ¢. Ako je p mjemuman nonusoMa x4 +29 72 4. 41,
npu uemy = € N, ouga spujequ p = 1 (mod q).

(Tako ce MOKe MOTBPIUTY OECKOHAUHO MHO20 OPY2uL nocebrur cayuajea Ju-
purseose meopeme, HAUMe Oa MOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO IPOCTUX OpojeBa 00ImKa
p=gqn+ 1, rae je ¢ natu mpoct 6poj.)

3a omimre MOCTaBbame MTpobieMa KOju ca Pa3HUX CTpaHa ocBjersaBajy lupw-
XJIEOBY TEOPEMY, KeIUMO [a yKa:KeMO Ha oarosapajylly mureparypy, noceuo Ha [13],
raase 3, 4 u 6, u [15], rmase III u IV. IIpu Tome ce pamu usmely ocranor o nuramy
[OJIMHOMCKOT ,,[eHepucamba IpocTux OpojeBa’ (Tj. Oa U MOCTOjU HONMHOM C LEJO-
OpojauM kKoeduuujentuma Hand ckynmom NN, omrocro N, Koju Kao CBOje BpH)jeIHOCTH
uMa GeCKOHAYHO MHOTO, WM Yak CBe IpocTe Gpojese), n To:

(1) ¥po3 nonuuoMe P(x) jemHe IpOMjeHJbUBE U CTENeHA bap 2.

(Beh ,,6e3aznenu“ mommaom P(x) = 22 + 1 m0oBOAM 10 HAjTEHKUX THTAma y BE3n
ca kracama Opojesa h(p) m3 Banparmor moma Q(,/p), p mpocr.) Ilo mamac Huje
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nosHar Hujenan mosmHoM P 3a roju ckyn P(N) canpxu GeCKOHAUHO MHOTO MPOCTUX
OpojeBa, aam ce 3HA Ja Ce KOJ HEKOHCTAHTHMX mnoumHOMa MeDy Gpojesuma |P(n)l,
n € N, Hamasu 6eCKOHAYHO MHOTO CJIO/KEHUX.

(ii) kpo3 momuuome P(21,...,x,) ca KOHAUHO MHOrO npoMjermusux (n > 2). 3a
TaKBe MOJIMHOME Cy NOKA3aHA MHOTa NyOOkKa CBOjCTBA, O KOJUX HABOAUMO HEKA.

e Euler je nokazao na mocroje oxpebenu koedpunujentu d € N (ou ux je Hazsao
»HomobHMM “ Gpojesuma [= numeri idonei|), 3a koje Bpujemu: Heku HemapHU GPoOj 2z
je TauHO OHJA MPOCT Kaja Ce MOKe IpuKa3aTé y obmuky z = z2 + dy? ca z,y = 0
u H3I(x,dy) = 1. (Ilamac je mo3HATO Ja HOCTOjU CAMO KOHAYHO MHOLO TAKBUX
Bpojesa.)

e Ommruje, BpUjeIu Yak: Tako3BaHE IPUMUTHUBHE KBaJpaTHe dopme ax? + bry +
cy? mMajy GECKOHAYHO MHOTO IIPOCTYX BPUjEIHOCTH aKO CY @, b 1 ¢ PEATHBHO IPOCTH.

e Kanma cy amcomyrthe Bpujensoctu jensor nosmuaoMa P € Clxy,...,x,] Han
crynom N™ (n > 1) camu npoctu Gpojesu, ouga je P KOHCTaHTAH.

e Y Be3u ca pjememeM decemoz Xuabepmogoz npobaema, duja je TeMa uU3pa-
YYHJLUBOCT PjelIeRa TMOIMHOMCKAX AUO(YAHTCKUAX jeJHAUNMHA, U3BENEHO je jelHO U3He-
nabyjyhe csojerso (Matijasevi¢, Putnam, Davis, Robinson):

Hocroju nonuuom P(xq,...,T,), TAKAB A& Ce CKYN BHE2OBUL NOZUMUSHUT 8PU-
jeornocmu Haxn ckynoM N" noxaana ca ckynom P ceux npocmuz bpojesa. (Taxsu
IOJMHOMY HaBeleHU cy u ekcimiumutHO. [Ipm ToMe je 3a n = 26 cremen monumHOMA
d = 25. 3ua ce Takohe ma cy BenuuuHe OpojeBa m U P ,,y JUPEKTHOM OIHOCY “ jeqHA
mnpema aIpyroj.)

(Ocum Tora je y oBoj obmactu James 1982. romuse noka3ao 3aBumny (Mera-)
Teopemy o Teopujama T Koje ce MOTy akCMOMAaTHU30BATH, a TJIACKH: AKO je HEKO TBpheme
P nokaszuso y T, ouna P u3Ban T uma ,noka3“ koju ce cactoju oxn 100 cabupama u
MHOKEE:A [eIuX OpojeBa. )

[Tpuje mero mro ce mocBeTMMO mabuM MokaszuMa Eykmumose Teopeme, Tpeba CIo-
MeHyTH na je mossaty nomuuoM Py (z) = 22 — 2 + 41, koju 3a = 0,1,...,40 maje
came mpocte Gpojese, 3ajemHo ca oxroapajyhuu yommremem Py (z) = 22—z +q,
MOBE3aH Ca je[HUM MHTEPECAHTHUM TPOBJIEeMOM (paKTopU3anuje: MOCTOJU TaAUHO Jegem
uujesux 6pojesa d (138. Hegner-osux 6pojesa), utod = 1,2,3,7,11, 19,43,67 u 163,
3a Koje ,mmjenu” 6pojeBu obmuka a + by/—d 103BOBABA]Y jeIMHCTBEHO PACTABILAHE
Ha mpocte darrope. (IIpum tome cy 3a d = 1,2 6pojeBu a u b nmjean, a y ocramaux
cemaM CiydajeBa ce 3a G 1 b MOpajy I03BOJBABATH U TONynujean Opojesu — B. [6],
crp. 251.) U ynpaso 3a mecT CMUCIEHUX 1jeN0OpPOjHUX BPUjEHOCTH § = #, HaMMe
3a ¢ =2,3,5,11,17 u 41, nobujy ce, Beh ox Fuler-a u Gauss-a npernocraBibeHn Kao

jemuan Moryhu monusoMu Py (z).

(2) [Bertrand] Meby majresxe 3amatke Teopuje GpojeBa yOpaja ce mpOHATIAKEHE
,a06pux“ pymrkmmja f: N — RT koje rapamryjy ma y wmmrepsamy (n,n + f(n)]
»YBUjEK " MOCTOjU jemaH mpocT 6poj (1 TO MM 3a CBAKO M 2> 1 WM caMo 3a CKOPO
ceaxko n € N, 1j. 3a cBako n > Ny, npu uemy rpanuna Ny 3aBucu ox f — Opu TO-
Me je IOoOyIle HEeHO MOCTOjame OCUTYPAHO, alu y BeNWHM ciydajeBa Huje ePeKTUBHO
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uspauynmsuso). Cmenelie tBpheme (3a koje je Erdos y y3pacty on 19 roauma Hamao
noceGHO nujen noka3, B. [1], raasa 2) mokasyje na je f(n) = n jexna TakBa (yHKUuja.

BERTRAND-OBA TEOPEMA. 3a CBaku npupomgad 6poj nm > 1, mocToju mpocT
6poj mehy Gpojesuma n+ 1, n+2, ..., 2n.

N3 rora ce m3Boau EykmmmoBa Teopema, ma CAMjend: akO Ce YMjeCTO 1 CTaBe
pemom 1, 2,22, ..., 2N ... Tazma je u3mely cBaka 1Ba 01 0BUX OpOjeBa jenaH mpocT
6poj u ckyn P je crora Geckonauan. Ocum Tora ce oBako moOuja joumr yBHUjek HOCTa
HEIpenu3Ha Ipoujera p, < 2".

(TpenyTHO HAj6OME MPOIjeHe N-TOT TPOCTOr Opoja namau cy Rosser, Schoenfeld u
Robin u one raace n(logn +loglogn —a) < p, < n(logn+ loglogn — (3), upu uemy
IpBa HejenHakocT Bpujemu ca o = 1.0072629 3a cBako n > 2, mok Apyra Bpujeu 3a
ceako n = 20 kan je 8 = 0.5. Ha necuoj crpanu ce moke yzeru u 3 = 0.9385 rana
ce OTPaHUYM 14 je n > 7022.)

Y Besu ca Hampen MOMWIHAHOM (yHKIUjoM f 3Ha ce, C jemHe CTpaHe, Ja je Tpe-
HYTHO Hajboma cremena (ymkmmja mata ca f(n) = n%®3+Te. (Ilpu Tome je ¢ > 0
npou3somHo.) OHa 3a CKOPO CBAKO M Haje MHTEpBAJe ca TpaskeHuM cBojcTBoM. C
IpyTe CTpaHe, MOKe ce oKa3aTu u na moctoju moackyn M C N rycrume 1, Takas na
wak cBu mETepBan (1,1 + n'/5t¢) ¢ > 0, 3a n € M campxe 6ap jeman mpoct Gpoj.

(Bymyhu ma cy, 3a N > 1, cu y3acronnu 6pojesu (N +1)!14+2, (N+1)1+3, ...,
(N4+1)!4+(N+1) caoxenu, HEnocpeaHo ce BUIU 4a rope MoMeHyTe QpyHruuje f Mopajy
furu HEOrpaHUYEHE. )

IIpemnocmasma ce n na namehy y3acTOmHUX KBaIpaTHUX OPOjeBa JieKe YBUjEK
2 mpocra 6poja, J0k maMehy y3acTOmHUX KyOHUX JIeKe UYETUPH.

Karkan nuatepsasm Mory ma Oymy U jako KPATKU, HA IPUMED, Y CIy9ajy NpOCMALT
bpojesa bauzanaya p v p+ 2, kaxsu cy 5 u 7 wnu 41 u 43. Jom yBujek ce, momyrue,
HE 3Ha Ce Ja JIX MOCTOju DECKOHAUHO MHOTO TAKBUX, aiu je Brun morasao samamyjyhu
pesyarar:

1 1
36up B = > ( + > , Y3€T IO CBUM MPOCTUM MAPOBUMa OJIM3AHIN-
(pp+2ep? \P P +2

Ma, KoHBeprupa (merosa BpensocT B Hassana je Dpyrnosom xoncmanmonm). Kacuuje
j© KOMIUIMKOBAHMM METOJaMa aHAJUTUYKe Teopuje OpojeBa ompelena m BpujemHoct
koHcranre B. (Bugjeru o tome y [9], rmase VII-IX, u [13], rnasa 4.)

F) OjnepoB nmokas u jemsa E-eroBa BapuUjanuja
Euler-y ce mpummcyje jemHoCTaBaH aHAJUTWYKMA apryMeHT, KOjU MMa 3HAJajHE
nociemuie. Omer ce MPeTNOCTaBba Aa MOCTOJU CAMO 7L IIPOCTUX OpOjeBa Pi, ... , Pn-
(1) [Euler] Bynyhu ma csaku mpoct 6poj p 3amoBomasa ycnos 1/p < 1, Gecko-
HAUHM TeOMeTPUjckM pen 1 + — + — + - - - KoHBeprupa (1 mma 36up Ll) Ho rako
p P p—

caujenu

1 1 1 1
1+*+*2+"' 1+7+72+,_, < 00.
D1 Pi DPn DPn
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ITo ocHOBHO] TeopeMu apuUTMETUKE, CBAKU MPUPOIHU OPOj 2 MMa je IMHCTBEHU MPUKA3

z=pi ... pSr. 300r Tora ce MHOKeHeM HOOUje Aa HABENEHW IPOU3BOL 7 TEOME-
. . 11
TPUjCKUX PEeNOBa MOpPa MMATHU KOHAUYHY BpujenHoct 1 -+ 3 + 3 +---. (OBo, MehyTum,

uuje Moryhe, jep XapMOHMjCKM el IUBEPTUpA. )
(2) [Legendre] Cnmuan mora3 ce nobuje Kama ce IOCMATPa 7 TEOMETPUjCKUX pe-

11 p;
posa l+—+——+ = 2 :
LR Py~

(j=1,2,...,n). llomohy mux 6u ce caga nobuio ga

cyma ((2) =1+ 72 + 53+ mva pammonamny spujemsoct. (To je kKonTpamarmmja,

jep je ¢(2) = 72/6.)
G) KomGunaTopHu mokasu

W3 mpermocraBre ma mocToju caMo KOHAYHO MHOIO IPOCTUX OpojeBa m3BOIE Cce
KOHTPAMUKTOPHE TPOIjeHe Beauunua teopuje OpojeBa. Ilocebmo mumjen je cmenehwn
noka3 kKoju ce xopuctu Ojaeposom p-@dynryujom, Koja 3a CBAKU IPUPOJaH ODO]j 2
pauyna Opoj unanoBa ckyma {1,2,...,z — 1} xoju cy ca z penatusao npoctu. Omer
ce TPEeTIOCTaBkba Ma Cy P1 = 2, Pa = 3, ... , Pr CBU IPOCTU OPOjEBU.

(1) 3a wuxos npoussox P = p; - ... p, 6u onga Mopasno xa spujemu o(P) =1,
IITO je KOHTpaAuKIUja ca mosuaroM dopmyroM ¢(P) = (p1 —1)-...-(p, — 1) > L.

(2) Cpaku mpuponan 6poj 2 ce MOke HATMCATH y OOIUKY 2 = 23 - k, Ipu uemy
je k 6poj ,cmobomam ox kBampaTa“, Tj. mMa OpeacTaBmame k = pSl - ... - pEr ca
excorentuma e; € {0,1} (j = 1,...,7). Ho cama je 21 < /2 u 3a k mocroju
najsume 2" moryhuoctu. 360r Tora 3a 6poj z enemenara ckyna {1,2,...,z} Bpujean
HEjeMHAKOCT 2z < /2 - 27, Koja je memoryha kaxy z — 00.

(Moske ce yak mOKa3aTH Aa YIUO (v, WIAHOBA CKyma {1,2,...,m} koju cy cio-
GOIHVX O KBaJApAaTa 3aM0BOJABA YCIOB vy, — 6/m2 = 0.6079... (n — 00), Taunuje

()
of —
Vn

(8) [Thue] Hera cy n, k > 1 majesu 6pojesu 3a koje Tpeba ma pujemn (1+n)k <
2". Tana meby Opojesuma 1,2,3,...,2" nocroju 6ap k + 1 mpocr.

BpUjeIM YAK U Oty = = + , Kag n — 00.)

[IpernocraBuMo na mocToju caMo r mpocTux Opojesa, npu uemy je r < k. Cpaku
npuponaH 6poj z, 1 € z < 2", uMa jeAMHCTBEHO IpeACTaBbame 2 = 21 - 32 ... .. pir,
mpu ueMy jeeg =nue; =0mmje0<er <n, 0<e2<n, ..., 0<e <n. Am
u3 Tora ce mobumje 3a Opoj CBUX HMOCMATpaHUX OpojeBa 2z, ma OW MOpPAJO BpUjeIATH
2" < 1+n" < (n+1)" < (n+ 1) < 2" mro je xonrpammkmmja. (3a n = 2k2
cujem 36or 1+ 2k? < 228 k > 1, na mocroju majmame k + 1 mpoct 6poj Mamu o1
4% Crora Bpujemu rpyba mpoujeHa pyii < 4(k2).)

H) Fiirstenberg-oB TOMOJIOMKN IOKA3

Ha cryny Z cBux neaux 6pojeBa ce TOMOJOTUja MOKe YBjeCTH Ha chemeNu HaunH.
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3a a,b€Z,b>0, umera je Nopy = {a+bn:n€Z} (1j. Nyyp je ,,060cTpano
Beckonavan® apurmernuku Hu3). Cxynm O C Z HA3uBaMO OTBODEHUM KaJa je WA
O = @ unu kaza 3a cBaxko a € O nocroju b > 0, Tako na Bpujemu Ny p C O.

W3 oBe nedununuje ce Henocpenno nmpumjehyje na je yHUja OBa OTBOPEHA CKYyIa
01 n O3 (na 1 KOHAYHO MHOTO HUX) MOHOBO OTBODeH ckym. Heka a € O1 N Osy. Tana
nocroju by, by > 0 ca N, p, C O1 1 Ngyp, C Oz, Cimjenut fa a € Ny pyp, C O1M 02
1 noTpebHe KapaKTEePUCTUKE TOMOJOTH]E CY JTOKA3AHE.

W3 wmux caujequ na je:
(a) cBaku Hempa3HM OTBOPEHU CKYI GECKOHAUAH;

(b) cBaku ckyn N, 1 32TBODEH. -

Camo o (b) tpeba jom mano pasmucauru. Kako je Nyp =Z\ |J Nytrp 10 je
N,,p KOMIIEMEHT OTBOPEHOT CKyIIA. k=1
[IpernocraBumo 1ma je ckyn P cBux mpocrtux OpojeBa koHavan. bymyhu ma cBaku
nujenu 6poj z # %1 mocjenyje jenan mpocTy YMHMIAL P, Tj. CaApxaH je y Ckyiy Ng p,
cimjemn ma je Z\ {—1,1} = |J Nyp. IIpema (b) je 36or Tora ckyn Z \ {—1,1}
peEP
sarsoper. Ouma je {—1,1} orsopen ckym, wTo je y kKoHTpamuknuju ca (a).

3akdpyuak

Ha xpajy, BpatumMo ce jom jemnoMm Teopuju O6pojesa.

Y Hamu ga CMO OBUM IpPErJyieoM jeIHOT MaJor IUjesia TeopHje mMpPOCTUX OpojeBa
KOJl UMTaona TpoOyIuiau MHTEpPEC 3a MO3HABAKEM TAYHUX CBOjCTaBA ,,j€THOCTABHUX
OpojeBa“, mpumujeTuMo Ha Kpajy ma je Erdos ma cBoj jemHocTaBaH, aju TeHUjaJaH
HAYMH NOKA3a0 DECKOHAYHOCT CKyIa P, Tako Ha ce MO:Ke u3BecTw jom jenHa Huler-osa
TeopeMa, u TO AuBeprenmuja pexga » . —. (B. [1], rmasa 1.)

peEP

Kao saBpmerar semumo na monymmvo cibenehu 3amarak (ma, mo y yBomy nuTu-
pasoM craBy Finkel-a, untaona mo3oBeMo na ce ,yCIHE CTEIEHUIAMa Teopuje OGpoje-
Ba“): Hu3 cBUX OpojeBa o0muka 2" — 3, n = 2,3,... caup:u DECKOHAYAH MOJHU3 CA
YIAHOBMMA KOjU Cy PeJaTUBHO mpoctu y maposuma. (B. rakobe [2], cTp. 98-99.)

JINTEPATYPA

1. M. Aigner and G. M. Ziegler, Proofs from THE BOOK, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg,
1998.

2. S. Arslanagi¢, Matematicka indukcija, Otisak, Sarajevo, 2001.

3. P. Basieux, Die Top Ten der schonsten mathematischen Satze, Rowohlt Taschenbuch Verlag,
Reinbeck bei Hamburg, 2000.

4. P. Baptist, Pythagoras — und kein Ende?, Ernst-Klett-Verlag, Leipzig-Stuttgart-Diisseldorf,
1997.

5. P. S. Bullen, D. S. Mitrinovi¢ and P. M. Vasi¢, Means and Their Inequalities, Reidel Publ.,
Dordrecht, 1988.

. J. H. Conway and R.K. Guy, Zahlenzauber, Birkhduser Verlag, Basel-Boston-Berlin, 1997.

7. A. 9puun, Jesamnadyams dokaszamenvcme meopems, Eexauda, Ksanr 32 (2001), 1, 35-38.

=]



[TocToju GeckOHAUHO MHOTO IPOCTUX OpPOjeBa 11

8. R. L. Graham, D. E. Knuth and O. Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-Wesley Publ.,
Reading, Ma.-New York, 1989.

9. D. S. Mitrinovié, J. Sandor and B. Crstici, Handbook of Number Theory, Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht-Boston-London, 1996.

10. L. J. Mordell, Diophantine Equations, Academic Press, London-New York, 1969.

11. I. Niven and H. S. Zuckermann, FEinfihrung in die Zahlentheorie, Bd. 1, Bibliograph. Inst.,
Mannheim-Wien-Ziirich, 1976.

12. G. Pélya und G. Szegd, Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis, Bd. 1I, Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg-New York, 1971.

13. P. Ribenboim, The New Book of Prime Number Records, Springer-Verlag, New York-Berlin-
Heidelberg, 1971.

14. W. Schwarz, Einfihrung in Methoden und Ergebnisse der Primzahlentheorie, Bibliograph.
Inst., Mannheim-Wien-Ziirich, 1969.

15. E. Trost, Primzahlen, Birkh&user Verlag, Basel-Stuttgart, 1968.

16. N. N. Worobjow, Die Fibonnaccischen Zahlen, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin,
1971.

17. E. W. Wiesstein, CRC Concise Encyclopedia of Mathematics, Chapman & Hall/CRC Boca
Raton-London-New York-Washington D.C., 1999.

18. http://www.mathworld.wolfram.com

19. http://www.utm.edu.research.primes

S. Arslanagi¢, Univerzitet u Sarajevu, Prirodno-matematicki fakultet, Zmaja od Bosne 35,
71000 Sarajevo, Bosna i Hercegovina

E-mail: asefket@pmf.unsa.ba
W. Janous, Ursulinengymnasium, Fiirstenweg 86, A-6010 Innsbruck, Osterreich

E-mail: walther. janous@tirol.com

OBABEIIITEILA

CRYIIIIITVHA NPYIITBA MATEMATUNYAPA CPENJE
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rouHe oApsKaHa penoBHa romumba Crymmruaa JIpymrea maremaruuapa Cp-
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yCBOjuIIO M3BemTaje O pany lpymrea y IpeTxXomHOj TOAMHU KOje Cy IIOIHENU Ipe-
cemauk llpymTBa, Yupasuu u M3spumu onbop. 3a npencemuura IMC y mapemnmom
JIBOIOIUIIE-EM MaHIATy MOHOBO je m3abpan
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