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TRADICIONALNO I SAVREMENO U NASTAVI
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NA JEDNOM PRIMJERU IZ GEOMETRIJE

Nastava matematike danas, a pogotovo u budu²nosti nezamisliva je bez in-
formatiqke podrxke. Jox se mnogima qini da ²e informatika u drugi plan
,,potisnuti“ mnoge prirodne nauke pa i matematiku, a naroqito geometriju. Me-
±utim, takve bojazni ne bi trebalo biti.

Od mnogo programskih paketa za nastavu matematike qini nam se da je naj-
prikladniji paket MATHEMATICA. On se u nastavi matematike mo¼e tretirati
dvostruko – kao nastavna metoda i kao nastavno sredstvo.

Vo±eni smo idejom da je dobro uqenike xto vixe vezati prouqavaǌu proble-
ma koji nisu obavezni u redovnoj nastavi; zato ²emo ovdje predlo¼iti prouqa-
vaǌe Dezargove teoreme i to: grafiqki, analitiqki i informatiqki. Ova tema
je pogodna za malo istra¼ivaǌe ve² u VII razredu osnovne xkole, a za sredǌu
xkolu smo je poopxtili koriste²i metodu afine geometrije.

Oba prikaza – posebni (za VII razred) i opxti (za sredǌu xkolu) ilustro-
vali smo informatiqki u programu MATHEMATICA. Prednost ovog kombinovanog
metoda rada je u tome xto povezuje tradicionalno i savremeno u nastavi mate-
matike kao xto je ovaj primjer ilustrovan na Dezargovoj teoremi.

Dezargova teorema

Pogodna tema za malo istra¼ivaǌe ve² u VII razredu osnovne xkole je prov-
jera Dezargove1 teoreme, koja glasi:

Ako su trouglovi 4ACE i 4A1C1E1 u ravni M odabrani tako da su
im prave koje prolaze kroz odgovaraju�e vrhove kopunktualne (prave AA1,
EE1 i CC1 sijeku se u istoj taqki), tada su presjeci odgovaraju�ih stra-
nica kolinearni, tj. presjeci pravih AC i A1C1, AE i A1E1 te CE i C1E1

pripadaju istoj pravoj.

1 ´erar Dezarg (Gerard Desargues) je francuski matematiqar (1593–1662). Izme±u ostalog
bio je oficir i in¼eǌer. Bliski je prijateǉ Rene Dekartu (Rene Descartes), a uticao je i na Bleza
Paskala (Blaise Pascal). Svojom teorijom involucije i shvataǌem paralela kao pravih koje imaju
presjek u beskonaqnoj udaǉenosti, postavio je osnove za kasniji razvoj projektivne geometrije.
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U VII razredu osnovne xkole uqenici mogu na zgodno postavǉenim trouglovi-
ma u koordinatnom sistemu provjeriti analitiqki vjerodostojnost ove teoreme.
To je, naravno, zadatak kojim ²e se uqenici baviti du¼e vrijeme van redovnih
qasova, samostalno – konstruixu²i i raqunaju²i. U namjeri da se raqunaǌa
pojednostave, mo¼e se predlo¼iti da se, na primjer vrhovi A i A1 biraju na x-
osi, vrhovi C i C1 na y-osi, a E i E1 na pravoj y = c. Pri izboru koordinata,
neka prika¼u grafiqki. Izbor koordinata neka bude takav da osigurava sva tri
oqekivana presjeka na milimetarskom listu za crtaǌe.

Marija je izabrala slede²e koordinate za vrhove trougla:

A(1, 0), A1(3, 0), C(0, 1), C1(0, 2), E(1/4, 1/4), i E1(2, 2).

Goran je izabrao:

A(2, 0), A1(8, 0), C(0, 2), C1(0, 4), E(3/2, 3/2), i E1(2, 2).

Marija je nacrtala i sliku.

Prave AA1, CC1 i EE1 prolaze kroz koordinatni poqetak pa su kopunktu-
alne. Time su uslovi Dezargove teoreme ispuǌeni. Treba odrediti koordinate
presjeka odgovaraju²ih stranica i uvjeriti se da sva tri pripadaju istoj pravoj.

Slika 1

Tvr±eǌe Dezargove teoreme Marija provjerava grafiqki (crte¼om). Ali,
crte¼om ne mo¼emo dokazati kolinearnost taqaka. To mo¼emo uqiniti anali-
tiqkom metodom (raqunski).

Marija razmixǉa ovako. Neka je P presjek pravih AC i A1C1. Prava AC

ima jednaqinu x + y = 1. Prava A1C1 ima jednaqinu
x

3
+

y

2
= 1. Rjexavaǌem

sistema jednaqina
x + y = 1, 2x + 3y = 6

dobijamo koordinatne taqke presjeka pravih AC i A1C1, tj. P (−3, 4).
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Neka je Q presjek pravih AE i A1E1. Prema formuli

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x− x1),

prava AE ima jednaqinu y = −1
3

x +
1
3
. Sliqno, prava A1E1 ima jednaqinu

y = −2x + 6. Rjexavaǌem sistema jednaqina

x + 3y = 1, 2x + y = 6

dolazimo do koordinata taqke presjeka pravih AE i A1E1, tj. Q

(
17
5

,−4
5

)
.

Prona±imo jox koordinate taqke R, kao presjeka pravih CE i C1E1. Jedna-
qina prave odre±ene taqkama C i E je y = −3x = 1. Jednaqina prave odre±ene
taqkama C1 i E1 je y = 2 pa taqka presjeka pravih CE i C1E1 ima koordinate

R

(
−1

3
, 2

)
.

Taqke P , Q i R su kolinearne ako, na primjer, koordinate taqke Q uvrxtene
u jednaqinu prave PR daju identitet. Lako je pokazati da jednaqina prave kroz
taqke P i R glasi

y = −3
4

x +
7
4
.

Zamjenom koordinata taqke Q u jednaqinu prave PR, dolazimo do identiteta,

−4
5

= −3
4
· 17

5
+

7
4
,

tj. −4
5

= −4
5
, xto onda govori da taqka Q pripada pravoj PR pa smo se na ovom

pojedinaqnom sluqaju uvjerili u ispravnost Dezargove teoreme.

Dakako, time nismo dokazali Dezargoevu teoremu.

Me±utim, u sredǌoj xkoli stvari mo¼emo poopxtiti.

Slika 2

U ravni su zadani trouglovi 4ACE i 4A1C1E1 takvi da su im prave od-
re±ene odgovaraju²im vrhovima kopunktalne, tj. AA1 ∩ CC1 ∩ EE1 = {O}.
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Prisjetimo se metoda afine geometrije pa uzmimo pravu AA1 za x-osu, a
CC1 za y-osu. Tada za koordinate vrhova 4ACE mo¼emo uzeti A(a, 0), C(0, d) i

E(e, f), pri qemu je e 6= a

2
i f 6= d

2
. Time smo izbjegli sluqaj da je E sredixte

du¼i AC, tj. da se 4ACE transformisao u du¼.

Koordinate vrhova trougla4A1C1E1 su A1(a1, 0), C1(0, d1) i E1(e1, f1), pri
qemu je a1 6= a, d1 6= d i taqka E1 pripada pravoj OE, tj. zadovoǉava jednaqinu

y =
f

e
x. Koordinate taqke E1(e1, f1) biramo tako da je

ef1 − fe1 = 0,

pri qemu je e1 6= a1

2
i f1 6= d

2
, kako bismo izbjegli sluqaj kada je E1 sredixte

du¼i A1C1. Time smo osigurali koordinate vrhova trougla kojima su spojnice
odgovaraju²ih vrhova kopunktalne.

Doka¼imo da su presjeci odgovaraju²ih stranica kolinearni, tj. da presjeci
pravih AC ∩A1C1, AE ∩A1E1 i CE ∩ C1E1 le¼e na istoj pravoj.

Odredimo koordinate presjeka P pravih AC i A1C1, rjexavaju²i sistem
jednaqina sastavǉen od segmentnih oblika jednaqina pravih AC i A1C1, tj.

x

a
+

y

d
= 1,

x

a1
+

y

d1
= 1.

Izjednaqavaǌem lijevih strana imamo:

x

a
+

y

d
=

x

a1
+

y

d1
, x

(
1
a
− 1

a1

)
= y

(
1
d1
− 1

d

)
,

x · a1 − a

aa1
= y · d− d1

dd1
. (1)

Zamjenom izraza za x u, na primjer, jednaqini prave AC dolazimo do

1
a

(
d− d1

dd1
· aa1

a1 − a

)
y +

1
d

y = 1, y · aa1(d− d1) + ad1(a1 − a)
add1(a1 − a)

= 1,

y =
dd1(a1 − a)

a1d− a1d1 + a1d1 − ad1
, y =

dd1(a1 − a)
a1d− ad1

. (2)

Zamjenom (2) u (1) dolazimo do:

x =
d− d1

dd1
· aa1

a1 − a
· dd1(a1 − a)

a1d− ad1
,

x =
aa1(d− d1)
a1d− ad1

. (3)

Koordinate presjeka P pravih AC[A(a, 0), C(0, d)] i A1C1[A1(a1, 0), C1(0, d1)] su

P

(
aa1(d− d1)
a1d− ad1

,
dd1(a1 − a)
a1d− ad1

)
.
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Programom Mathematica nalazimo koordinate presjeka P prave odre±ene
taqkama A(a, 0) i C(0, d) s pravom odre±enom taqkama A1(a1, 0) i C1(0, d1).

Intersection2Lines [[{a ,0 },{0 ,d }],[{a1 ,0 }]]:=
Simplify[{x,y}/.First[Solve[{x d+y a-a d= =0,

x d1+y a1+a1 d1= =0}, {x,y}]].

Odredimo koordinate presjeka Q pravih AE i A1E1, rjexavaju²i sistem
jednaqina zadat jednaqinama pravih AE i A1E1. Pomo²u formule za jednaqinu
prave kroz taqke A(a, 0) i E(e, f) imamo:

y − 0 =
f − 0
e− a

(x− a), y =
f

e− a
x− af

e− a
. (4)

Sliqno, za jednaqinu kroz taqke A1(a1, 0) i E1(e1, f1) imamo

y =
f1

e1 − a1
x− a1f1

e1 − a1
. (5)

Izjednaqimo li desne strane jednakosti (4) i (5), imamo:

f

e− a
x− af

e− a
=

f1

e1 − a1
x− a1f1

e1 − a1
,

x

(
f(e1 − a1)− f1(e− a)

(e− a)(e1 − a1)

)
=

af(e1 − a1)− a1f1(e− a)
(e− a)(e1 − a1)

,

x =
af(e1 − a1)− a1f1(e− a)

f(e1 − a1)− f1(e− a)
. (6)

Zamjenom (6) u (5) imamo:

y =
f1

e1 − a1
· af(e1 − a1)− a1f1(e− a)

f(e1 − a1)− f1(e− a)
− a1f1

e1 − a1
,

Q

(
af(e1 − a1)− a1f1(e− a)

f(e1 − a1)− f1(e− a)
,

f1

e1 − a1
· af(e1 − a1)− a1f1(e− a)

f(e1 − a1)− f1(e− a)
− a1f1

e1 − a1

)
.

Programom Mathematica nalazimo koordinate presjeka Q prave odre±ene
taqkama A(a, 0) i E(e, f) s pravom odre±enom taqkama A1(a1, 0) i E1(e1, f1) na-
redbom

Intersection2Lines [[{a ,0 },{e ,f }],[{a1 ,0 }, {a1 ,f1 }]]:=
Simplify[{x,y}/.First[Solve[{x f+y (a-e)-a f= =0, x f1+y

(a1-e1)-a1 f1= =0}, {x,y}]].

Sliqno kao u prethodna dva sluqaja nalazimo koordinate taqke R koja je
presjek pravih CE i C1E1:

R

(
ee1(d1 − d)

(f − d)e1 − (f1 − d1)e
,

e(f1 − d1)(d1 − d)
e1(f − d)− e(f1 − d1)

+ d1

)
.
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Programom Mathematica te koordinate nalazimo slede²om naredbom.

Intersection2Lines [[{0,d },{e ,f }],[{0 ,d1 }, {e1 ,f1 }]]:=
Simplify[{x,y}/.First [Solve [{x (f-d)+y e-d e= =0,

x (f1-d1)+y e1-d1 e1= =0}, {x,y}]].

Kako bismo pokazali da su taqke P , Q i R kolinearne, dovoǉno je odredi-
ti jednaqinu prave kroz dvije od ǌih, na primjer, P i Q, a zatim provjeriti
zadovoǉavaju li koordinate taqke R jednaqinu prave PQ. Raqun je izvodǉiv,
ali je te¼ak. Daleko je br¼e poslu¼iti se programom Mathematica, odnosno,
funkcijskom naredbom za provjeru kolinearnosti taqaka P , Q i R:

Colinear3PointsQ [{x1 ,y1 } , {x2 ,y2 } , {x3 ,y3 }]:=
If Simplify{ValuePoint2Points[{x1,y1},{x2,y2},

{x3,y3}]] = = =0, True, False].

Iz svega izlo¼enog jasno je da smo izradi programa za dokazivaǌe Dezargove
teoreme mogli pri²i nakon osmixǉavaǌa funkcijskih naredbi:

Line2Points, tj. zadavaǌe jednaqine prave odre±ene s dvije taqke poznatih
koordinata;

Intersection4Points, tj. odre±ivaǌe presjeka dvije prave, pri qemu je sva-
ka odre±ena sa po dvije taqke poznatih koordinata;

ValuePoint2Points, kojom provjeravamo pripada li taqka poznatih koordi-
nata pravoj odre±enoj sa dvije taqke zadanih koordinata;

Colinear3Points, koja nam direktno odgovara jesu li tri taqke na istoj
pravoj ili nisu.

Program izgleda ovako:

(*DESARGUESOVA TEOREMA*)

Clear[Line2Points, Intersection2Lines, Midle2Points, ValuePoint2Points,

Colinear3pointsQ, Intersection4Points, TA1, TC1, TE1, TA2, TC2, TE2]

(*definiranje funkcijskih naredbi . . . *)

Line2Points[{a ,b }, {c ,d }]:=Simplify[{b-d, c-a, ad-bc}];
Intersection2Lines [{a ,b , c }, {d , e , f }]:=

Simplify[{x,y}]/. First [Solve[{ax+by+c= =0, dx+ey+f= =0}, {x,y}]];
ValuePoint2Points [{x,y }, {a , b }, {c ,d }]:=

Simplify [(b-d)x+(c-a)y+ad-bc];

Colinear3PointsQ [{a ,b }, {c ,d }, {e ,f }]:=
If [Simplify [ValuePoint2Points [{a,b}, {c,d}, {e,f}]] = = =0, True, False];

Intersection4Points [{a ,b }, {c ,d }, {e ,f }, {g ,h }];=
Intersection2Lines {Line2Points [{a,b}, {c,d}],
Line2Points [{e,f}, {g,h}]};

True

Uvjerimo se na Goranovom primjeru da program funkcionixe.
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(*Proba za trouglove TA1, TE1, TC1 i TA2, TE2, TC2*)

TC1={0,2}; TA1={2,0}; TE1={3/2, 3/2};
TC2={0,4}; TA2={8,0}; TE2={2,2};
(*uslov*)

ValuePoint2Points [Intersection4Points [TC1, TC2, TE1, TE2], TA1, TA2]

(*tvrdnja*)

Colinear3PointsQ [Intersection4Points [TA1, TC1, TA2, TC2],

Intersection4Points [TA1, TE1, TA2, TE2],

Intersection4Points [TE1, TC1, TE2, TC2]]

0

True

Prednost ove metode je u qiǌenici da sada mo¼emo teoretski na besko-
naqno mnogo parova trouglova koji ispuǌavaju uslov Dezargove teoreme (a i
to provjeravamo ovim programom) konstatovati kolinearnost presjeka odgovara-
ju²ih stranica.

Dr Radoslav Miloxevi², Univerzitet u Istoqnom Sarajevu, Filozofski fakultet na Palama

OBAVEXTEǋA

,,KENGUR BEZ GRANICA“

Druxtvo matematiqara Srbije je od ove godine u Srbiji samostalni orga-
nizator me±unarodnog matematiqkog takmiqeǌa ,,Kengur bez granica“. Radi
se o jednom od najmasovnijih takmiqeǌa na svetu (nekoliko miliona uqesnika)
koje ve² vixe godina organizuje odgovaraju²e me±unarodno udru¼eǌe sa sedi-
xtem u Parizu. DMS ima ekskluzivnu licencu tog udru¼eǌa za organizovaǌe
,,Kengura“ na teritoriji Srbije.

U ciǉu boǉeg obavextavaǌa i popularizacije ovog takmiqeǌa, Druxtvo
matematiqara Srbije je objavilo tri sveske sa rexenim zadacima sa ,,Kengura“
iz 2005, 2006. i 2007. godine.

Takmiqeǌe ,,Kengur bez granica“ odr�ano je 20. marta 2008. go-
dine, uz uqex�e blizu 20 000 uqenika.

Rezultati ²e biti poslati xkolama-uqesnicama.

Naredno takmiqeǌe ,,Kengur bez granica“ odr�a�e se 19. marta
2009. godine.

Sve informacije mogu se videti na sajtu Druxtva www.dms.org.yu.


