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PELOVA JEDNAQINA I PITAGORINE TROJKE

Diofantova jednaqina oblika

x2 − dy2 = 1,

gde je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, zove se Pelova jednaqina.

Svaka Pelova jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu prirodnih
brojeva [1]. Ukoliko prona±emo najmaǌe (osnovno) rexeǌe (xe, ye), preostala
rexeǌa (xn, yn) mo¼emo generisati na slede²e naqine:

xn + yn

√
d = (xe + ye

√
d)n,(1)

xn+1 = 2xexn − xn−1,(2)

yn+1 = 2xeyn − yn−1, uslovi: (x0, y0) = (1, 0), (x1, y1) = (xe, ye),

xn+1 = xexn + yedyn,(3)
yn+1 = xeyn + yexn.

1. Rexavaǌe Pelove jednaqine pomo�u veri�nih razlomaka

Konaqnim veri¼nim razlomkom naziva se izraz oblika

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

. . .
qn−1 +

1
qn

gde je q0 ceo nenegativan broj, a q1, q2, . . . , qn prirodni brojevi, pri qemu je
qn 6= 1. Veri¼ni razlomak kra²e zapisujemo kao [q0; q1, q2, . . . , qn].

Iracionalnim brojevima oblika
√

d, gde je d prirodan broj koji nije potpun
kvadrat, odgovaraju beskonaqni veri¼ni razlomci [2] oblika

√
d = [q0; q1, q2, . . . , qn, 2q0, q1, q2, . . . ],

odnosno
√

d = bq0; q1, q2, . . . , qn, 2q0c. Tako±e je qn = q1, qn−1 = q2 i tako daǉe.
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Primer 1. Razlo¼iti
√

2,
√

3,
√

13 i
√

19 u odgovaraju²e veri¼ne razlom-
ke.

a)
√

2 = 1 +
1
x1

,
1
x1

=
√

2− 1 =
1√

2 + 1
=

1
2 · 1 +

√
2− 1

=
1

2 · 1 +
1
x1

,

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
. . .

,
√

2 = [1; 2, 2, 2, . . . ] = b1; 2c.

b)
√

3 = 1 +
1
x1

,
1
x1

=
√

3− 1 =
2√

3 + 1
=

1√
3 + 1
2

=
1

1 +
√

3− 1
2

,

1
x2

=
√

3− 1
2

=
2

2(
√

3 + 1)
=

1√
3 + 1

=
1

2 +
√

3− 1
=

1

2 +
1
x1

,

√
3 = b1; 1, 2c.

v)
√

13 = 3 +
1
x1

,
1
x1

=
√

13− 3 =
4√

13 + 3
=

1√
13 + 3

4

=
1

1 +
√

13− 1
4

,

1
x2

=
√

13− 1
4

=
12

4(
√

13 + 1)
=

1√
13 + 1

3

=
1

1 +
√

13− 2
3

,

1
x3

=
√

13− 2
3

=
1

1 +
√

13− 1
3

,
1
x4

=
√

13− 1
3

=
1

1 +
√

13− 3
4

,

1
x5

=
√

13− 3
4

=
1

6 +
√

13− 3
=

1

6 +
1
x1

,

√
13 = b3; 1, 1, 1, 1, 6c.

g)
√

19 = b4; 2, 1, 3, 1, 2, 8c.
Neka je

√
d = bq0; q1, q2, . . . , qn, 2q0c i

An

Bn
= [q0; q1, q2, . . . , qn] = q0 +

1

q1 +
1

q2 +
1

. . .
qn−1 +

1
qn

.

Poznato je da je A2
n − dB2

n = (−1)n−1. Otuda xe = An i ye = Bn dovodi do
rexeǌa jednaqine

x2 − dy2 = (−1)n−1.
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Ako je n neparan broj, imamo osnovno rexeǌe Pelove jednaqine. Ako je n paran
broj, onda je xe = A2n+1 i ye = B2n+1.

Primer 2. Odrediti osnovno rexeǌe jednaqine x2 − 19y2 = 1.

Rexeǌe.
√

19 = b4; 2, 1, 3, 1, 2, 8c, n = 5,

An

Bn
= 4 +

1

2 +
1

1 +
1

3 +
1

1 +
1
2

=
170
39

.

Osnovno rexeǌe jednaqine je (xe, ye) = (170, 39).
Primer 3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu x2 − 13y2 = 1.

Rexeǌe.
√

13 = b3; 1, 1, 1, 1, 6c, n = 4.
A9

B9
=

649
180

, osnovno rexeǌe je

(xe, ye) = (649, 180). xn + yn

√
13 = (649 + 180

√
13)n, n ∈ N.

Primer 4. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu x2 − 2y2 = 1.

Rexeǌe.
√

2 = b1; 2c, A1

B1
= 1 +

1
2

=
3
2
, (xe, ye) = (3, 2). Iz sistema

xn+1 = 6xn − xn−1, yn+1 = 6yn − yn−1 i poqetnih uslova (x0, y0) = (1, 0),
(x1, y1) = (3, 2) se dobija, redom,

n 1 2 3 4 5 . . .
xn 3 17 99 577 3363 . . .
yn 2 12 70 408 2378 . . .

2. Jednaqine Pelovog tipa

Pod jednaqinom Pelovog tipa podrazumevamo jednaqinu oblika

(1) x2 − dy2 = a,

gde je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i a 6= 0 ceo broj.

Za a = 1 imamo Pelovu jednaqinu koja uvek ima rexeǌa. Za razliku od ǌe,
neke jednaqine Pelovog tipa nemaju celobrojna rexeǌa.

Primer 5. Pokazati da jednaqina x2−3y2 = −1 nema celobrojnih rexeǌa.

Rexeǌe. Kako izraz x2 + 1 nije deǉiv sa 3 ni za jedno x ∈ Z, to data
jednaqina nema rexeǌa.

Ako je (x0, y0) neko (dovoǉno malo) rexeǌe jednaqine (1) i ako je (xe, ye)
osnovno rexeǌe odgovaraju²e Pelove jednaqine, onda su jednakox²u

x + y
√

d = ±(x0 + y0

√
d)(xe + ye

√
d)n

odre±ena sva rexeǌa jednaqine (1) [1]. Za daǉe razmatraǌe navodimo bez dokaza
(dokaz je elementaran) slede²e tvr±eǌe.
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Teorema 1. Ako je par (A,B) jedno rexeǌe jednaqine x2−dy2 = a, a par
(U, V ) jedno rexeǌe jednaqine x2− dy2 = b, onda je par (AU + dBV,AV + BU)
jedno rexeǌe jednaqine x2 − dy2 = ab.

Specijalno za a = b par (A2 + dB2, 2AB) je jedno rexeǌe jednaqine

(2) x2 − dy2 = a2

kojom ²emo se daǉe baviti.

Primer 6. Odrediti osnovno rexeǌe jednaqine x2 − 5y2 = 1.
Rexeǌe. Kako je najmaǌe pozitivno rexeǌe jednaqine x2 − 5y2 = −1 par

(2, 1), to je par (22 + 5 · 12, 2 · 2 · 1) = (9, 4) tra¼eno rexeǌe.

Primer 7. U skupu celih brojeva rexiti jednaqine:

a) x2 − 3y2 = −11; b) x2 − 3y2 = 121.
Rexeǌe. a) Najmaǌe pozitivno rexeǌe je par (x0, y0) = (1, 2), a osnovno

rexeǌe odgovaraju²e Pelove jednaqine je par (xe, ye) = (2, 1). Sada su rexeǌa
data formulom x + y

√
3 = ±(±1 + 2

√
3)(2 +

√
3)n, n ∈ N0.

b) Najmaǌe pozitivno rexeǌe je (12 + 3 · 22, 2 · 1 · 2) = (13, 4). Rexeǌa
jednaqine data su formulama

x + y
√

3 = ±(13± 4
√

3)(2 +
√

3)n, n ∈ N0,

x + y
√

3 = ±11(2 +
√

3)n, n ∈ N0.

Primer 8. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu x2 − 3y2 = 169.
Par (14, 3) je najmaǌe pozitivno rexeǌe jednaqine, a sva celobrojna rexeǌa

su data formulama

x + y
√

3 = ±(14± 3
√

3)(2 +
√

3)n, n ∈ N0;

x + y
√

3 = ±13(2 +
√

3)n, n ∈ N0.

x 13 14 19 26 37 62 91 134 229 338 . . .
y 0 3 8 13 20 35 52 77 132 195 . . .

Primer 9. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu x2 − 2y2 = −172.

Rexeǌe. Za nala¼eǌe jednog od najmaǌih rexeǌa jednaqine mo¼emo is-
koristiti najmaǌe pozitivno rexeǌe jednaqine x2 − 2y2 = −1, par (1, 1), i
rexeǌe jednaqine x2 − 2y2 = −17, par (−1, 3). Sada je na osnovu teoreme 1,
x0 + y0

√
2 = (1 +

√
2)(−1 + 3

√
2)2, odnosno x0 + y0

√
2 = 7 + 13

√
2. Dobijaju se

rexeǌa
x 7 17 31 73 119 193 431 697 . . .
y 13 17 25 53 85 137 305 493 . . .

3. Nala�eǌe Pitagorinih trojki pomo�u jednaqina Pelovog tipa

Trojke prirodnih brojeva (a, b, c) koje zadovoǉavaju jednaqinu

(3) a2 + b2 = c2
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predstavǉaju Pitagorine trojke. Takve trojke kod kojih su a, b, c uzajamno prosti
u parovima nazivamo primitivnim trojkama. Nala¼eǌem primitivnih rexeǌa
jednaqine (3) nalazimo i sva ostala, jer su ona oblika (ka, kb, kc), k ∈ N.

Pretpostavimo da je a < b i da je b − a = z. Tada zamenom u (3) imamo
a2 + (a + z)2 = c2, odnosno posle sre±ivaǌa,

2a2 + 2za + z2 − c2 = 0.

Rexeǌe ove jednaqine je a =
√

2c2 − z2 − z

2
, pa mora biti 2c2− z2 = x2, odnosno

(4) x2 − 2c2 = −z2.

Jednaqina (4) je Pelovog tipa. Daǉe sledi da je a =
x− z

2
, b =

x + z

2
.

Primer 10. Odrediti Pitagorine trojke kod kojih je b− a = 1.

Rexeǌe. Problem se svodi na rexavaǌe jednaqine x2−2c2 = −1. Videli smo
da je najmaǌe pozitivno rexeǌe (x0, c0) = (1, 1), a (x1, c1) = (7, 5). Pitagorine
trojke date su u slede²oj tabeli (osim kolone za n = 0 koja predstavǉa poqetni
uslov odgovaraju²e rekurentne veze).

n 0 1 2 3 4 5 6
xn 1 7 41 239 1393 8119 47321
an 0 3 20 119 696 4059 23660
bn 1 4 21 120 697 4060 23661
cn 1 5 29 169 985 5741 33461

Za daǉi rad koristi²emo oqigledne veze Pitagorinih brojeva:

(b + a)2 − 2c2 = −(b− a)2,(5)

(b− a)2 − 2c2 = −(b + a)2.(6)

Za trojku (3, 4, 5) imamo da je 12− 2 · 52 = −72, odnosno da je par (x0, c0) = (1, 5)
najmaǌe pozitivno rexeǌe jednaqine x2 − 2c2 = −49.

Primer 11. Odrediti Pitagorine trojke kod kojih je b− a = 7.

Rexeǌe. Par brojeva (x0, c0) generixe rexeǌa

x′n + c′n
√

2 = (1 + 5
√

2)(3 + 2
√

2)n,

a par (−x0, c0) = (−1, 5),

x′′n + c′′n
√

2 = (−1 + 5
√

2)(3 + 2
√

2)n, n ∈ N.

n x′n a′n b′n c′n n x′′n a′′n b′′n c′′n
1 23 8 15 17 1 17 5 12 13
2 137 65 72 97 2 103 48 55 73
3 799 396 403 565 3 601 297 304 425
4 4657 2325 2332 3293 4 3503 1748 1755 2477
5 27143 13568 13575 19193 5 20417 10205 10212 14437
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Naravno da i par brojeva (1, 1), najmaǌe pozitivno rexeǌe jednaqine x2 −
2c2 = −1 generixe rexeǌa xn + cn

√
2 = 7(1 +

√
2)(3 + 2

√
2)n, n ∈ N.

n xn an bn cn

1 49 21 28 35
2 287 140 147 203
3 1673 833 840 1183
4 9751 4872 4879 6895
5 56833 28413 28420 40187

U ovom sluqaju dobijamo trojke koje nisu primitivne.

Za nala¼eǌe trojki (a, b, c) mo¼emo koristiti i rekurentne veze

an+1 = 6an − an−1 + 14, bn+1 = 6bn − bn−1 − 14, cn+1 = 6cn − cn−1,

uz odgovaraju²e poqetne uslove.

Ako je b− a = z, rekurentne veze su

an+1 = 6an − an−1 + 2z, bn+1 = 6bn − bn−1 − 2z, cn+1 = 6cn − cn−1,

Primer 12. Odrediti Pitagorine trojke kod kojih je b− a = 17.

Uputstvo. Iskoristiti Pitagorinu trojku (5, 12, 13) za rexavaǌe jedna-
qine x2 − 2c2 = −172, odakle je (12− 5)2 − 2 · 132 = −(12 + 5)2.

Iz veza (5) i (6) i teoreme 1 sledi naredno tvr±eǌe.

Teorema 2. Ako je (a, b, c) Pitagorina trojka, onda je i (A,B,C) Pi-
tagorina trojka, gde je

A = 2a + b + 2c, B = a + 2b + 2c, C = 2a + 2b + 3c.

Tako�e je B −A = b− a.

Dokaz. Par (a+b, c) je jedno rexeǌe jednaqine x2−2y2 = −(b−a)2 a par (3, 2)
je osnovno rexeǌe odgovaraju²e Pelove jednaqine. Na osnovu teoreme 1 rexeǌe
date jednaqine je i par (3(a+ b)+4c, 2(a+ b)+3c) = (3a+3b+4c, 2a+2b+3c) =
(A + B, C).

Iz sistema
A + B = 3a + 3b + 4c, B −A = b− a

dobijamo veze za A, odnosno za B. Veza za C sledi neposredno iz jednakosti
ure±enih parova. Daǉe ove veze mo¼emo zapisati i na slede²i naqin

(A,B, C) = (a, b, c)




2 1 2
1 2 2
2 2 3


 = (a, b, c)P, B − a = b− a.

Sada se sva rexeǌa primera 10 izra¼avaju formulom

(A,B,C) = (3, 4, 5) · Pn, n ∈ N0.

Slede²e tvr±eǌe navodimo bez dokaza.
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Teorema 3. Ako je (a, b, c) Pitagorina trojka, onda su i (A1, B1, C1) i
(A2, B2, C2) Pitagorine trojke, gde je

A1 = −2a + b + 2c

B1 = −a + 2b + 2c

C1 = −2a + 2b + 3c

A2 = a− 2b + 2c

B2 = 2a− b + 2c

C2 = 2a− 2b + 3c

Tako�e je B1 −A1 = B2 = A2 = b− a.

Zapisa²emo ove veze i pomo²u matrica:

(A1, B1, C1) = (a, b, c)



−2 −1 −2
1 2 2
2 2 3


 = (a, b, c) ·Q,

(A2, B2, C2) = (a, b, c)




1 2 2
−2 −1 −2
2 2 3


 = (a, b, c) ·R.

Daǉe zakǉuqujemo da su sve Pitagorine trojke kod kojih je A < B date formulom

(A,B, C) = k · (3, 4, 5) · P p ·Qq ·Rr, p, q, r ∈ N0.

LITERATURA
1. V. Mi²i², Z. Kadelburg, D. §uki²: Uvod u teoriju brojeva, Materijali za mlade matematiqare

15, 4-to izdaǌe, Druxtvo matematiqara Srbije, Beograd 2004.

2. A. Zoli²: Veri�ni razlomci i primjene, Nastava matematike XLV, 3–4, 2000.
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