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MATEMATIKE SREDǋE XKOLE

Didaktiqki fenomen kombinovanog poliformizma, po onome xto sam uspio
tokom tridesetogodixǌeg bavǉeǌa nastavom matematike sredǌe xkole vidjeti u
matematiqko-metodiqkoj literaturi, veoma se rijetko sre²e kao neka didaktiqka
posebnost, a ako se ponegdje primjeǌuje, to je obiqno intuitivno, singularno ili
stihijski u nastavi matematike osmogodixǌe i sredǌe xkole.

Suxtina ovoga znaqajnog didaktiqkog fenomena sastoji se u permanentnom
insistiraǌu na istovremeno integralnom sagledavaǌu raznovrsnih aritmetiqko-
algebarsko-geometrijskih pristupa razumjevaǌa i poimaǌa prouqavanih nastav-
nih pojmova. Ovo u praksi iziskuje od nastavnika odliqno poznavaǌe i vjextinu
primjeǌivaǌa najraznovrsnijih struqno-didaktiqko-metodiqkih mogu²nosti, a
indukuje intenzivnu misaonu aktivnost uqenika izra¼enu kvalitetnim samopre-
galaqkim radom i ve²om motivacijom.

Efikasnost primjene kombinovanog poliformizma zasniva se na vixestrukoj
primjeni principa oqiglednosti interpretiranog u vidu aritmetiqko-algebar-
skog i ikoniqkih tuma?eǌa, kao i evidentnoj psiholoxkoj qiǌenici da promje-
ne i raznovrsnost u radu osvje¼avaju nastavu, a monotonija uglavnom indukuje
slabǉeǌe interesovaǌa i pojavu pasivnosti i dosade.

Na liqnom iskustvu, koje ima va¼nost bar jednog eksperimenta, vixestruko
sam provjerio i uvjerio se da kombinacije aritmetiqko-algebarsko-geometrij-
skih poliformnih interpretacija znaqajno doprinose stvaraǌu ambijenta neop-
hodnog za aktiviziraǌe, tj. dinamiziraǌe nastave matematike i razbijaǌe for-
malizma u ǌoj.

Evo jednog raritetnog kombinovanog poliformnog dokazaivaǌa teoreme o
sredinama, koji je ujedno i lijepa prilika da se poka¼e primjena analitiqko-
sintetiqke metode ne samo kada su u pitaǌu odredbeni, ve²i zadaci u kojima
treba dokazati izvesna tvr±eǌa.

Teorema o sredinama
Za proizvoǉne brojeve a, b ∈ R+ va�i
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Nejednakosti prelaze u jednakosti ako i samo ako je a = b.
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Polaze²i od oqigledne nejednakosti (a−b)2 > 0 mogu se algebarski dokazati
ove tri nejednakosti. Evo tih dokaza uz ukazivaǌe na primjenu analitiqko-
sintetiqkog metoda prilikom tih izvo±eǌa.

Analitiqko-sintetiqki metodski postupak qex²e eksploatixemo pri rjexa-
vaǌu tzv. konstruktivnih, tj. odredbenih zadataka, dakle, zadataka tipa u kojima
se nexto zahtijeva. Analitiqkom metodom mi odre±ujemo put od tra¼enog ka da-
tom, tj. od nepoznatog ka poznatom. Kada od nepoznatog do±emo do poznatog, da
bismo kompletirali dokaz neophodno je primjeniti reverzibilni postupak anali-
tiqkom. To je put od datog, poznatog ka tra¼enom, nepoznatom, odnosno postupak
objediǌavaǌa, tj. sastavǉaǌe dijelova u cijelinu – sintetiqki metodski postu-
pak. Prema grqkom predaǌu metodu analize otkrio je Platon. Vjerovatno da
je analitiqko-sintetiqka metoda bila poznata i primjeǌivana i prije Platona.
Euklidovi ,,Elementi“ pisani kasnije predstavǉaju zaokru¼eni sistem logiqkog
mixǉeǌa i prvi put u istoriji obrazac nauqnog rada. U ǌima je dat deduktivni
sistem mixǉeǌa. Analitiqko-sintetiqki oblik dedukcije prezentovan u ǌima,
vjerovatno je najuspjexnija metoda otkrivaǌa nepoznatih dokaza geometrijskih
ili matematiqkih teorema poznatih naxoj civilizaciji.
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Me±utim, geometrijski pristup dokazivaǌa ove teoreme je oqigledniji i
zanimǉiviji uqenicima. Nad zbirom AC = a + b datih du¼i AB = a i BC = b
konstruixemo polukru¼nicu kao nad preqnikom, pa konstruixemo BM ⊥ AC,
gdje je B taqka na du¼i AC, a M presjeqna taqka prave (BM) i konstruisane
polukru¼nice. Taqka P pripada pravoj (OM) i BP ⊥ OM .

Lako je uoqiti da va¼i: (1) PM < BM < OM . Me±utim, kako je prema

slici 1, OM =
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√
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2ab

a + b
6
√

ab 6 a + b

2
. Jednakost se posti¼e ako
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Sl. 1 Sl. 2

Modifikujmo malo sliku 1. Neka je i daǉe AB = a i BC = b. U taqki O
konstruiximo normalu na pravu (AC); ona sijeqe polukru¼nicu K(O, AC/2) u
taqki L. Normala konstruisana u taqki B na pravu (AC) sijeqe pravu (AL) u
taqki T , a pravu (LC) u taqki K. Sa slike 2 je oqigledno da je povrxina trougla
ACL maǌa ili jednaka povrxini qetvorougla ACKT (jednakost se posti¼e kada
je a = b).
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(jednakost se posti¼e kada je a = b). Ovakav dokaz nejednakosti izme±u aritme-
tiqke i kvadratne sredine nijesam sretao u meni dostupnoj struqno-metodiqkoj
literaturi.

Geometrijski dokaz ove teoreme mo¼emo izvesti i tako xto ²emo konstruisa-
ti proizvoǉan trapez ABCD i u ǌemu paralelne du¼i sa ǌegovim osnovicama:

M1N1 ‖ M2N2 ‖ M3N3 ‖ M4N4 ‖ CD,

tako da du¼ima M1N1, M2N2, M3N3 i
M4N4 respektivno odgovaraju du¼ine s1,
s2, s3 i s4, pri qemu je s1 = H(a, b) harmo-
nijska sredina, s2 = G(a, b) geometrijska
sredina, s3 = A(a, b) aritmetiqka sredina
i s4 = K(a, b) kvadratna sredina du¼ina a
i b du¼i CD i AB.

Sl. 3

Lako je uoqiti da E ∈ (M1N1) i da je s1 du¼ina du¼i M1N1, pa na osnovu
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slika 3.

Kako je du¼ina s2 du¼i M2N2 geometrijska sredina du¼ina a i b du¼i CD

i AB, to su trapezi ABN2M2 i M2N2CD sliqni, jer je
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M1D, pa na pravoj (AD) imamo raspored taqaka A–M2–M1–D, tako da va¼i

(1) H(a, b) = s1 6 s2 = G(a, b),

pri qemu se jednakost posti¼e za a = b, tj. kada je M2 ≡ M1. Kako imamo da
je s3 aritmetiqka sredina du¼ina a i b du¼i CD i AB, to je AM3

∼= M3D

i BN3
∼= N3C, pa je lako uoqiti relaciju
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M3D > M2D, pa na pravoj (AD) imamo raspored taqaka A–M3–M2–D, tako da
va¼i

(2) G(a, b) = s2 6 s3 = A(a, b),

pri qemu se jednakost posti¼e za a = b, tj. kada je M3 ≡ M2.

Kako je du¼ina s4 du¼i M4N4 kvadratna sredina du¼ina a i b du¼i CD i
AB, to su povrxine trapeza ABN4M4 i M4N4CD jednake, jer je tada
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2(s4 + b)h1 = (a + b)h i 2(s4 + a)(h − h1) = (a + b)h, odakle proizlazi da je
h
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=
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i
h
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2(s4 + a)− a− b

, tj.
2(s4 + b)

a + b
=

2(s4 + a)
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,

odakle redom sǉedi 2(s4 + b)[2(s4 + a)− a− b] = 2(s4 + a)(a + b), (s4 + b)(2s4 +
a − b) = (s4 + a)(a + b) i, posle sre±ivaǌa, 2s2

4 = a2 + b2, pa imamo da je

s4 =

√
a2 + b2

2
= K(a, b) kvadratna sredina du¼ina a i b. Ako pretpostavimo

da je b > a, onda iz
b + s4

2
h1 =

a + s4

2
(h − h1) sǉedi h1 6 h − h1, pa na pravoj

(AD) imamo raspored taqaka A–M4–M3–D, tako da va¼i

(3) A(a, b) = s3 6 43 = K(a, b),

pri qemu se jednakost posti¼e za a = b, tj. kada je M4 ≡ M3.

Dakle, na osnovu (1), (2) i (3) zakǉuqujemo da va¼i

H(a, b) 6 G(a, b) 6 A(a, b) 6 K(a, b),

za a, b ∈ R+.

Da bismo nastavu matematike uqinili xto zanimǉivijom, mo¼emo lako ,,pre-
skakati“ vijekove ,,xetaju²i“ istorijskom priqom u mjeri doziranoj planom i
programom. Evo jednog malo poznatog zadatka iz VI kǌige Euklidovih ,,Elemena-
ta“, stav 27, koji govori o geometrijskom posmatraǌu koje dovodi do ekstremnih
vrijednosti funkcije. Ovaj zadatak mo¼e se raditi u I razredu gimnazije i
sredǌih struqnih xkola.

Primjer. Od svih pravougaonika jednakog obima na²i onaj koji ima najve²u
povrxinu.

Pomenuto rjexeǌe prilago±eno nastavi moglo bi da poprimi sǉede²u formu.
Neka je ¤ABCD jedan od posmatranih pravougaonika, a ¤GBEF kvadrat qiji
je obim jednak navedenom pravougaoniku (slika 4). Tada je AB+BC = GB+BE,
tj. AG + GB + BC = GB + BC + CE, odakle sǉedi AG = CE.

Sl. 4 Sl. 5

Kako je AD kra²a stranica pravougaonika ¤ABCD, ona je maǌa od je-
dne qetvrtine obima, tj. od stranice kvadrata, AD < FE. Poxto pravouga-
onici ¤AGHD i ¤HCEF imaju po jednu stranicu jednaku, AG = CE, to je
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zbog prethodne nejednakosti povrxina pravougaonika ¤AGHD maǌa od povrxi-
ne pravougaonika ¤HCEF , a to znaqi da je i povrxina pravougaonika ¤ABCD
maǌa od povrxine kvadrata ¤GBEF . Tako smo dokazali da je povrxina ma kojeg
pravougaonika maǌa od povrxine kvadrata jednakog obima.

Navedeni primjer mo¼emo raditi u II i kasnije u IV razredu u okviru qasova
uvje¼bavaǌa gradiva kod odre±ivaǌa ekstremnih vrijednosti funkcija. Oqito
da bismo isti zadatak mogli raditi u okviru nastavne jedinice ekstremne vri-
jednosti ,,Kvadratna funkcija“ u II razredu sredǌe xkole.

Obiǉe¼imo stranice promenǉivih pravougaonika konstantnog obima OABCD

= 2s sa x i s − x (slika 5). Obiǉe¼imo ǌegovu povrxinu PABCD = y. Lako je
uoqiti da je y = x(s−x), tj. y = −x2 +sx, gdje je s konstantan poluobim pravou-
gaonika promjenǉivih stranica x i s − x. Kvadratna funkcija y = −x2 + sx
ima ekstremnu vrijednost (maksimalnu povrxinu) u taqki x = s/2, kada je

y = −
(s

2

)2
+ s · s

2
=

(s

2

)2
. Oqigledno je da se ovdje radi o kvadratu stranice

x = s/2, tj. kvadratu qija je stranica jednaka jednoj qetvrtini datog konstantnog
obima.

Jasno da se ovaj zadatak mo¼emo rjexavati i primjenom izvoda na odre±i-
vaǌe ekstremuma funkcije.

Uz prethodno navedenu geometrijsku interpretaciju, kao i ova algebarsko-
analitiqka prikazivaǌa, dobija se lijep primjer kombinovanog poliformizma,
qijom primjenom nastava matematike postaje nestandardna, pa samim tim intere-
santnija, xto znaqajno doprinosi razbijaǌu formalizma u ǌoj.
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