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PRIMENA JEDNE LINEARNE TRANSFORMACIJE
KOD VELIKE FERMAOVE TEOREME

Neka je data jednaqina

(1) xn + yn = zn, n ∈ N.

Tvr±eǌe da jednaqina (1) nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva poznato je kao
velika Fermaova teorema. Dokaz tog tvr±eǌa publikovan je u leto 1995. godine
od strane engleskog matematiqara Endrua Vajlsa.

Transformacijom

(2) x = α + γ, y = β + γ, z = α + β + γ

data jednaqina postaje

(α + γ)n + (β + γ)n = (α + β + γ)n,
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Oznaqimo polinom n-tog stepena po promenǉivoj γ na levoj strani jednaqine (3)

sa Pn(γ) = γn −
n∑

k=2

(
n

k

)
akγn−k. On ima nekoliko zanimǉivih osobina. Prvo,

to je normiran polinom sa celobrojnim koeficijentima kod koga je koeficijent
uz γn−1 jednak 0. Drugo, lako se proverava i jednakost P ′n(γ) = nPn−1(γ). I
tre²e, ako je n prost broj, tada su svi ǌegovi koeficijenti iza γn deǉivi sa
nαβ.

Kako su jednaqine (1) i (3) ekvivalentne i s obzirom da je velika Fermaova
teorema dokazana, sledi da ni jednaqina (3) nema rexeǌa u skupu prirodnih
brojeva. Tvr±eǌe je mogu²e formulisati i na slede²i naqin.
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Posledica. Neka su p, q ∈ N i neka je ak =
k−1∑
l=1

(
k

l

)
αk−lβl. Tada poli-

nom Pn(x) = xn −
n∑

k=2

(
n

k

)
akxn−k nema celobrojnih nula.

Prvo rexeǌe Fermaovog problema za sluqaj n = 3 dao je Ojler 1774. godine.
Taj dokaz nije bio sasvim potpun, a nedostaci u ǌemu su otkloǌeni tek kada je
Lagran¼ objavio svoje radove iz kvadratnih binarnih formi. Za n = 5 dokaz
Fermaove velike teoreme su nezavisno izveli Le¼andr i Dirihle, a za n = 7
Lame. Najozbiǉniji prodor u dokazivaǌu opxteg sluqaja teoreme dao je Kumer
svojom teorijom ideala. Oqigledno je da je dovoǉno dokazati teoremu za sluqaj
kada je n prosto. Radovi koji su se nastavili na Kumerove ixli su u smeru
poboǉxavaǌa uslova koji va¼e za taj prost broj n u Fermaovoj jednaqini.

Dugogodixǌe istra¼ivaǌe problema dovelo je do toga da praktiqno mo¼emo
razlikovati dva osnovna sluqaja tretiraǌa problema. Takozvani prvi sluqaj
velike Fermaove teoreme va¼i uz uslov xyz 6≡ 0 (mod n), i takozvani drugi
sluqaj je za xyz ≡ 0 (mod n). Ovde ²emo pokazati kako se transformacijom
(2) za n = 3 prvi sluqaj mo¼e elementarno dokazati koriste²i Ajzenxtajnov
kriterijum.

Ajzenxtajnov kriterijum. Neka je data jednaqina

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x + an = 0,

sa koeficijentima iz skupa celih brojeva. Ako su svi koeficijenti a1, . . . ,
an−1 deǉivi prostim brojem p i koeficijent an deǉiv sa p, a nije sa p2,
tada data jednaqina nema celobrojnih rexeǌa.

Dakle, posmatrajmo jednaqinu

(4) x3 + y3 = z3

i neka va¼i xyz 6≡ 0 (mod 3) i x, y, z su uzajamno prosti. Transformacijom (2)
ona postaje

(5) γ3 − 6αβγ − 3αβ(α + β) = 0.

Iz te jednakosti sledi da je γ ≡ 0 (mod 3), no onda, kako je xy 6≡ 0 (mod 3),
zakǉuqujemo da je αβ 6≡ 0 (mod 3), a zbog z 6≡ 0 (mod 3) va¼i i α + β 6≡ 0
(mod 3). Sada α i β daju isti ostatak pri deǉeǌu sa 3. Dakle, α ≡ β ≡ ±1
(mod 3), tj. α = 3k± 1 i β = 3l± 1. Zamenom ovako zapisanih α i β u jednaqinu
(5) dobijamo jednaqinu

γ3 − 6(3k ± 1)(3l ± 1)γ − 3(3k ± 1)(3l ± 1)(3k + 3l ± 2) = 0

koja prema Ajzenxtajnovom kriterijumu nema celobrojnih rexeǌa, jer su dva
posledǌa koeficijenta deǉiva sa 3, a krajǌi nije sa 9.

Zanimǉivo je da se korix²eǌem polinoma Pn(γ) mogu dobiti neki kombina-
torni identiteti.
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Ako podelimo Pn(γ) sa Pn−1(γ), dobija se koliqnik γ i ostatak Rn(γ) =

−
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)
akγn−k. Tada je Pn(γ) = γ · Pn−1(γ) + Rn(γ). Vixestrukom pri-

menom posledǌe formule ima²emo na kraju
Pn(γ) = γn + R2γ

n−2 + R3γ
n−3 + · · ·+ Rn−1γ + Rn.

Izjednaqavaǌem razliqito zapisanih izraza za Pn(γ) imamo da je:
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Kao specijalan sluqaj dobija se i identitet(
n

k

)
=

n∑
i=k

(
i− 1
k − 1

)
.

Zanimǉivi identiteti se mogu dobiti izjednaqavaǌem polinoma Pn(γ) =

γn −
n∑

k=2

(
n

k

)
akγn−k i polinoma P(γ) = (α + β)n + (β + γ)n − (α + β + γ)n za

jednake vrednosti promenǉivih. Tako, na primer, za α = β = 1 i γ = −1 i n
neparno ima²emo

−1−
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k=2

(−1)n−k

(
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)
(2k − 2) = −1, tj.

n∑
k=2

(−1)n−k
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)
(2k−1 − 1) = 0.

U sluqaju parnosti broja n, za iste vrednosti promenǉivih dobija se jedna-

kost
n∑

k=2

(−1)n−k

(
n

k

)
(2k−1− 1) = 1. Uvrxtavaǌem raznih pogodnih vrednosti za

α, β, γ mogu se dobiti i drugi zanimǉivi brojevni identiteti.
Zadaci za ve�baǌe
1. Za sluqaj n = 4 primeniti transformaciju (2) na jednaqinu (1).
2. Izvrxiti deǉeǌe P5(γ) : P4(γ).
3. Bez korix²eǌa matematiqke indukcije dokazati identitet(

n

k

)
=

n−k+1∑
i=1

i

(
n− 1− i

k − 2

)
.

4. Primenom transformacije (2) dokazati da jednaqina (1) za n = 5 nema
celobrojnih rexeǌa koja su uzajamno prosta sa 5.
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