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JEDAN ZADATAK NA VIXE NAQINA

Rexavaǌe zadataka zauzima znaqajno mesto u matematiqkom obrazovaǌu. Po-
znato je da putevi koji vode ka rexavaǌu matematiqkog zadatka mogu biti raz-
liqiti. Treba, naravno, izabrati najekonomiqniji i najelegantniji postupak.

Za kǌi¼evno obrazovaǌe je, ka¼u, boǉe jednu kǌigu proqitati deset puta,
nego deset kǌiga po jedanput. Sliqno se mo¼e re²i i za matematiqke zadatke.
Boǉe je jedan isti zadatak rexiti na vixe naqina, nego vixe zadataka na jedan
naqin.

Ovde ²emo prikazati osam razliqitih naqina rexavaǌa slede²eg zadatka.
Zadatak. Odrediti jednaqine tangenata iz taqke M(1, 3) na krug

(k): x2 + y2 = 5.
1. naqin. Iz elementarne geometrije nam je poznat zadatak o tangentama

iz taqke M na krug k: 1) odredimo sredixte S1 du¼i SM ; 2) konstruixemo
krug k1(S1, SM/2); 3) k ∩ k1 = {D1, D2}; 4) MD1 ≡ t1 i MD2 ≡ t2 su tangente
(konstrukcija je data na slici 1).

Sl. 1 Sl. 2

Koriste²i konstrukciju sa opisanim koracima (1)–(4), odredi²emo na ana-
litiqki naqin tra¼ene jednaqine tangenata. Na²i ²emo jednaqinu kruga
k1(S1, SM/2). Odredimo koordinate sredixta S1(p1, q1) du¼i SM . Imamo

p1 =
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2
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1
2
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)
.

Odredimo jednaqinu kruga (k1): (x− p1)2 + (y− q1)2 = r2
1. Kako je |SM |2 = (0−

1)2+(0−3)2 = 10, r1 =
√

10/2, to krug k1 ima jednaqinu
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4

.
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Tra¼imo preseqne taqke krugova k i k1, odnosno rexavamo sistem jednaqina

x2 + y2 = 5 ∧
(
x − 1

2

)2
+

(
y − 3

2

)2
=

10
4

. Dobijamo x1 = −1, y1 = 2 i x2 = 2,
y2 = 1.

Dakle, D1(−1, 2) i D2(2, 1) su preseqne (dodirne) taqke. Kako tangenta t1

sadr¼i taqke M i D1, ǌena jednaqina je
y − 3
2− 3

=
x− 1
−1− 1

, odnosno (t1): x− 2y +

5 = 0. Sliqno se dobija jednaqina tangente (t2): 2x + y − 5 = 0.
2. naqin. Neka je tra¼ena tangenta (t): y = kx + n. Uslov da prava

y = kx + n bude tangenta kruga x2 + y2 = r2 je (1) r2(1 + k2) = n2. Tangenta
treba da sadr¼i taqku M . ǋene koordinate moraju da zadovoǉavaju jednaqinu
svake tangente y = kx + n. Mora, dakle, biti 3 = k + n. Uz to mora biti
zadovoǉena i uslovna jednaqina (1): 5(1 + k2) = n2.

Te dve jednaqine qine sistem sa nepoznatim k i n. Eliminacijom n dobijamo
2k2 + 3k − 2 = 0, tj. k1 = −2, k2 = 1/2, a zatim i n1 = 5 i n2 = 5/2. Jednaqine
tangenata su, dakle, y = −2x + 5 i y = 1

2x + 5
2 , odnosno u implicitnom obliku

(t1): 2x + y − 5 = 0, (t2): x − 2y + 5 = 0. Kako je −2 · 1
2 = −1, te tangente su

me±usobno normalne (sl. 2).

3. naqin. Za centralni krug x2 + y2 = r2 jednaqina tangente u taqki
dodira D0(x0, y0) glasi xx0 + yy0 = r2. U datom zadatku, (t): xx0 + yy0 = 5 (2).
Koristimo dva uslova:

1) Tangenta sadr¼i taqku M(1, 3), pa je x0 + 3y0 = 5 (3).

2) Dodirna taqka D0 je na krugu, pa je x2
0 + y2

0 = 5 (4).

Rexavaǌem sistema jednaqina (3) i (4), dobijamo posle sre±ivaǌa kvadratnu
jednaqinu y2

0 − 3y0 + 2 = 0 qija su rexeǌa (y0)1 = 2, (y0)2 = 1 i odgovaraju²e
vrednosti za x0 su (x0)1 = −1, (x0)2 = 2. Dodirne taqke su, dakle, D1(−1, 2)
i D2(2, 1). Zameǌuju²i ove vrednosti u (2), dobijamo jednaqine tangenata (t1):
x− 2y + 5 = 0, (t2): 2x + y − 5 = 0.

4. naqin. Neka je prava y = kx+n tra¼ena tangenta. Kako ona sadr¼i taqku
M(1, 3), mora biti 3 = k+n. Implicitni oblik jednaqine prave je kx−y+n = 0.
Koristimo da je rastojaǌe raqke O(0, 0) od prave kx− y + n = 0

√
5 =

|k · 0− 0 + n|√
k2 + 1

.

Posle sre±ivaǌa, zameǌuju²i n = 3 − k, dobija se kvadratna jednaqina 2k2 +
3k − 2 = 0. Daǉe se postupa kao u drugom rexeǌu.

5. naqin. Zadatak rexavamo pomo²u polare. Polara je prava koja spaja
dodirne taqke tangenata povuqenih iz taqke van kruga na krug. Jednaqina polare
iz taqke M(x′, y′) na krug x2 + y2 = r2 je (p): x′x+ y′y = r2. Vidimo da se jedna-
qina polare formira na isti naqin kao i jednaqina tangente u datoj taqki kruga
– samo xto umesto koordinata dodirnih taqaka stoje koordinate pola M(x′, y′).

Dakle, jednaqina polare iz taqke M(1, 3) na krug x2 + y2 = 5 je (p): x +
3y − 5 = 0. Rexavaǌem sistema koji qine jednaqina polare i jednaqina kruga
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dobijamo koordinate dodirnih taqaka tangenata D1(−1, 2) i D2(2, 1). Tangente
t1 i t2 su prave MD1 i MD2, pa se ǌihove jednaqine lako nalaze (videti prvo
rexeǌe).

6. naqin. Zadatak rexavamo primenom skalarnog proizvoda, koriste²i svoj-
stvo ~a ·~b = 0 ⇐⇒ ~a ⊥ ~b.

Neka je D0(x0, y0) dodirna taqka tangente i kruga x2 + y2 = 5. Kako je
dodirna taqka D0 na krugu, to je x2

0 + y2
0 = 5. Mora da va¼i

−−→
SD0 ⊥ −−−→

MD0,
tj.

−−→
SD0 · −−−→MD0 = 0 (5) (S(0, 0) je centar kruga, v. sliku 1). Kako je

−−→
SD0 =

(x0 − 0, y0 − 0) = (x0, y0) i
−−−→
MD0 = (x0 − 1, y0 − 3), to zamenom u (5) dobijamo

uslov
0 = x0(x0 − 1) + y0(y0 − 3) = x2

0 − x0 + y2
0 − 3y0,

koji se, zbog x2
0 +y2

0 = 5, svodi na x0+3y0 = 5. Iz sistema jednaqina x2
0 +y2

0 = 5,
x0 + 3y0 = 5 se lako dobijaju koordinate dveju dodirnih taqaka D1(−1, 2) i
D2(2, 1).

7. naqin. Sve prave koje sadr¼e taqku M(1, 3) su oblika y−3 = k(x−1), tj.
y = kx−k+3. Zamenom u jednaqinu kruga x2+y2 = 5 dobijamo x2+(kx−k+3)2 =
5. Sre±ivaǌem se dobija kvadratna jednaqina po x,

(6) (1 + k2)x2 + 2k(3− k)x + k2 − 6k + 4 = 0.

Prava ²e dodirivati krug ako i samo ako jednaqina (6) ima dvostruko rexeǌe, tj.
ako je ǌena diskriminanta jednaka nuli, dakle, (k(3−k))2−(1+k2)(k2−6k+4) =
0. Sre±ivaǌem se dobija jednaqina 2k2 + 3k − 2 = 0, qija su rexeǌa k1 = −2 i
k1 = 1

2 . Daǉe se postupa kao u drugom rexeǌu.

8. naqin. Prava l kroz centar S ima jednaqinu (l): y = k′x (sl. 3). Ka-
ko ona sadr¼i dodirnu taqku D0(x0, y0), to je y0 = k′x0. Tangenta t sadr¼i

taqku M(1, 3), pa je ǌena jednaqina y − 3 =
k(x− 1) (7).

Prave l i t su me±usobno normalne, pa je
k′ = −1/k. Iz k′ =

y0

x0
onda sledi k = −x0

y0
.

Jednaqina (7) postaje y0 − 3 = −x0

y0
(x0 − 1).

Sre±ivaǌem i korix²eǌem da je x2
0 + y2

0 =
5 (dodirna taqka D0 je na krugu), dobijamo
x0 + 3y0 = 5.

Sl. 3

Daǉe se, na primer kao u tre²em rexeǌu, dobijaju dodirne taqke D1(−1, 2)

i D2(2, 1), a ovde i koeficijenti k1 = −x0

y0
=

1
2

i k2 = −2
1

= −2. Zameǌuju²i u

(7) dobijaju se jednaqine tangenata.
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