SAIOAIIN N3 MATEMATUKE

Ip ledrer Apcaanaruh

JEIHA AJITEBAPCKA HEJEITHAKOCT
M IbEHE IIOCJBEIWUIIE

Hejemnakocr usmely apurmernure u reomerpujcke cpenune (AI'-Hejennakocr) 3a
[IBa TMO3UTUBHA OPOja X U Y, KOja Tiacu

Tty
(1) 5 = VY, @y >0,
mo0po je mosHara MHOrMM yueHunuMma. OHEU Cy je 4eCTO KOPUCTWIIU MPU JOKA3UBAMLY
IPYTUX TEXUX HEjeTHAKOCTH. PemuMmo u TO jom xa Bpujemu jeamaxkoct y (1) ako u
caMo aKo je T = y.

Y oBom wianky hieMo pasmarpaTy jeiHy MOC/beIUIy OBe HejeIHAKOCTH,
u v
(2) -+ =22, u,v > 0.
v

Bpujemn jemnaroct y (2) camo y cayuajy u = v. Canma hieMo moka3atu Kako ce Heje-
IHAKOCT (2), Mala HAU3TIIe BEOMa IPOCTa, MOKE eQUKACHO KOPUCTUTH 33 TOKASUBAE
MHOTO Texux HejemHakocTu. OBO NeMO IeMOHCTPUPATH HA HEKOJIWKO WHTEPECAHTHUX
mpuMjepa.

IIpvMJEP 1. Ilokazatu ma Bpujean HejeIHAKOCT
(3) a+b+c>=2(Vab+ Vbe — Vab),
raje cy a,b,c > 0.

Joxas. IlaTy HejeIHAKOCT HAAIIMMO Y 00amky a—+b—+c+2vab > 24/c(y/a+ \/l;),

OOHOCHO
(Va+vb)? +c L Yatvb Ve
Vavarvh S0 T T

b
mTO je TAYHO Ha OCHOBY HejemHakoctw (2) ysumajyhu ma je u = \/EL\_;\[
c
L. Ilagrae, mejemaaroct (3) je rauna. Bpujemu y w0] jeqHAKOCT ako je u = v,
Va+ Vb
Tj. va+ Vb = \/e.

IIPuMJIEP 2. Iloka3aTu na BpUjequ HejeIHAKOCT
(4) a® + b+ vVa+ Vab(aVb — 4v/a),

ako jea = 0,b > 0.

) v =
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Jloxas. IlaTy HejemHAKOCT HAIMIIUMO y OOJIUKY
(5) a® + b+ a+ abya — 4aVb > 0.

Axo je a = 0 mmm b = 0, Tana je Hejenmakoct (5), OQHOCHO H0] €KBUBAJIEHTHA Heje-
muaxoct (4) ounrmemro Tauna. Axo je a # 0 u b# 0, 1j. av/b > 0, To mjenehin o6je
crpane HejenHaxkoctu (5) ca a/b, noBUjaMO H0j CKBUBAIEHTHY HEjeIHAKOCT

Vb

1
— 4+ —+Vab—42>0,
a vab

a
Vb
+ Vab > 4, a oBa Hejenmakoct je tauna 36or (2) jep je cana

a \/l; 1
— 4+ —22 u —+Vab>=2.
Vb a vab

Iaxue, mejenmaroct (5) je Tauna ma je TauHA U HOj EKBUBAJIEHTHA NATa HEjeIHAKOCT
(4). Jemmaroct y (4) Bpujemu camo y caydajy kama je a = Vb u vab = 1, 1j.
a=b=1.
IIpuMJIEP 3. IlokazaTu HejeIHAKOCT
222 +1
Va2 +1

b
Tj. \a[Jr\a[ﬂL

S
2~
S

>1 3acse z€R.

(6)

Jloxas. Vimamo
222 +1 1 422+1+1 1 1
<f+:.x-%+:<4ﬂ+1+>
Vaz? +1 2 42?241 2 472 +1

1 1
Canma mara HejeHAKOCT MOCTAje — (\/4952 + 1+ ) > 1, omHOCHO
) 13 Vix? +1
1
(7) 422 + 14+ ——— > 2.

422 +1
Hejemnakocr (7) je Tauna, ona cuaujeau u3 Hejenmakoctu (2) crasipajyhu na je u =
V4r2 +1, v = 1. JemmarocT Bpujemm caMo y ciyuajy kama je v4r2 4+ 1 = 1, 1j.
z =0.
ITpuMJIEP 4. Iloka3aTu na BpUjequ HejeIHAKOCT

a b c¢_a+b b+c
®) s et e e aro
rojecy a > 0,0 >0, ¢c> 0.

+ 1.

Joxas. Hakon muokema nate mejemmaxoctu (8) ca (a + b)(b+ ¢) > 0, nobujamo
0] €KBUBAJICHTHY HejeTHAKOCT

ala + bg(b +¢) +b(a + bZ(b +¢) +c(a + bi(b +¢)

> (a+b)*+(b+c)*+(a+b)(b+c),

OHOCHO, HOcauje cpebhuBama,

) %+b2(a+b)+bc(b+0)

> 2b% + 2bc + ab.
C a
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Jlujesy crpany HejemnarocTu (9) MOKEMO HAIMCATH y OOJIMKY

1 @4—@ _;’_1 ﬁ-l—@ _A'_l 64_@ +b2(E+g)
2 b c 2 b a 2\ c a a ¢/’

u 3aT0 360r (1) u (2):

2

a’c (a+b)+bc(b+c)> @.f_i_ @.bc2

b2
T—i_ c a - b c b a c

bte 9 4 bie 9
:ab+(\/ac3—|— 7)—&—21) >ab+2 ac3-7—|—2b
= ab + 2bc + 2b2,

1j. Hejemmakoct (9) je TauHa ma je TAUHA U HOj EKBUBAJEHTHA NaTa HejemHakoct (8).
Bpujenu jemmaroct camo y cayuajy ¢ = b = c.

3 2
gib+2b2
a

IpuMJIEP 5. Oapematu Tpomudpen 6poj abe (a # 0, b # 0, ¢ # 0) 3a Kora Baxu
a+b+c=9wu 9>+ 9%+ 9c% — 6abe < a® + b% + 3.

Pjeweme. IlaTy HejeanakocT MoxkeMmo Hamicaty y obmuky a2(9 —a) +b%(9 —b) +
c2(9 — ¢) < 6abe, omrocHo 3601 a + b+ c=9:

a’(b+c) + b*(c+ a) + *(a + b) < 6abe.

Hakon mujemsema ropme Hejemraroctu ca abe > 0, nobujamo:

a b a ¢ b ¢
—+-+-+-+-+-<6.
b a ¢ a ¢ b
. . . . a b a ¢ b c
Kaxko npumjenom nejennakoctu (2) nobujamo na Bpujenu 3 +—t+—F+—+-+ 5 > 6,
a ¢ a c
CAWjemu [a BPUjeau CaMO jeTHAKOCT
a b a ¢ b c
-+ -+-—+-+;=6,
b a ¢ a ¢ b

u To y cayuajy kaga je a = b = ¢. Tama je a+ b+ ¢ = 3a ( = 3b = 3¢), ogHocHO
a=0b=c=23. Jlakne, y muramy je 6poj abc = 333.

ITpMJEP 6. Axo cy a,b,c myxkuHe CTpaHUIA TPOYTJa, NOKA3ATU 14 BPUjemn
HEjeTHAKOCT

(10) a*(b+c)+b%*(c+a)+cE(a+b)>48(s —a)(s—b)(s—c),
raje je s = £(a + b+ ¢) nomyoGum Tpoyria.

Hoxkas. 360r s = (a+ b+ c) nara nejennaroct (10) je exkBUBaJeHTHA HejemHA-
KOCTH

(11) a*(b+c)+b*(c+a)+c*la+b)=>6(b+c—a)cta—b)(at+b—rc).
Ilorazahiemo cama ma BpuUjeau HEjeTHAKOCT

(12) abc 2 (b+c—a)(c+a—>b)(a+b—rc).

[lomro je y rpoyray b+c—a >0,c+a—b >0, a+b—c > 0, T0O ©MamMO, HA OCHOBY

(b—&—c—a)—;—(c—i—a—b) > /(b+c—a)(c+a—b), omocro

(13) c=2\/(b+c—a)cta—Db).

mejemnaroctu (1),
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Amnasorso nobujaMo u OBe HejeTHAKOCTH:
(14) a>(c+ta—bla+b—c) u b=/ (b+c—a)la+b—c).

Ounrnenno HakoH MHOkema Hejemaxoctu (13) m (14) nmobujamo mejenmaroct (12).
Cana hemo nokasaru na Bpujeny HejeIHAKOCT

(15) a’(b+c) + b*(c + a) + *(a + b) > 6abe,
KOja je mocauje mujemema ca abc > () eKBUBAJIEHTHA HEjeTHAKOCTH
a b b ¢ ¢ a
-+-+-+-+-+-26.
b a ¢ b a c

a 0Ba HEjeJHAKOCT je OuYMIJIeqHO TauHa Ha ocHOBY (2). Cana HA OCHOBY HejeIHAKOCTHU
(15) m (12) mobujamo mejemmaroct (11), ommocno mary mejemmaxoct (10). Bpujemn
jemnaroct y (10) ako u camo ako je a = b = ¢, Tj. Kaaa je y TUTaby jeIHAKOCTPAHUYHY
TPOYTao.

IIpvMJEP 7. [loka3atu na Bpujeau HejeITHAKOCT

a n b n c S 3
b+c c+a a+b” 2
Jloxas. Y nureparypu je HATO MHOTO PA3HUX JOKA3a OBe HEjeIHAKOCTU Koja je
nosnata kao Hecoumosa nejednaxocm. Mu hemo natu jom jenam meH nokas y kKome
hiemo kopuctutu Hejennakocr (2). Haumme, kopucruhiemo mejenmaroct (2) y obmuky:
c+a b+c>2’ a+b c—i—a>2 b+c+a—|—b>2-
b+c cHa

(16) (a,b,c>0).

c+a  a+b” 7 a+b b+e”
Haxon cabupama 0OBUX HejeIHAKOCTH, TOOUjaMo:
c+a b4+c a+b c+a b+c a+d
b+c c¢c+a c+a a+b a+b b+c
20+b+c 2b+c+a  2c+a+b

> 6,

Tj. > 6, OOHOCHO

b+c c+a a+b
a b c
2 1+1+1>6
(b—i—c+c—|—a+a—i—b)+ ti+i=0
+ b n c >3 . 5 Bou )
a OIaBJe > — mTo je u Tpebaio noKa3aTH. BpHjenu jeaHAKOCT
AABAE e c+a a+b” 2 ] P A PHJCAL Jek

y (16) axo u camo ako je a = b = c.

ITpuMJIEP 8. Ilokazatu na 3a tpoyrao ABC Bpujemu HejemHakocT

2 2 2
a b c RS .2 B .27

17 — 4+ — 4+ —>4(sin® = +sin* = 4+sin® 2 ).
(17) bc+ca+ab/ < 2+ 2+ 2

Jloxas. VI3 kocurycHe TeopeMe npuMjemene Ha Tpoyrao ABC mmamo a? = b% +

a b ¢
c? — 2bc cos o, OTHOCHO 2 €OS o + s + 3 & OHaBe Ha OCHOBY uejemnakoctu (2),
c ¢

!
—>2(1- = 4sin® .
b (1 —cosa) sin”
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. . b? ) c? .
Awnanorno nqobujamo 1 HejeIHAKOCTUH — > 4 sin? g u — > 4sin® % Haxkon cabupama
ca

ab

nocibeihe TPY HejeHaKoCTH, nobujaMo nary Hejemuakoct (17). Bpujemu jenmakoct y
(17) ako u camo ako je a = b = ¢, Tj. Kama je y TUTamy jeTHAKOCTPAHWMYHU TPOYTAo.

IIPuMJEP 9. Ako cy «, [ u vy yayTpamsmu yriaosu tpoyria ABC, nokasatu na
BpUjeau HEjeTHAKOCT

(18)
Vsina n Vsin 8 n V/sin~y >3
VSN B+ Siny — Vsina sy + Vsina — /sinB Vsina + /s g — sy

Loxas. Osmaummo ca a, b, ¢ myskune cTpanuna Aaror Tpoyriaa. M3 a < b+ c nako
ce m3Bomm 12 je \/a < Vb4 \/c, jep mmanmo:

a<b+c<:>ﬁ<\/m<\/m: (Vb+e)2 =Vb+ /e
Cana je
$:\/Sinﬂ+\/sin7—\/sina:\/g-s-\/;—ﬂﬁ%

Vb+ Ve —Va) >0,

1
= 3R

Tj. /sin§ + /siny — vsina > 0, Te aHaJIOrHO:
y:\/sin'y+\/sinoz—\/sinﬁ>0 u z:\/sinoz+\/sinﬁ—\/sin7>0.

ITpm Tome je Vsina = yQﬁ, sin § = HTI, V/siny = z ; y’ Ia je JIujeBa CTpaHa
uejemnarkoctu (17) koja ce mokasyje:

+z z4+z x4+ 1 /x z z x
A Y (D Y Y 2 2T
2z 2y 2z 2\y = =z y x =z

mro je elie ox 3 -6 = 3 Ha ocHOBY mejeanaxoctn (2). Osmu je Hejemmaroct (18)
nokazama. Jemmakoct Bpujemu y (18) ako m camo ako je sina = sin 8 = sin~y, Tj.
a = b = ¢ (jeIHAROCTPAHUYHU TPOYTAO).

Ha kpajy hiemo nartu um jemo moGossmame HejenHakoctu (2) kKoje cMo 00uIaTo
KOpUCTUIM Vv 0BOM pany. Hawmme, moxkazahemo ma Bpujemu HejeTHAKOCT

1 1

(19) a”+>2+n2(a+2),
a” a

ako jen € Nua > 0.

Joxas. Kopucruliemo nejennakocru (AT') usmely apurmeruuke u reomerpujcke
cpemuHe 7N MO3UTUBHUX OpOjeBa X1, Lo, ... , Ly, ¥ OOIUKY

(20) T1+To+ 4Ty =n YT To ... Tn.
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Cana umamo Ha ocroBy (20):
(an _ 1)2 _ (a _ 1)2(an—1 + an—2 Lo da+ 1)2

> (a—1)2%(n Var—1.an=2. ... .qa-1)?

2

. 2 nl n(n—1)
=(a— 1)2 (n \/a("*1)+(”*2)+"'+1+0) = n2(a - 1)2 a 2

_ n2an71(a o 1)27
omrocHo a?" —2a™ +1 > n?a""1(a? — 2a + 1), a omapne makon mujemema ca a” > 0,
1 1
a"+ — > 2+n? (a+2),
a™ a

mTo je u Tpebaso nokazaru. JemHakocT Bpujenu 3a a = 1.

Hanomena. Y3sumajyhu na je a = {/t, t > 0, nobujamo u3 (19):
1 1
21 t+>2+n2<%+—2)>27
(21) t =

1
Vi

jep je 36or (2): Vt+

koctu (2).

> 2. Hejemnakocr (19) npeacrasiba nobosbmame HejeaHa-
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