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AKSIOMATSKO ZASNIVAǋE
TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Trigonometrijske funkcije se obiqno izuqavaju na osnovu geometrijskih de-
finicija. Iako su one transcendentne, tj. ne mogu se zadati formulom sa konaqno
mnogo algebarskih operacija, ove funkcije se mogu definisati i qisto analitiq-
kim putem, nezavisno od geometrije. Takva je, na primer, definicija trigono-
metrijskih funkcija pomo²u stepenih redova (,,Vajerxtrasovski pristup“) koja
predstavǉa osnovu savremene analitiqke teorije ovih funkcija.

Jedan od negeometrijskih naqina zasnivaǌa trigonometrijskih funkcija je
slede²a aksiomatska definicija. Na osnovu ǌe tako±e mo¼emo izvesti dobro
poznata svojstva ovih funkcija.

Definicija. Trigonometrijskim kosinusom i sinusom nazivamo funkcije
za koje va¼e slede²i uslovi:

(I) definisane su za sve realne vrednosti argumenta;

(II) zadovoǉavaju funkcionalnu jednakost

cos(x− y) = cos x cos y + sin x sin y

za sve vrednosti x i y;

(III) pozitivne su u intervalu 0 < x < p, gde je p neki pozitivan broj, tj.

cos x > 0 i sin x > 0 za 0 < x < p;

(IV) u graniqnim taqkama intervala (0, p) je cos 0 = sin p = 1.
Navedena definicija ne daje odgovor na pitaǌe da li postoje funkcije cos x i

sin x koje zadovoǉavaju navedene uslove, kao ni da li su one jedinstveno odre±ene.
Jedinstvenost ²e biti kasnije dokazana, a sada direktno iz definicije mo¼emo
izvesti osnovna svojstva funkcija cos x i sin x.

Osobine funkcija sin x i cos x

1. U graniqnim taqkama intervala (0, p) va¼e jednakosti sin 0 = cos p = 0.

Dokaz. Zameǌuju²i u uslovu (II) x = y = 0 dobijamo cos 0 = cos2 0+sin2 0, a
odavde na osnovu uslova (IV) imamo da je 1 = 1+sin2 0, tj. sin 0 = 0. Za x = y = p
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uslov (II) postaje cos 0 = cos2 p + sin2 p, pa iz (IV) dobijamo 1 = cos2 p + 1 i
cos p = 0.

2. Za funkcije cos x i sin x va¼i osnovni identitet

cos2 x + sin2 x = 1.

Dokaz. Ako u uslov (II) zamenimo x = y, dobi²emo da je cos 0 = cos2 x+sin2 x.
Primenom uslova (IV) imamo 1 = cos2 x + sin2 x.

Iz ovog neposredno zakǉuqujemo i da je

| cos x| 6 1 i | sin x| 6 1.

3. Va¼e jednakosti cos(p− x) = sin x i sin(p− x) = cos x.

Dokaz. Ako u osnovnom uslovu (II) zamenimo x sa p i y sa x, dobi²emo

cos(p− x) = cos p cosx + sin p sin x.

Ako zatim zamenimo x sa p − y, uz uslov (IV) i dokazano svojstvo cos p = 0
dobi²emo da je cos y = sin(p− y). Sliqno se dobija prva jednakost.

4. Za funkciju sinus va¼i

sin(x + y) = sin x cos y + sin y cos x.

Dokaz. Korix²eǌem dokazanog svojstva 3 imamo

sin(x + y) = cos[p− (x + y)] = cos[(p− x)− y]

= cos(p− x) cos y + sin(p− x) sin y = sin x cos y + cos x sin y.

5. Funkcija cosx je parna, a sin x neparna.

Dokaz. Ako u uslov (II) stavimo x = 0, dobi²emo

cos(−y) = cos 0 cos y + sin 0 sin y = cos y,

xto znaqi da je kosinus parna funkcija. Doka¼imo da je sinus neparna funkcija.
Ako u dokazano svojstvo 4 stavimo y = −x, dobijamo

sin(x− x) = sin x cos(−x) + sin(−x) cos x = sin x cos x + sin(−x) cos x,

sin 0 = cos x[sin x + sin(−x)].

Sada razlikujemo dva sluqaja:

1) cos x 6= 0. Tada je sin x + sin(−x) = 0, tj. sin(−x) = − sin x.

2) cosx = 0. Neka je y iz intervala (0, p). Kako je prema uslovu (III)
definicije cos y > 0, tada je kao u sluqaju 1) sin(−y) = − sin y i primenom
pretpostavke 2) je sin2 x = 1, sinx = ±1 i

cos(x + y) = cos(x− (−y)) = cos x cos(−y) + sin x sin(−y) = ± sin(−y) 6= 0.
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U tom sluqaju je

sin(x + y) = − sin(−x− y),

sin x cos y + sin y cosx = − sin(−x) cos(−y)− sin(−y) cos(−x),

sin x cos y = − sin(−x) cos y,

sinx = − sin(−x),

a to je i trebalo dokazati.

6. Iz uslova definicije (I)–(IV) i izvedenih svojstava 1–5 funkcija cosx i
sin x zakǉuqujemo da va¼e slede²e qetiri formule:

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y,

cos(x− y) = cos x cos y + sin x sin y,

sin(x + y) = sin x cos y + sin y cosx,

sin(x− y) = sin x cos y − sin y cosx.

Na osnovu ovih formula izvode se na uobiqajeni naqin formule za kosinus
i sinus dvostrukog argumenta i polovine argumenta, kao i za transformacije
proizvoda u zbir i obratno.

Tako±e se mo¼e pokazati da su funkcije kosinus i sinus periodiqne sa pe-
riodom 4p. Dokaz se izvodi korix²eǌem formula za kosinus i sinus zbira, pa
je tako:

cos(x + p) = − sin x, sin(x + p) = cos x,

cos(x + 2p) = − cosx, sin(x + 2p) = − sin x,

cos(x + 3p) = sin x, sin(x + 3p) = − cos x,

cos(x + 4p) = cos x, sin(x + 4p) = sin x.

7. Funkcije kosinus i sinus su neprekidne na intervalu (−∞, +∞).

Doka¼imo najpre slede²u lemu.
Lema. Funkcija cos x je neprekidna u taqki x = 0.
Dokaz. Kako je cos 0 = 1, treba da doka¼emo da je lim

x→0
cosx = 1.

Poxto je u intervalu (0, p) funcija cosx pozitivna, opadaju²a (lako se do-
kazuje) i ograniqena, to postoji ǌen desni limes u taqki x = 0. Na osnovu
parnosti te funkcije sledi da postoji i levi limes u toj taqki i da su ta dva
limesa jednaki. Dakle, postoji lim

x→0
cos x, oznaqimo ga sa l.

Kako funkcija cosx u intervalu (0, p) opada i va¼i cosx > 0, to je l > 0.
Na osnovu jednakosti cos 2x = 2 cos2 x− 1 ima²emo

lim
x→0

cos 2x = 2 lim
x→0

cos2 x− 1, odakle je l = 2l2 − 1.

Posledǌa kvadratna jednaqina ima jedno nenegativno rexeǌe l = 1, pa je zato
l = lim

x→0
cos x = 1.
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Posledica. Funkcija sin x je neprekidna u taqki x = 0.
Dokaz. Sledi iz osnovnog identiteta cos2 x + sin2 x = 1 i jednakosti

sin 0 = 0.

Teorema. Funkcije cos x i sin x su neprekidne u svakoj taqki x ∈ R.

Dokaz. Treba dokazati da je

lim
h→0

cos(x + h) = cos x i lim
h→0

sin(x + h) = sin x.

Iz cos(x + h) = cos x cos h− sin x sin h sledi da je

lim
h→0

cos(x + h) = cosx lim
h→0

cos h− sin x lim
h→0

sin h

= cos x · 1− sin x · 0 (na osnovu leme)

= cos x.

Analogno se dokazuje druga jednakost.

Trigonometrijske funkcije tangens i kotangens definixu se formulama

tg x =
sin x

cosx
, ctg x =

cos x

sinx
.

ǋihova svojstva se zato izvode na osnovu definisanih i izvedenih svojstava
funkcija cosx i sin x.

Teorema (o jedinstvenosti). Za dato p ne mogu postojati dva para funk-
cija cos x i sin x koje zadovoavaju uslove (I)–(IV).

Dokaz. Treba dokazati da (za dato p > 0), ukoliko postoje dva para funkcija
cos x i sin x, odnosno cos1 x i sin1 x koje zadovoǉavaju uslove (I)–(IV), onda mora
da va¼i

cos x ≡ cos1 x i sin x ≡ sin1 x za sve x ∈ R.

1) Posmatrajmo niz vrednosti argumenta

p,
p

2
,

p

22
,

p

23
, . . . ,

p

2n
, . . .

i doka¼imo da za te vrednosti argumenta va¼i jednakost cos x = cos1 x.

Na osnovu uslova (IV) imamo da je cos p = 0 i cos1 p = 0. Primenom formule
za polovinu argumenta

cos
x

2
=

√
1 + cos x

2
(0 < x < p)

dobi²emo da je cos
p

2
= cos1

p

2
=
√

2
2

, cos
p

22
= cos1

p

22
=

√
2 +

√
2

2
i u opxtem

sluqaju
cos

p

2n
= cos1

p

2n
=

sn

2
,

gde je sn =
√

2 +
√

2 + · · ·+√
2, xto se dokazuje matematiqkom indukcijom.
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Na sliqan naqin se dokazuje da je

sin
p

2n
= sin1

p

2n
=
√

2− sn−1

2
.

2) Neka je m ∈ Z a n ∈ N. Doka¼imo da su u taqkama
m

2n
p vrednosti

funkcija cosx i cos1 x, odnosno sin x i sin1 x, jednake. Dokaz ²emo izvrxiti
matematiqkom indukcijom.

Za m = 1 dokazano je u sluqaju 1) da je

cos
p

2n
= cos1

p

2n
i sin

p

2n
= sin1

p

2n
.

Pretpostavimo da su funkcije jednake za neko m i doka¼imo to i za m + 1.

cos
m + 1

2n
p = cos

( m

2n
p +

p

2n

)
= cos

m

2n
p cos

p

2n
− sin

m

2n
p sin

p

2n

= cos1
m

2n
p cos1

p

2n
− sin1

m

2n
p sin1

p

2n
= cos1

m + 1
2n

p.

Sliqno se dokazuje za funkcije sin x i sin1 x. Na osnovu principa matematiqke
indukcije zakǉuqujemo da tvr±eǌa va¼e za proizvoǉan prirodan broj m.

Za m = 0 imamo
cos

m

2n
p = cos1

m

2n
p = 1, sin

m

2n
p = sin1

m

2n
p = 0.

Neka je m < 0 (m ∈ Z). Tada na osnovu parnosti kosinusa va¼i

cos
m

2n
p = cos

−m

2n
p = cos1

−m

2n
p = cos1

m

2n
p.

Sliqno se dobija za sinus, na osnovu ǌegove neparnosti.
3) Neka je x proizvoǉan realan broj. Dovoǉno je dokazati da je cosx = cos1 x

i sinx = sin1 x za sluqaj x > 0. Predstavimo odnos
x

p
u binarnom zapisu,

x

p
= p0 +

p1

2
+

p2

22
+ · · ·+ pn

2n
+ · · · odnosno x = p0p +

p1

2
p + · · ·+ pn

2n
p + · · · ,

gde je p0 ceo broj, a p1, p2, . . . , pn, . . . su takvi da je pk = 0 ili je pk = 1. Ako je
zapis konaqan, na primer, pn 6= 0 i pn+1 = pn+2 = · · · = 0, onda je broj x oblika
m

2n
p, pa je za ǌega tvr±eǌe dokazano u sluqaju 2).

Pretpostavimo da je zapis beskonaqan. Neka je xn = p0p + · · · +
pn

2n
p i

lim
n→∞

xn = x. Na osnovu neprekidnosti razmatranih funkcija (svojstvo 7) sledi

cos x = lim
n→∞

cos xn i cos1 x = lim
n→∞

cos1 xn. No kako je cos xn = cos1 xn, to je

cosx = lim
n→∞

cos xn = lim
n→∞

cos1 xn = cos1 x.

Za funkcije sin x i sin1 x tvr±eǌe se dokazuje na sliqan naqin.
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