HACTABA MATEMATUWRE Y CPEOIHLOJ IITKOJIN

NBarna Muaunhesuh

AKCNMOMATCEKO 3ACHMUBAILGE
TPUTOHOMETPUJCENX $YHKIINJA

Tpuronomerpujcke QyHEDUje ce OOMYHO U3yUaBajy Ha OCHOBY I'€OMETPHjCKUX Je-
¢urnija. Mako cy oHe TpaHCUEHIEHTHE, Tj. HE MOTY Ce 3a4aT! (pOPMYJIOM Ca KOHAYHO
MHOTO aJre0apCcKux onepanyrja, oBe (YHKIUje ce MOT'y Te(pUHUCATY U YUCTO aHAJIUTUY-
KUM IIyTeM, He3aBUCHO OX reomerpuje. TakBa je, Ha IpuMep, Ae(QUHUINMI]a TPUTOHO-
MeTpujckux ¢yHEIUja nomoly cremenux penosa (,,Bajepmrpacoscku npuctyn“) Koja
IPEACTaB/bA OCHOBY CaBDEMEHE aHAJIUTUYKE TeOPUje OBUX (DYHKIU)A.

JemaH on HEreOMeTPUjCKUX HAUWHA 3aCHABAKa TPUTOHOMETDPUjCKUX (YHEIUja je
caeneha akcumomarcka nedpurunuja. Ha ocHOBY me Takobhe MoskeMO m3BecTu T0OPO
II03HATA CBOjCTBA OBUX (YHKIW]A.

JESVHUINIA. TpUroHOMETPUjCKUM KOCUHYCOM U CUHYCOM HA3MBaMO (YHKIIZ]je
3a Koje Baxke cueneliu ycioBu:
(I) medumucame cy 3a CBe peajHe BPEIHOCTA apryMEHTa;
(IT) 3amoBOMaBa]y (DYHKIMOHAIHY j€IHAKOCT
cos(x — y) = cosxcosy + sinxsiny
3a CB€ BPEIHOCTH & U Y;

(ITI) mosuruBHe cy y unrepBany 0 < x < p, e je p HeKM HO3UTUBAH 6POj, Tj.

cosz >0 m sinz>0 3a0<x<p;

(IV) y rpannunnM raukama unrepsaia (0,p) je cos0 =sinp = 1.

Hasenerna nedurnnuja He naje 0AroBOp HA MUTAHE O JIU MOCTOje PYHKIUjE COS T U
sin x koje 3aI0BOJbaBAjy HABEIEHE YCIOBE, KAO HU Ia JIU Cy OHE je IMHCTBEHO onpehewne.
JemunactBenocT he OuTu KacHUje MOKa3aHa, a Cala AUPEKTHO U3 AePUHUILjE MOKEMO
M3BECTU OCHOBHA CBOjCTBA (DYHKIMja COSX U Sin .

Ocobuse ¢pyHKIUja sinz u cosx
1. ¥ rpamuunum taukama uatepsana (0,p) Bake jemnaxoctu sin 0 = cosp = 0.

Joxas. 3amemyjyhu y yenosy (II) 2 =y = 0 gobujamo cos 0 = cos? 0+4sin® 0, a
onasje Ha ocHOBY yciosa (IV) umamo ma je 1 = 14sin?0, 1j. sin0 = 0. Baz =y =p
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yeros (IT) mocraje cos0 = cos? p + sinp, ma us (IV) pobujamo 1 = cos’p + 1 u
cosp=0.m

2. 3a QyHrnuje cosx u Sin x BasKu OCHOBHU UIEHTUTET
cos® x +sin?z = 1.

Joxas. Axoy yenos (I1) 3amenumo = = y, no6uliemo na je cos 0 = cos? z+sin? .
TMpuveronm yemosa (IV) muanmo 1 = cos® x + sin 2. m

W3 oBor HemocpemHo 3akbyUyjeMoO U Oa je

|cosz| <1 m |[sinz| <1
3. Bake jemnaroctu cos(p — x) = sinx u sin(p — x) = cosz.

Joxas. Axo y ocrosrom ycaosy (II) zamennmo z ca p u y ca x, nobuliemo
cos(p — ) = cospcosx + sin psin z.

Axo 3zatum 3amenmmo x ca p — y, y3 ycaos (IV) m nmokasamo csojerBo cosp = 0
nobuliemo zma je cosy = sin(p — y). Cauuno ce nobuja npsa jeIHAKOCT. W

4. 3a GyHKOUjy CHHYC BaKU
sin(z + y) = sinx cosy + siny cos x.
Jloxas. KopumhemeM NOKa3aHOT CBOjCTBA 3 MMaMO

sin(z +y) = cos[p — (z + y)] = cos[(p — x) — ]
= cos(p — x)cosy + sin(p — x)siny = sinxcosy + coszsiny. =

5. ®yurmmja cosx je mapHa, a sinx HemapHa.

Zokas. Axo y ycaos (II) crasumo x = 0, nobuhiemo
cos(—y) = cos0cosy + sin0siny = cosy,

ITO 3HAYM [a je KOCUHYC HapHa QyHKIUja. [oKa:kuMO ma je CMHyC HemapHa (YHKIUja.
Axo y morazamo cBojcTBO 4 cTaBUMO Yy = —X, 400UjaMO
sin(z — x) = sinx cos(—x) + sin(—x) cos = sin x cos x + sin(—z) cos z,
sin 0 = cos z[sin z + sin(—x)].
Cana pasmukyjeMo 1Ba ciydaja:
1) cosz # 0. Tana je sinz + sin(—xz) = 0, 1j. sin(—z) = —sinz.
2) cosx = 0. Hexra je y u3 umrepsana (0,p). Karo je mpema ycaosy (III)

nedpununuje cosy > 0, taza je kao y caydajy 1) sin(—y) = —siny u npumenoMm
npernocrasge 2) je sin?z =1, sinz = £1 u

cos(xz 4+ y) = cos(z — (—y)) = cosz cos(—y) + sinx sin(—y) = £ sin(—y) # 0.
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Y ToMm ciyuajy je

sin(z + y) = —sin(—z — y),

sinz cosy + siny cosz = — sin(—x) cos(—y) — sin(—y) cos(—z),
sinz cosy = —sin(—x) cos y,
sinz = —sin(—x),

a To je um Tpebaso mokazaru. W
6. U3 ycaosa me¢uunnuje (I)—(IV) n u3Bemenux cpojcraBa 1-5 ¢yHEmMja cosz u
sin z 3akmyuyjeMo ma Baxke cienelie uetupu popmyiie:
cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny,
cos(x — y) = cosx cosy + sinzx siny,
sm(az +y) =sinzcosy + sinycos z,
(z—y) =

sin(x — Yy IHCECOS]J — SlIlyCOS x.

Ha ocroBy oBux (opmyia u3Bome ce Ha yoOudajeHr HAUYMH (POPMYJIE 332 KOCHUHYC
7 CHHYC JBOCTDYKOT apryMeHTa W IOJIOBUHE apryMeHTa, Kao W 3a TpaHchopMmanuje
mpou3Bomaa y 306up m obpaTHO.

Takobe ce Moske moka3aTu na Cy (YHKIMje KOCUHYC M CHHYC IEPUOIUYHE Ca Me-
puoznom 4p. Ioka3 ce maBomu kopumhemeM (pOpPMyJa 3a KOCUHYC 1 CHHYC 30upa, ma
je Tako:

cos(x 4+ p) = —sinz, sin(x + p) = cos x,
cos(z + 2p) = —cosz, sin(z + 2p) = —sinz,
cos(zx + 3p) = sinx, sin(z + 3p) = — cos z,
cos(z + 4p) = cos z, sin(z + 4p) = sinz.

7. ®yHKUMje KOCUHYC U CUHYC CY HEIPEKUAHe Ha UHTEPBAILY (—00, +00).

Iloraskumo Hajupe caemeny memy.
JIEMA. ®ynruyuja cosz je nenpexuona y mavwky x = 0.

Joxas. Kako je cos0 = 1, Tpeba ma moraxkemo na je lin%) cosz = 1.
Tr—

omto je y uarepsany (0,p) dyHumja cosx no3utusHa, onamajyhna (mako ce mo-
Kasyje) ¥ OrpaHMuEHA, TO NOCTOjU WeH necHu aumec y taukn = 0. Ha ocmosy
IapHOCTH Te (YHKOWje ciIely Oa HOCTOjU W JIEBU JIUMEC y TOj TAUKU U Ja Cy Ta IBa
auMeca jenHaxu. llakie, mocroju %12% COS &, 03HAYUUMO Ta ca .

Kako ¢yuruuja cosz y unrepsany (0,p) omana u Baxku cosz > 0, o je | > 0.
Ha ocuoBy jemmaxoctu cos 2z = 2cos? x — 1 mmahenmo
lin%J cos2x =2 lim cos’z — 1, omnakme je [ = 20> —
xr— xr—
[Tocnemma kBagpaTHA jemIHAUYMHA WMa jeHO HEHEraTWBHO pememe [ = 1, ma je 3aTo
l=limcosz=1m

z—0
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ITocnEmnnA. ®ysrnuja sinx je Henpexunsa y tauku T = 0.

Jloxas. Ciemr u3 OCHOBHOT maeHTHTETa OS> 2 4 sin’ z = 1 u jemmaxocTn
sin0 = 0.

TEOPEMA. Pynkuyuje cosx u sSinx cy nenpexuone y ceaxoj mauwku x € R.

Jloxas. Tpeba morazaru ma je
lim cos(z +h) =cosz u lim sin(z + h) = sinz.
h—0 h—0
W3 cos(z 4+ h) = cosx cosh — sinxsinh caemn ma je
lim cos(x + h) = cosz lim cosh — sinx lim sin h
h—0 h—0 h—0
=cosz-1—sinz-0 (ma ocHoBy Neme)
= COS .

Amnanorno ce mokasyje Apyra jeIHaKOCT. W
TpuroHomerpujcke QYHKIWje TAHTEHC X KOTAHTEHC Ae(DUHUNIY Ce (OopMyIamMa
cos T

sinx
tgxr = , ctgax =
COS T

sing’
Huxosa cBojcTBa Cce 3aTO M3BOAE HA OCHOBY NE(QUHUCAHUX U M3BEICHUX CBOjCTABA
¢yHEIIja COST U Sinx.

TEOPEMA (0 jeAMHCTBEHOCTH). .30 0amo p He MOo2Yy nocmojamy 084 napa Gyrx-
yuja cos T u sinx xkoje zadosoasajy ycaose (1)—(IV).

Joxas. Tpeba nokazatu na (3a gato p > 0), yKOIUKO MOCTOje ABA Iapa GYHKIM]a
COS Z U sin &, OHOCHO €081 X U 8ing  Koje 3anoBomasajy ycaose (1)—(IV), omma mMopa
14 BAXKU
coSx =cos;x U Sinz =singx 3a cee x € R.
1) ocmarpajMo HU3 BPENHOCTH APryMEHTa
p p p p
b, 9 920 937 v omy
U MOKKMAMO [a 3a Te€ BPEJHOCTU apryMEeHTa BasKU jeHAKOCT COS T = COSy T.

Ha ocuoBy ycaosa (IV) umamo na je cosp = 0 u cosy p = 0. [Ipumenom popmyie
32 MOJIOBUHY apTyMEHTa

1
cos%zy/% (0 <z <p)

V2 p p V2442

.p P
nobrhemo ma je cos = = cosy 3= 5 cos 2 = cos; 2 = 5 1 y OIIITEM
ciyJajy
p p Sn
COS — = CO0S] — = —,
2n 2n 2

rue je s, = \/2 + V24 -+ /2, mT0 ce TOKA3yje MATEMATHUKOM WHIYKIAjOM.
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Ha canuan Hauun ce mokasyje ma je

sin 2 = sing £ = V2~ Sn1
on Lon 2

m
2) Heka je m € Z an € N. Ilokaumo ma cy y Taykama onP BPEHOCTU

¢yHKIUja COST U COS; T, ONHOCHO sinx u sing x, jemmake. [loka3 hemo m3BpmmTh
MATEMATUYKOM WHIYKI]OM.
3a m =1 morasauo je y cayuajy 1) na je
CcOs P _ COSq P u sin2 = simy 2.
2n 2n 2n 2n
[TpermocTaBuMO na cy (QyHKIHje jeIHAKE 32 HEKO M UM MOKAKUMO TO 1 3a m + 1.

m+1 m D m D L
COSs 2n = COS (2719 + 27) — COS 2710 COSs 27 — Sin 27]7 Sin 27
m p .. m . p m+1
— COS] —pPCOS] — — SIN] —pPSsIn; — — COSy D

277. 2"’L 2'!'7, 2?1 211
Cumuno ce nokasyje 3a ¢yHrmmje sinx u sing . Ha ocHoBy mpuHmuma maTeMaTnyke
MHIYKOUje 3aKDbydyjeMo na TBpDhema Baske 3a NPOM3BOJLAH IPUPOIAH OPoj M.

3a m = 0 umamMo

m m .. m ... m
cos Q—np = coS1 Q—np =1, sin 2—np = sing Q—np =0.
Hexka je m < 0 (m € Z). Tana Ha OCHOBY HADHOCTY KOCUHYCA BAXKU
m — — m
€08 0P = €08 =P = COS1 .~ = COS1 o p-

Cumuno ce mobuja 3a CUHYC, HA OCHOBY H€TOBE HEMAPHOCTH.
3) Heka je x mpoussosman peanan 6poj. Jl0BOBHO je IOKA3aTH 1a je COS T = €08y T

u sinx = sin; « 3a cayvaj > 0. [IpencraBumo omroc — y OuHApPHOM 3amucy,
p

€z pP1 | P2 Pn 4! Pn
- = 4+ ==+ = .. OIOHOCHO I = + =+ - -+ = _|_7
p TPty g o bt pop+ 5P on P
rze je pg neo 6poj, a pi, P2, --- 5 Pn, - -- CY TAKBU 12 je pr, = 0 wim je pr, = 1. Axo je
3aIMC KOHAYAH, HA TIPUMED, Pr 7# 0 U Ppt1 = Ppy2 = - -+ = 0, oHOa je 6poj = 0bimka
m
2—”p, na je 3a mera TBpheme HOKa3aHO y cayuajy 2).

[IpernocraBumo na je 3ammc Oeckomauan. Heka je x, = pop + -+ + p—”p u

2n
lim z, = z. Ha ocuoBy HenpekumHocTu pasMarpanux GyHKOuja (CBOjCTBO 7) ciaenu
n—oo
cosx = lim cosx, u cos; x = lim cos; x,,. Ho kako je cosx, = cos; &, TO je

n—oo n—oo
cosx = lim cosz, = lim cos; x, = cos; .
n—oo n—oo

3a ¢yHeruUje sinz u siny x TBpheme ce IOKa3yje HA CAUUAH HAUMH. B
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