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DARBUOVA TEOREMA

Ciǉ ovog qlanka je da se izlo¼i nekoliko zanimǉivih i lepih dokaza Dar-
buove teoreme (G. Darboux).

Teorema. Ako funkcija f ima izvod u svakoj taqki intervala [a, b],
onda izvodna funkcija f ′ uzima sve vrednosti koje le�e izme�u f ′(a) i f ′(b).

Napomena. Pod izvodom u taqki a podrazumevamo desni izvod a u taqki b
levi izvod; oznaqavamo ih jednostavno sa f ′(a) i f ′(b).

U kǌizi [1] ova teorema je dobila ime po francuskom matematiqaru Darbuu.
Dokazana je pomo²u Fermaove teoreme. Evo tog dokaza:

Prvi dokaz. Pretpostavimo prvo da su izvodi f ′(a) i f ′(b) razliqitog znaka
i doka¼imo da se u nekoj taqki c, koja le¼i izme±u a i b, izvod funkcije f
anulira. Neka je npr. f ′(a) < 0 < f ′(b). Kako je funkcija f neprekidna na
zatvorenom intervalu [a, b], prema Vajerxtrasovoj teoremi ona dosti¼e minimum
u nekoj taqki c tog intervala. Iz f ′(a) < 0 < f ′(b) dobijamo da je c 6= a, b, tj. da
je a < c < b. Prema Fermaovoj teoremi imamo da je f ′(c) = 0.

Razmotrimo sada opxti sluqaj. Neka je λ broj koji le¼i izme±u f ′(a) i f ′(b),
dakle takav da je ili f ′(a) < λ < f ′(b) ili f ′(a) > λ > f ′(b). Funkcija ϕ zadata
sa ϕ(x) = f(x)−λx ima izvod u svakoj taqki intervala [a, b], ϕ′(x) = f ′(x)−λ. U
taqkama a i b izvod funkcije ϕ ima vrednosti razliqitih znakova. Zato postoji
takav broj c, a < c < b, da je ϕ′(c) = 0, tj. da je f ′(c) = λ.

U doma²em u­beniku [2] dat je u suxtini isti dokaz ove teoreme. U kǌizi [3]
izlo¼en je drugaqiji dokaz ove teoreme, koji se oslaǌa na Lagran¼ovu teoremu
o sredǌoj vrednosti. Evo tog dokaza:

Drugi dokaz. Neka je λ broj koji le¼i izme±u f ′(a) i f ′(b), dakle takav da
je ili f ′(a) < λ < f ′(b) ili f ′(a) > λ > f ′(b). Funkcije α i β definixemo sa
α(t) = a i β(t) = 2t− a za a 6 t 6 c, i α(t) = 2t− b i β(t) = b za c 6 t 6 b, gde
je c = (a + b)/2. Imamo da je a 6 α(t) < β(t) 6 b za t ∈ (a, b). Neka je

g(t) =
f(β(t))− f(α(t))

β(t)− α(t)
, a < t < b.

Funkcija g je neprekidna na (a, b). Imamo da g(t) → f ′(a) kada t → a i g(t) →
f ′(b) kada t → b. Na osnovu Bolcano-Koxijeve teoreme zakǉuqujemo da postoji
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τ ∈ (a, b), za koje je g(τ) = λ, a na osnovu Lagran¼ove teoreme o sredǌoj vredno-
sti zakǉuqujemo da postoji takav broj γ, α(τ) < γ < b(τ), da je f ′(γ) = g(τ) =
λ.

Prethodni dokaz je kratak i efektan. Na prvi pogled konstrukcija pomo²ne
funkcije g koja se koristi u ovom dokazu, deluje neobiqno i name²e se pitaǌe
kojom se idejom mo¼e do²i do ǌe. Pokuxa²emo da odgovorimo na to pitaǌe.

Tre�i dokaz. Oznaqimo sa A skup vrednosti koje podeǉena razlika

f(x, y) =
f(y)− f(x)

y − x
uzima na skupu ∆ = {(x, y) | a 6 x < y 6 b}, a sa B skup vrednosti koje funkcija
f ′ uzima na intervalu [a, b]. Prema Lagran¼ovoj teoremi o sredǌoj vrednosti,
za par (x, y) ∈ ∆ postoji z u intervalu (x, y), za koje va¼i f(x, y) = f ′(z). Zato
je A ⊆ B. Iz f ′(x) = limy→x f(x, y) dobijamo da je B ⊆ clA. Kako je funkcija
f(x, y) neprekidna i kako je skup ∆ povezan, to je i skup A povezan. Prema
tvr±eǌu koji se mo¼e na²i u mnogim kǌigama iz opxte topologije, iz qiǌenica
da je skup A povezan i da je A ⊆ B ⊆ cl A, sledi da je i skup B povezan. Zato skup
B zajedno sa taqkama f ′(a) i f ′(b) sadr¼i i sve taqke koje le¼e izme±u ǌih.

Prethodni dokaz je priliqno jasan, ali se u ǌemu koriste neke qiǌenice
koje nisu poznate studentima prve godine studija, koji su tek poqeli da uqe Ma-
tematiqku analizu. Student koji je tek poqeo da uqi Matematiqku analizu ne zna
xta su to povezani skupovi i ne zna da neprekidna funkcija vixe promenǉivih
na povezanom skupu sa svake dve vrednosti uzima i sve me±uvrednosti. Student
zna samo Bolcano-Koxijevu teoremu koja tvrdi da neprekidna funkcija na inter-
valu realne prave sa svake dve vrednosti uzima i sve me±uvrednosti. Zbog toga
²emo prethodni dokaz modifikovati tako da za ǌega, od qiǌenica koje se odnose
na povezanost, bude dovoǉna samo pomenuta Bolcano-Koxijeva teorema. To ²emo
uraditi tako xto ²emo umesto skupa ∆ razmatrati krivu liniju Γ, qije unu-
traxǌe taqke le¼e u ∆ i koja ima svojstvo da vrednost podeǉene razlike f(x, y)
te¼i vrednostima f ′(a) i f ′(b), kada ǌen argument du¼ te krive te¼i ǌenim
krajevima.

Qetvrti dokaz. Neka je λ broj koji le¼i izme±u f ′(a) i f ′(b), dakle takav
da je ili f ′(a) < λ < f ′(b) ili f ′(a) > λ > f ′(b). Neka je Γ kriva linija qije
unutraxǌe taqke le¼e u skupu ∆ = {(x, y) | a 6 x < y 6 b}, qiji su poqetak
i kraj taqke (a, a) i (b, b), i koja u taqkama (a, a) i (b, b) dodiruje odgovaraju²e
katete trougla ∆. Neka je (α(t), β(t)), t ∈ [0, 1], parametrizacija te krive. To
znaqi da su funkcije α, β : [0, 1] → R takve da je a 6 α(t) < β(t) 6 b za t ∈ (0, 1),
α(0) = β(0) = a, α(1) = β(1) = b, α′(0) > 0, β′(0) = 0, α′(1) = 0, β′(1) > 0. Neka
je funkcija g : [0, 1] → R zadata sa g(t) = f(α(t), β(t)), gde je f(x, y) podeǉena
razlika funkcije f . Funkcija g je neprekidna i zadovoǉava uslove:

lim
t→0+

g(t) = f ′(a), lim
t→1−

g(t) = f ′(b).

Prema Bolcano-Koxijevoj teoremi postoji takvo θ ∈ (0, 1), da je g(θ) = λ. Prema
Lagran¼ovoj teoremi o sredǌoj vrednosti postoji broj γ, α(θ) < γ < β(θ), za
koji va¼i da je f ′(γ) = g(θ) = λ.
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Drugi dokaz je zapravo varijanta qetvrtog dokaza u kojoj se, umesto apstrakt-
no opisane krive Γ koristi kriva koja se sastoji od kateta trougla ∆. Evo jox
jedne varijacije ove ideje. U dokazu koji sledi koristi se ista kriva koja je
korix²ena u drugom dokazu, ali je realizacija drukqija.

Peti dokaz. Neka je λ broj koji le¼i izme±u f ′(a) i f ′(b), na primer neka
je f ′(a) < λ < f ′(b).

Razmotrimo sluqaj kada je

f(a, b) =
f(b)− f(a)

b− a
> λ.

Kako je funkcija g(x) = f(x, a) neprekidna na intervalu (a, b], i kako je
limx→a g(x) = f ′(a) < λ 6 f(a, b) = g(b), prema Bolcano-Koxijevoj teoremi
postoji takvo c, a < c 6 b, da je f(a, c) = g(c) = λ. Prema Lagran¼ovoj teo-
remi o sredǌoj vrednosti zakǉuqujemo da postoji takvo γ ∈ (a, c) ⊆ (a, b), da je
f ′(γ) = f(a, c) = λ.

Sluqaj kada je

f(a, b) =
f(b)− f(a)

b− a
6 λ,

razmatra se na sliqan naqin.
Darbuova teorema ima dve va¼ne posledice.

Posledica 1. Neka je realna funkcija f diferencijabilna na otvo-
renom podskupu G skupa realnih brojeva R. Funkcija f ne mo�e imati
prekide prve vrste na skupu G.

Posledica 2. Neka je realna funkcija f diferencijabilna na otvore-
nom podskupu G skupa realnih brojeva R. Funkcija f preslikava intervale
sadr�ane u G u intervale realne prave.

Na kraju navodimo zadatak broj 4 iz paragrafa 8.4 kǌige [4], koji pokazuje da
ne postoji analogon Darbuove teoreme za vektorske funkcije realne promenǉive.

Zadatak. Neka je funkcija f : (−1, 1) → R2 zadata sa f(t) = (0, 0) za
−1 < t 6 0 i f(t) = (t2 cos(1/t), t2 sin(1/t)) za 0 < t < 1. Dokazati da je funkcija
f diferencijabilna u svakoj taqki intervala (−1, 1), ali da izvodna funkcija
f ′ taj interval preslikava u skup koji nije povezan.
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