HACTABA MATEMATUWVEKE HA $ARYJITETUUMA

Ip Baamumvup JankoBuh

JTAPBEYOBA TEOPEMA

[Inb OBOr WiIAHKA je a Ce U3JIOKU HEKOJMKO 3aHMMJbUBMX M JIemux gokasa llap-
Byose Teopeme (G. Darboux).

TEOPEMA. Axo gynxuuja f uma uze00 y ceaxoj mauku unmepsana [a,b),
onda useodna Pyrkyuja f' ysuma cee epednocmu xoje aeace usmely f'(a) u f'(b).

Hanomena. Tlom m3BomoMm y Tauku a MOAPa3yMEBAMO JECHU M3BOM & y TAdKU b
JeBU M3BOM; O3HauYaBaMo ux jemHocrasuo ca f'(a) m f'(b).

Y kmwu3u [1] oBa Teopema je mobmira mme o $ppaniyckoM Matemarudapy Japoyy.
Iorazama je momohy ®Pepmaose teopeme. EBo Tor mokasa:

IIpsu doxas. Ipernocrasmmo mpso xa cy ussoma [ (a) u f/(b) pasnuumror 3maka
7 JOKAKMMO [a Ce y HEKOj Tauku ¢, Koja jesxku mamebhy a wm b, mzson ¢yurumje f
anynupa. Hera je mmp. f'(a) < 0 < f’(b). Kako je ¢pymrumja f Hempermmna Ha
3aTBOPEHOM MHTEDBAY [a, b], mpema BajepmTpacoBoj Teopemu OHA JOCTURE MUHUMYM
y Hekoj Tauru ¢ tor unrepsana. U3 f'(a) < 0 < f'(b) mobujamo ma je ¢ # a,b, Tj. na
je a < ¢ < b. TIpema Pepmaosoj Teopemu nmamo ma je f'(¢) = 0.

Pasmorpumo cama onmrr caydaj. Hera je A 6poj koju neswu usmeby f/(a) u f(b),
nakie takas ga je wa f'(a) < A < f/(b) mam f'(a) > A > f/(b). Pynruuja ¢ 3anara
ca p(x) = f(x)— Az uMa M3BOA y CBaKOj Tauru uHTEpBana [a,b], ¢'(z) = f/(x)=A. Y
TaukaMa a 1 b u3BOA QyHRIUjE ¢ MMA BPEIHOCTY PA3JIMUYATHAX 3HAKOBA. 34TO MOCTOjU
TakaB 0poj ¢, a < ¢ < b, na je ¢'(¢) =0, 1j. ma je f'(c)=A. m

Y momalieM yyubGenuky [2] mat je y CymTuHE MCTU HOKa3 OBe Teopeme. ¥ Kmusu [3]
M3JI0:KEH je Opyraduju JOKa3 OBe TeopeMe, KOju ce ociama Ha JlarpamkoBy Teopemy
0 Cpelmoj BpeaHocTr. EBO TOr mOKasa:

Apyeu doxas. Hera je A 6poj xoju nesku usmeDy f'(a) u f'(b), nakne rakas na
jemmm f'(a) < XA < f'(b) wm f'(a) > XA > f/(b). Pymkumje o u § meduammenmo ca
alt)=auft)=2t —azaa<t<c,ualt)=2t—buf(t)=bzac<t<h, rue
jec=(a+0b)/2. Nmanmo ma je a < a(t) < B(t) < b3at € (a,b). Heka je

o) = 60~ Fla()
B(t) — a(t)
Oymrmmja g je mempernmna Ha (a,b). Vvamo ma g(t) — f'(a) xama t — a u g(t) —
f'(b) rama t — b. Ha ocuoBy Bommano-Kommjese Teopeme 3armbydyjemMo ma mocToju

a<t<hb.




30 B. Jankosuh

7 € (a,b), 3a roje je g(T) = A, a Ha ocHOBY JlarpamxoBe TeOpeMe O CPe0j BPeIHO-
CTH 3aK/BYUyjeMO Ja MOCTOjU Takas 6poj v, a(r) < v < b(7), ma je f'(y) = g(r) =
A m

[Iperxomun moka3 je kpatak u epexran. Ha npBu morsmen koHCTpyKInja noMohue
¢yHKIUjEe ¢ KOja ce KODUCTH y OBOM JOKa3y, Aeiyje HeoOmuHO m Hamele ce murame
KOjoM ce muejom Moxke nohum no me. Ilokymahemo ga onaroBOpmMoO Ha TO IHTAME.

Tpehu doxas. Osmaunmmo ca A CKyln BpeIHOCTU KOje MOJE/heHa PA3JnKa
fary) = fly) = f(x)
y—

y3uma Ha ckyny A = {(z,y) | a < z < y < b}, a ca B ckyn BpeaHOCTH Koje (QyHKIUja
f' ysmma ma mmrepsany [a,b]. Ilpema JlarpammoBoj TeOpeMu O CpPeIm0] BPEIHOCTH,
3a map (x,y) € A mocroju z y uarepsaay (x,y), 3a koje sakn f(x,y) = f/(z). 3aro
je AC B. U3 f'(x) = lim,_,, f(z,y) nobujamo ma je B C cl A. Kaxo je dpynrmuja
f(x,y) menpekumna u xako je ckyn A moBe3am, T0 je u ckyn A mosesan. IIpema
tBphemy Koju ce Moske Hahiv y MHOTMM KE-UTaMa M3 OIIITe TOMOJOTUje, U3 UNHEeHUIA
na je ckyn A moseszan u na je A C B C cl A, ciemu na je v ckyn B moBe3as. 3aTo CKyT
B 3ajenno ca raukama f'(a) u f'(b) canpsxu u cBe Tauke Koje neske naMeby mux. m

[Tperxomuu IOKa3 je NPUIMYHO jACaH, ajld Ce Yy HWeMy KOPUCTE HEKe UM EHUIEe
KOje HUCYy IIO3HATe CTYIEHTUMA IIPBe TOAUHE CTYIUja, KOjU CYy Tek moduenu na yde Ma-
remaTnuky aHann3dy. CTyIeHT Koju je Tek modeo fna yuu MareMaTnyry aHanusy He 3HA
ImTa Cy TO MOBE3aHM CKYNOBY U He 3HA A HEMPEKUIHA (YHKIMja BUIIE TPOMEHIBUBUX
Ha MOBE3AHOM CKYIy Ca CBake IBe BPEIHOCTHU y3uma u cBe Mehyspemuoctu. CrymeHt
3ua camo Bosmano-KomujeBy Teopemy Koja TBpAM [a HEIPEKUAHA (DYHKIMja HA WHTEP-
BaJIy peallHe TpaBe ca CBake JBE BPENHOCTU y3uMa U cBe Mehyspemnoctu. 360r Tora
hieMo mpeTxomHM T0KA3 MOIU(GUKOBATH TAKO M4 38 HEra, O] UYUHEHUNIA KOje Ce OIHOCEe
HA [IOBE3aHOCT, Oye MOBOJbHA caMmo moMmenyTa Bosnano-Komujesa reopema. To hemo
YPaIuTH TAKO MWTO hemo ymecro ckyma A pasmarparu KpuBy nauuujy [, uumje ymy-
Tpamme Tauke Jexke y A U Koja UMa CBOjCTBO Ia BPENHOCT moneibeHe pasiuke f(x,y)
tesku BpemoctuMa f'(a) m f'(b), Rama EWeEH apryMeHT Ay Te KPUBE TERU HEeHNM
KpajeBruMa.

Yemepmu doxas. Hera je A 6poj roju nexu usmeby f'(a) u f/(b), nakne taxas
na je uma f'(a) < A < f'(b) mam f'(a) > XA > f'(b). Hera je I' xpusa nunuja unje
yHyTpamme tauke jgexke y ckyny A = {(z,y) | ¢ < < y < b}, unju cy noderak
u kpaj rauke (a,a) u (b,b), u koja y Taukama (a,a) u (b,b) nomupyje oxrosapajyhe
rarere Tpoyraa A. Hera je («a(t),5(t)), t € [0, 1], napamerpusammja te kpuse. To
3HauM Ja cy Qyskmmje «, 3: [0,1] — R rarse ma je a < a(t) < B(t) <bszat e (0,1),
a(0) =8(0) =a, a(l) = 5(1) =b, &/(0) > 0, 5/(0) =0, &’(1) =0, §'(1) > 0. Hera
je dyurmmja g: [0,1] — R 3amara ca g(t) = f(a(t),B(t)), rae je f(x,y) monemena
pasnuka ¢yurmuje f. PyHKIMja ¢ je HENpEKUIHA U 330BOJHABA YCIOBE:

Jim g(t)= f'(a),  Jim glt) = ['(b)

[Ipema Bommanro-Kommjesoj Teopemu mocroju takso § € (0,1), na je g(6) = A. Ipema
JlarpamxoBoj TeopeMu 0 CPeam0j BpemHocTu mocroju 6poj v, a(f) < v < [(0), 3a
koju Baskn ma je f'(vy) =g(f) =\ m
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Ipyru noka3 je 3ampaBo BapujaHTa 4eTBPTOT JOKa3a ¥ KOjOj Ce, YMeCTO alCTPaKT-
HO ommcane kKpuBe [ KOpUCTH KpuBa KOja ce cactoju on karera tpoyria A. Eso jom
jenmHe Bapmjamuje oBe uueje. Y MOKa3y KOjU CJIeNW KOPUCTU Ce MCTa KPUBA Koja je
KopumneHa y IpPyroM IOKa3y, aju je peajusanuja IPYyKUnja.

Ilemu dokas. Hexka je A 6poj roju nesxn usmeby f'(a) u f'(b), Ha mpuMep Heka
je f(a) <A< f/(b).

Pasmorpumo canyuaj kama je

f(b) — f(a)
b) = —Ft——-2 >\
f(a’3 ) b_ a
Karo je ¢ymrmmja g(x) = f(x,a) menpexkunma wa ummTepBanxy (a,b], m kako je

lim, ., g(z) = f'(a) < A < f(a,b) = g(b), nupema Bomuano-Komujesoj teopemu

nocToju Takeo ¢, a < ¢ < b, na je f(a,¢) = g(c¢) = A. Ipema Jlarpamxosoj Teo-

peMu 0 CPemh0j BPEIHOCTH 3aKbydyjeMo na mocToju Takso v € (a,c¢) C (a,b), na je
f'(y) = fla,c)= A

Cayuaj kama je - @

f) — f(a

fla,b) = T h—a

pasMarpa ce Ha CINYaH HAUUH. W

<A,

IlapbyoBa Teopema uMa IBE BasKHE MOCJIEIUIE.

[MocneanuA 1. Hexa je peaana dynrkyuja f oupepenyujadbuana na omeo-
perwom nodckyny G cryna peasnur bpojesa R. Pywruuja f we moxce umamu
npexude npee epcme Ha cxyny G.

[MocneauuAa 2. Hexa je peaana gynxyuja f dudepenyujobuana na omeope-
nom nodckyny G cxyna peaanus 6pojesa R. Pynryuja [ npecaurxasa unmepaane
cadpacane y G y unwmepaase peasne npase.

Ha kpajy naBomumo 3anarak 6poj 4 u3 naparpada 8.4 kmwure [4], koju Hokasyje na
He mocToju aHajorox /lapOyoBe Teopeme 3a BEKTOPCKe (YHKIMje PeaHe IPOMEHIbIBE.

3AIATAK. Heka je ¢ymemmja f: (—1,1) — R? zamata ca f(t) = (0,0) 3a
—1<t<0m f(t) = (t*cos(1/t),t?sin(1/t)) 3a 0 < t < 1. Iokazatu na je $pyHKmMja
f magepennujabuina y cBakoj Tauku uHTepBana (—1,1), amu na m3BomHa (yHKIMjA
f' maj uaTepBaN mpeciaukaBa y CKyI KOjU HUje IOBE3aH.
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