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O 1 IIOYETHUX YCJIOBA

0. YBon

[Toneran je BaKHO 3HATU KAKO Ce pelIeHhe AUPEPEHIMjaTHe jeHAUMHE TTOHAIIA, Y
3aBACHOCTU OJ] MOYETHUX YCJIOBa. TakKBa CUTyalldja Ce YeCTO MOjaBibyje Y Bapujalu-
OHOM PAUyHY U ONTUMAJHOM YIPAaB/baKy. 3aTO HUje UYIHO MTO Ce Ta MPOBIeMaThKa
BpJ0 m06po obpabyje ympaso y smreparypu m3 ose obmactu. Y kmurama [1] m [2]
ayTopu pa3Mmarpajy pememe Kommjesor mpobiaema

a(t) = f(t,x(t), (1) =¢,

ka0 QyHKuujy tpu npomemsmuse x(t,7,£), rme ce HOA HEHOM BpeAHOWIY y Tauyku
(t,7,£) mompasymesa BpemHOCT pemema Kommjesor mpobiema y taukwm t. Y Kia-
CHYHOM CIyuajy, Kana je pyrknuja f(t, 2) HENpeKnIHA 1 MMa HElpPEKUIaH NaPIjaiHu
U3BOX 1O X, HOKA3aHO je na je ¢pymruuja x(t,7,€) nedunucama HA OTBOPEHOM CKYILY
7 & je HeIPEeKUIHO mudepeHnrjaduitHa. [Ipu ToM Cy eKCINTMIUTHO AATHU NMAapUUjasHU
73BOM OBe (YHKIMje [0 CBE TPU HEHe IPOMEHIbUBE.

Y OBOM TEKCTY JajeMO IpETyen Te€ TeOpHUje, jep CMaTpaMo fa je OHa NHTEPECAHTHA
3a MUpPHU KPYT MaTeMaTAdapa.

Y npeoM maparpady je IaT anapaT HEOMXOJaH 3a Pa3yMeBame APyror naparpada.
YBome ce mpocropu dyurmuja CK[tg,t1] u omepatopu nepumucamn Ha wuma. IIpBo
ce yBoIe OBa JMHEApHA OTPAHMYEHA OIepaTopa: OMepaTop WHKIY3Wje U ONepaTop
IMdepernrpama. 3aTUM ce yBOJe IBa HeJuHeapHa omepaTopa: omepaTop Hewmmigor
U OIepaTop eBalyamdje. 3a IOCAellha IBa ONepaTopa je JOKa3aHO Oa Cy HeIPEKUTHO
nmudepennnjadbuHmy.

Y mpyrom naparpady ce Komujes mpobaem Tpanchopmuiie y mpodaeM UMIIUIE-
THEe (QyHKIMje, OHAKO Kako je To ypabeno y xmwusu [2]. IIpumenoM kiacudme Teopeme o
UMIUTAOUTHO] QYHKIUjU HA TaKo nobujenu npobiem nobuja ce na je pyurmmja x(t, 7, )
ne(uHACAHA HA OTBOPEHOM CKYIy U a je HENPEKUIHO Ir(epeHIujabuiHa.

W3ocTaBmenn cy DOKa3um TeopeMa Koje Ce IM0jaBiby]y Y CTAHIADIHUM YHUBEP3U-

TETCKUM YIOEHWIMMa, WA KOjeé Ce IOKA3yjy Ha CIMYaH HauMH KAao HEKe TeopeMe U3
TUX yiOeHuKA.
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1. O mpocTopuma Ck[tg, ]

Axo cy k u n nemu 6pojesu, k > 0, n > 1, mox C¥[ty, ;] mompasymesamo crym k
IyTa HENPEKUAHO IudepeHnujabuianx QyHKIuja Koje IPeCcIukaBajy oacedak [to,t1] v
npocrop R™. Ako je k = 0, ropmu MHAEKC k M30CTaBHAMO, a IO HyJa MyTa HElpe-
KUAHO AudepeHnujabminnM GyHKIXjaMa ToIpa3yMeBaMo Hempekuane ¢yHrnuje. Ako
jen =1, nowu ungexkc n usocrasimbamo. OBaj CKyl mocraje peajial BEKTOPCKHU IPO-
CTOp ca omepanujama cabupama U MHOMKEHA CKAJIapoM Ie(UHACAHUM HA CTAHAADIAH
maunH. Hopma y oBOM mpocTOpy MOMke na ce neduHUIIe Ha pa3He HAUMHE, O YeMy
rosopu cieneha Teopema.

TEOPEMA 1.1. Popmysama

— . (1)
x(-)|| = max su v (t
H ()H 0<i<kt0<t2t1 l ( )Ha

k 1/p
||$(')p=<Z( sup ||$(i)(t)||)p) ;

=0 to<t<ty
o1 = max{ g [ @)l sup, o0,
k=1 1/p
()l = <Z 12 (t)[[” + ( sup ||1?(k)(t)||)p) ,
i=0 to<t<t
2de je p > 1, deunucane cy exeusanenmmue wopme || - ||, || - [lp, |- 1" w | -}, na

npocmopy C’fi [to, t1]. ¥ o0nocy na mux osaj npocmop je komnaeman, mj. Danazos.

Cneneha reopema paszmarpa IBa BeOMa BaKHA OIDAHWYECHA JUHEAPHA OMEePATOpPa
unju cy DOMEHW U KOIOMEHW Halpen yBeneHu baHaxoBu mpocTopu.

TEOPEMA 1.2. a) Axo je k > 0, onda je C¥[tg,t1] C CF~L[to, t1]. Onepamop
unkayzuje IF: CFto, t1] — C¥tg, t1], dedunucan ca I¥z(-) = x(-), auneapan je
U 02PARUNEN.

b) Axo je k > 0, onepamop dudepernyupaa DE: CE[tg, t1] — CEL[tg, t1], Oe-
durnucan ca DEx(-) = i(-), auneapan je u ozpanuren.

Oneparop Hemunkor je npeciukasame koje Gyaxuuju z(t) Kopecnonaupa ¢yHE-
uujy f(t,z(t)). Cnemeha reopema omucyje merose ocobuse.

TEOPEMA 1.3. a) Hexka je G omeopen ckyn y R X R™. Tada je cxyn
D = {xz(-) € Cplto, t1] | (Vt € [to,t1])(t,z(t)) € G}
omeopen y Cylto, t1].

b) Hexa je gynrxuyuja f(t,z): G — R™ mnenpexudna. Onepamop Hemuyroe
F(z())(t): D — Cylto, t1], xoju ce dedunuwe ca

Fla()(t) = £t 2(1),

Henpexudan je.
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¢) Axo dynxyuja [ uma nenpexudar napyujasry useod no T, okda je onepa-
mop Hemuyroe F nenpexudno dudeperyujabunan u

Fla()h()(#) = fa(t, 2(£))h(t).

oxas. a) Heka je 2(-) € D. I'padux I'z(-) ¢pyrrumje () je KOMIaKTaH TOACKYI
ox G. 3aro mocroju r > 0, takBo na je (3arBopena) r-okomusa ['yx(-) rpaduka I'z(-)
rakobe moxckyn om G. Karo je Blz(-),r] C I'yx(-), cnemn ma je ryraa Blx(-),r]
canpkana y ckyny G. Iakme, ckyn D je okonuHA OPOM3BOJLHE Tauke () calpiKaHe
y meMmy. 3aro je ckym I OTBOpeH.

b) Hexra je h(:) € Cylto, t1], [|h(-)|| < r. Umamo na je

d(F(z(-) + (), F(z(-)) = [[F(z(-) + h(-)) = F(z())||
= sup [[F(z() +h()(t) = F() @) = sup [[f(t,x(t) +h(t)) = f(x(@))]

to<t<ty to<SIS<ty

< sup w(f, Tra(), [RC)) = w(f, Tra (), [[RC)I])-

to<t<ty

Cryn I'yz(+) je komnakran, a ¢pyHrnuja f je HEIpeKUIHA HA HeMy. 3aTO je GYHKIUja
f pasuomepHO Henpekuana ua ckyny [rz(-). Aro h(-) Teskn 0, onma u ||h(-)|| Tesxn 0,
na camuM M 1 w(f, Trx(+), ||h(+)]]) rexwu 0. Tum npe d(F(z(-)+h(:)), F(z(:))) rexn
0, tj. F(z(-)+ h(-)) rexn F(z(-)). Hakne, onepatop Hemumkor F' je Hemperumax y
npou3BoHOj Taukk (-) ckyma D. 3aro je oH HemperumaH Ha ckymy D.

¢) Heka je z(-) € D. Jluneapnu onepatop A(x(+)) : Cylto, t1] — Cmlto, t1], rOju

ce meuHUIIE Ca
Az ()R()(t) = fa(t, 2(t))A(1),

orpaHUYEH je. 3aucTa,

[A@(DI = sup [JA(z()h()| = sup sup [[Az(-)r()()]]

Ih()II<1 IR toSt<ty
= sup sup |[fu(t,z()R@)][= sup  sup |[fu(t,z(2))R(D)]]
RIS to<t<tr to<t<t ||Rh() (1<

< sup sup || fo(Lz@)[[[A@)] < sup ot 2(8)]] < 400
to<t<tr [|A()]I<1 ¢

oxtxll

Hexa je r > 0, takso na je I'yz(-) C G. Hexra je h(-) € Cylto, t1], |h(-)|| < r. Karo
je T(z(-) + h(-)) CTva(), nmamo na je

[E(z() + () = Fz(-)) = A(z()h()]]
= sup |[[f(t,2(t) + h(t)) = f(t,x(t)) = fult, x(2))R(D)]]

to<t<ty

sup  sup || fo (¢, 2(¢) + 0h(t)) — fult, z(®)[|[|R@D)]

to<t<t 0<OL1

< sup sup  |[[fo(f,2(8) + 0h(t)) — fu(t, 2 () [[1AC)]]

0<0<1 to<t<ty

< sup w(fa, Tr(), |G DIRO) = w(fa, Trz (), 1RGO IDIREI-

0<0<1

N
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Karo w(fz, Traz(s), ||h(-)]]) mexn 0 kama h(-) texn 0, oneparop A(z(-)) je Ppemeos
u3Boz oneparopa Hemungor F'y tauku z(-). Henperunsoct omeparopa A(x(+)) mo ()
OKa3yje ce Ha WCTU HAUWH Ha KOJjU Ce HOKa3yje HeMpPeKUTHOCT omeparopa Hemwmiwor
y Tauku b). m

Ha uspa3 x(t) majuemhe ruegamo kao Ha GYHKIM]y jemHe IpOMEH/bUBE, Opoja t.
[lonekan je kKOpUCHO Ha BHera riaegaTy KAao HA (YHKIW]Y OBE]y IPOMEHJbUBUX: (YHEK-
nuje x(-) u 6poja t. To npecnukaBame Ha3uBaMO onepaTop eBaiyauuje. ¥ cuaenelio]
TeopeMU HaBOJE Ce HeroBa CBOjCTBA.

TEOPEMA 1.4. Onepamop esaayayuje ev: CLto,t1] x (to,t1) — R™, ®oju ce
dedunuwe ca

ev(z(-),t) = =(t),

nenpexudno je dudepenyujodbuaan u

evg((z(+),t)h(-) = h(t),
eve(z(),t) = &(t).

Jokxas. Omneparop eBanyanuje ev je OrpaHUYEH JMHEADHU omepaTop mo x(-).
3aro je oH jako mudepenuujabuian no x(-) u

evg(y(z(+), t)h(-) = ev(h(:),t) = h(t).

Kaxo je

||evm(.)(x(-), t) — €Ugz(.) (j()v t_>||

= sup |leva((x(-), )A() — evyy (2(), DR = sup|[A(t) = h(1)]
OIS Il

< sup sup (1= 0)t+08)| [t —E|<[t 1],
In()lI<1 0<0<1
MAPIUjalHA U3BOJ ONEPATOPa eBAIyallje ev IO NPOMEeHBUBOj X (-) je HempeKkumam y
IpU3BOLHO] Tauku moMena (t, Z(-)). 3aTO je OH HENPEKWIAH HA MEJTOM CBOM TOMEHY.

JacHo je ma je omepaTop eBalsyanuje ev mU(epEHNNjadUIaH 0 TPOMEHILUBO] ¢ U
na je
ev(z(-), 1) = ().

Kaxo je
leve(z(-), t) — eve(2(-), D) = [[2(t) — 2(D)]|
<) — @l + [lz@) — 2@ < () —2C)l + l2t) — 2@,

TMAPIUjAJTHA U3BOM ONEPATOPa €Bayalyje ev M0 IPOMEHJBUBO] ¢ je HEMPEKUJAH Y IpU-
3BOJBHO] Tauru moMena (t, Z(-)), ma je OH HENpPEeKUIaH HA IEeJIOM CBOM NOMEHy. M
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2. KommujeBa ¢pyurnuja obuune nudepeHIjaIHe jeqHAUNHE

Hera je G orsopen ckyn y R x R"™ u meka je f(t,x): G — R™ uemperuana
GyHEIUja KOja MMa HEMpEeKWAAH mapuujaasr u3Bon mo x. Hempexumxo mudepenununja-
Guina ¢yurmuja x(-): I — R™, rme je I unTepBas, jecTe pelieme nudepeHnyjaHe

jenHaunHe
o(t) = f(t =(t)), (1)

ako je (t,x(t)) € Gui(t) = f(t,x(t)), 3a ceako t € I. Uecro ce pazmaTpajy pememna
nudepennujaite jenqHauuue (1) koja 3a10BOJbABAjy MOUETHU YCJIOB

(1) =&, (2)

rae je (1,€) € G. TlpoGaem (1), (2) ce masua Kommjes npoGaem. Crenelie nge
TeopeMe ce Mory Hahu y cBuM ypbeHunrMa OOMUYHMX AU(EPEHIMjaTHUX jeaHaYnHa. Y
TeopeMaMa Ce Pamu O er3UCTEHIU)U W jeANHOCTU pellema RomujeBor mpobiaema.

TEOPEMA 2.1. Hexka je (1,€) € G. IHocmoju pewene x(-) dufepenyujante
jeonauune (1) xoje sadosomasa ycaoe (2).

TEOPEMA 2.2. Hexa cy x(-),y(:): I — R™ dsa pewemna dufepenyujanne je-
onavune (1). Axo je x(t) = y(T) 3a nexo 7 € I, onda je z(t) = y(t) 3a cearo
tel.

Hexa je (1,€) € G. IIpema Teopemu 2.1, nocroju 6ap jemHo pememe audpeper-
uujanse jexnaduse (1), koje 3an0BoMmaBa ycnos x(7) = £, a mpema teopeMu 2.2 TaKBa
pemema ce Mory komOmmoBaTH. IIpermocraBmMo ma je mpeciukaBame t — z(t, T, )
KOMOMHOBaHa (YHKIMja CBUX TAakBUX pemema u aa je S(7,€) men momen. Ouurienno
je ma je S(7,&) orBOopeH mHTepBa! U Aa je mpecnukaBame ¢ — x(t, T,§) uHTEpBaNA
S(r,€) y R™ pememe name mudepennujaine jennauune. CraBumo na je

S={(t1,8) e RxG|teS(r,¢}

dyuruuja x(t,7,£) npecaukasa ckyn S y npocrop R™. Oma ce nasusa Komwujesa
¢yurumja mudepennujaine jennauuse (1).

TEOPEMA 2.3. Kowujesa gynryuja x(t,7,€) dufepenyujaane jeonawune (1)
uma caedeha ceojemaa:

a) (L, 7,8) = f(t,2(t,7,€)), sa ceaxo (t,7,8) € 5.
b) z(7,7,&) =&, sa ceaxo (1,€) € G.
¢) Axo je 7' € S(1,£), 20e je (1,€) € G, onda je

S(r'a(r,7,6)) = 8(r,¢), at, 7 a(r,7.8) =278
Zokxas. Tephewa a) u b) cy mocnemuue ummenune na je Komujesa ¢yuruuja

x(t,7,£), 38 pukcupano T u £, IOCMATPaHa KA0 PYHKIM]a jeJHe IPOMEHJLUBE ¢, Delienhe
Kommjesor npobaema (1), (2).
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Heka je & = z(7/,7,¢), z(t) = z(t,7,§), 3a t € S(1,§) u 2'(t) = =(t, 7, ),
sat € S(7,¢&). Dymkumja x(t) je pememe mudpepennujanne jenHauuue (1) koje 3a-
nosomasa novernu yciaos x(7') = &', 3aro je S(7,&') D S(7,€) u 2/(t) = x(¢) 3a
t € S(r,¢). Pymkmmja z’(t) je pememe mupepermmjanme jemmaumme (1) koje 3am0-
BosbaBa nmouerHu ycaos x' (1) = z(7) = €. 3aro je S(77,¢&') C S(r,&). Tume je nokas
TBphema ¢) KoMIuIeTUpaH. W

TEOPEMA 2.4. Cryn S je omeopen nodckyn 00 R x R x R"™, a Kowujesa
dyrnryuja x(t, 7,€) je nenpexudno Judepenyujabdbunra na memy.

Jloxas. Hexa je (t,7,£) € S. Iorazahiemo ma ckynm S 3ajeqHo ca OBOM Tau-
KOM CaJD:KW U HEKy HeHy okosuHy 1 xa je Komwujea dymrmmja x(t,7,€) HEmpeRUIHO
mipepeHnjabuina Ha TOj OKOJIMHMU.

Kaxo je S(7, &) OTBOpEH UHTEPBAI, KOjU CAIPKU TauKe { U T, TO MOCTOJU 3aTBOPEH

unrepsadn [tg,t1] C S(7,€)), raras ma t,7 € (fg,t1). Ca

B(r,&2(:) = (&(t) — f(t,2(t)), z(1) = §),
JIe(pUHUIIEMO OIEePATOP
F(r,&2(-)): G x D — Cylto, t1] X R™,
rae je
D={z(-) € C,ll[to,tl] | (Vt € [to, t1]) (¢, z(t)) € G }.
Ha ocumoBy Teopema 1.2 u 1.3 MoxeMO 3akmpbyunTu Oa je omepaTop F' HETPEKMAHO
nmudepeniyjabunaH.

Ussoxn mo z(-) omeparopa F y taukn (7,&,Z(+)) mar je caexehiom dopmymom

Fyy (7, € 2(-Dh() = (h(t) = fo(t, 2(8))A(t), h(7)).

Osaj orpammdenn JumeapEM omepatop mpecimkasa npoctop Cl[tg,t1] y mpoctop
Crlto,t1] x R™. IHokasahiemo ma je OH Oujekuuja W caMUM THUM, IPEMa TEOPEMU O
OTBODEHOM TIpECIMKaBamy, na je mzomoppusam. Heka je (y(-),n) € Cyplto, t1] x R".
IoBomHO je ma nokazemo ga moctoju jemmuctserno h(-) € Cltg,t1], kKoje 3amoBomasa
jeIHAKOCT

Fu(y (7,6, 2()h() = (y(),m).
[Mocnenmwa jemqnaunua je eKBUBAJIEHTHA ca ciaeneiuM cucTeMoM
h(t) — fo(t, Z(t)h(t) = y(t), 3a cBako t € [to,t1],
hT) = 1.
Ogo je Komujes mpobieM ca nuuHeapHOM mudepeHnnjasHoM jemHaunuoMm. [Ipema mo-

3HATO] T€OPEMU U3 KIACUYHMX KypCeBa Ir(epeHIVjalHux je JHAUNHA, Taj Ipo0IeM uMa
JEIVHCTBEHO DENIEHkE.

[Tpema kIACUYHO] TEOPEMU O UMIUTANUTHO] GYHKIMjU, TOCTOje § > O 1 HEMPERUIHO
madepermujabunna Gyrsmja (T, €) : B(7,8) x B(£,0) — Cl[to,t1], Taxsu na je

F(7,&,2(7,€)) =0, 3a cBaxo (7,€) € B(7,6) x B(£,0).
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Nmajyhu v Buny xaxo je medurucan oneparop F', mocremmy jeoHAKOCT MOKEMO A
CBEIEMO Ha

(1, &) (t) — f(t,z(7,€)(t)) =0, 3a cBako t € [to, t1],
.Z'(T, g)(T) - 6 =0,

3a csako (7,&) € B(7,0) x B(&,0). Harue, x(7,&) je pememe Komujesor npobiema
(1), (2). 3aro je
a(1,€)(t) = x(t,7,€), 3a cparo (t,7,€) € [to, 1] x B(7,0) x B(, ).

Omasze moGujamo ma je orsopenn ckym (tg,t1) X B(7,8) x B(&,0) canpman y S u
na je Komujesa dpyuxuuja x(t, 7,£) = ev(x(7,£),t) Henpexkuauo mudpepenuujaduina Ha
TOM CKyIy. W

Octaje na ce nahy maprumjanau nssomu Komujese ¢pyurumje x(t, 7, &) mo cBe Tpu
HEHE TIPOMEHJLUBE. Y HADENHOM UYNAHKYy Oulie M3JI0KEHO KAKO Ce TO Paji.
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