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ODRE�IVAǋE NAJKRA�IH RASTOJAǋA U GRAFU

Graf je struktura koja mo¼e biti korisna za predstavǉaǌe slo¼enih siste-
ma veze. To mogu da budu:

• raqunarska mre¼a;

• skup stranica Interneta i ǌihove me±usobne veze;

• mre¼a puteva koja povezuje gradove neke dr¼ave ili kontinenta;

• vodovodna mre¼a;

• elektro-mre¼a;

• bioloxki sistemi.

U ovom tekstu ²emo upoznati osnovne pojmove i grafovske algoritme kroz
primenu u odre±ivaǌu najkra²ih rastojaǌa izme±u gradova.

Problem odre±ivaǌa najkra²ih puteva izme±u gradova kada je du¼inama
zadata mre¼a direktnih puteva, mo¼e se modelirati odre±ivaǌem najkra²ih ra-
stojaǌa u te¼inskom grafu G(V, E) gde je V skup qvorova grafa (skup gradova),
a E binarna relacija nad skupom V . Dva qvora grafa i i j su u relaciji akko po-
stoji grana izme±u ǌih. Te¼ina grane grafa e[i, j] je rastojaǌe izme±u qvorova
i i j koji odre±uju tu granu (rastojaǌe izme±u gradova).

Graf se zadaje matricom direktnih rastojaǌa D:

(1) d[i, j] =





0, ako i = j,

e[i, j], ako i 6= j ∧ (i, j) ∈ E,

∞, ako i 6= j ∧ (i, j) /∈ E.

Za ovako zadati graf treba odrediti najkra²a rastojaǌa izme±u svih gradova
(Flojdov algoritam) ili od jednog do svih ostalih (Dijkstrin algoritam), kao
i puteve kojima se posti¼u najkra²a rastojaǌa. Najkra²e rastojaǌe izme±u dva
qvora (grada) nije uvek direktno ve² mo¼e da bude preko nekih drugih qvorova
(gradova).

Flojdov algoritam

Najkra²e rastojaǌe izme±u svih gradova mo¼e se pamtiti u matrici. Ako
ulaznu matricu direktnih puteva (d[i, j]) ne treba quvati, onda se ona koristi



Odre±ivaǌe najkra²ih rastojaǌa u grafu 39

u te svrhe. Za rekonstrukciju najkra²ih puteva formira se matrica neposre-
dnih prethodnika svakog qvora na najkra²em putu. Poqetne vrednosti matrice
neposrednih prethodnika qvora j su:

(2) t[i, j] =
{

0, ako i = j ∨ d[i, j] = ∞,

i, ako i 6= j ∧ d[i, j] < ∞.

U Flojdovom algoritmu se za svaki qvor k prolazi kroz sve parove qvorova
i i j i ako je dotadaxǌe rastojaǌe izme±u i i j ve²e od zbira rastojaǌa od i
do k i od k do j, onda se u d[i, j] postavǉa vrednost d[i, k] + d[k, j]; uz to se u
t[i, j] pamti qvor k preko koga se skra²uje rastojaǌe do j. Vremenska slo¼enost
algoritma je reda O(n3).

procedure floyd;

var i,j,k:integer;

begin

for k:=1 to n do

for i:=1 to n do

for j:=1 to n do

if d[i,j] > d[i,k]+d[k,j] then

begin

d[i,j]:=d[i,k]+d[k,j];

t[i,j]:=k;

end;

end;

Zadatak 1. Graf je zadat tekstualnom datotekom floyd.in, u qijem se
prvom redu nalazi broj n koji predstavǉa broj qvorova grafa, a u slede²ih n
redova po n brojeva. U i + 1-om redu se nalaze rastojaǌa od i-tog qvora do svih
ostalih. Na j-toj poziciji u tom redu zadaje se du¼ina direktnog puta od i do j.
Ako direktan put ne postoji ili ako je i = j, onda je na j-oj poziciji 0. U
posledǌem redu datoteke data su dva broja, od kojih prvi predstavǉa redni broj
poqetnog qvora, u oznaci poc, a drugi ciǉnog qvora, u oznaci kraj. Ako graf
modelira mre¼u puteva, na²i matricu najkra²ih puteva, a zatim rekonstruisati
put od grada poc do grada kraj i xtampati ǌegovu du¼inu.

Rexeǌe. (program floyd algoritam)
Procedurom unos se iz prvog reda datoteke floyd.in proqita jedan broj i

dodeli promenǉivoj n (broj gradova). Iz slede²ih n redova se proqita po n
brojeva i od ǌih se formira matrica direktnih puteva d[i, j]. Ako je (d[i, j] = 0)
and (i <> j), onda se realizuje dodela d[i, j] := maxint/2. Ovakvim dodeǉivaǌem
se onemogu²ava prekoraqeǌe opsega za tip integer pri izvrxavaǌu naredbe
d[i, j] := d[i, k] + d[k, j]. Poqetne vrednosti za t[i, j] su po formuli (2). Iz
posledǌeg reda datoteke se prvi broj dodeǉuje promenǉivoj poc, a drugi pro-
menǉivoj kraj.

Procedurom ispis matrice upisuje se u datoteku floyd.out matrica naj-
kra²ih puteva.
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Rekurzivna procedura put(i,j:integer) xtampa poruku da put ne posto-
ji ako je t[i, j] = 0, inaqe na stek stavǉa poziv put(i,t[i,j]) sve dok nije
i = j. Kad je i = j, xtampa se i, procedura put[i,i] skida sa steka, izvrxavaju
procedure sa steka od naredbe koja je na redu, a za sve ǌih na redu je naredba
write(j). Kako se procedure sa steka izvrxavaju obrnutim redom od stavǉaǌa
na stek, to ²e redosled ispisivaǌa gradova i²i redom od i do j, odnosno od
grada poc do grada kraj.

Glavni program poziva procedure unos, floyd, ispis matrice, put i na
kraju ispisuje na ekranu du¼inu puta izme±u poqetnog (poc) i krajǌeg (kraj)
grada.

program floyd algoritam;

var

t,d:array[1..100,1..100]of integer;

k,n,poc,kraj:longint;

procedure unos;

var

f:text;

i,j:integer;

begin

assign(f,’floyd.in’);

reset(f);

readln(f,n);

for i:=1 to n do

begin

for j:=1 to n do

begin

read(f,d[i,j]);

if (i<>j) and (d[i,j]=0) then

d[i,j]:=maxint div 2;

if (i=j) or (d[i,j]=maxint div 2)

then t[i,j]:=0 else t[i,j]:=i;

end;

readln(f);

end;

readln(f,poc,kraj);

close(f);

end;

procedure floyd;

var

i,j,k:integer;

begin

for k:=1 to n do

for i:=1 to n do
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for j:=1 to n do

if d[i,j] > d[i,k]+d[k,j] then

begin

d[i,j]:=d[i,k]+d[k,j]; t[i,j]:=k;

end;

end;

procedure ispis matrice;

var

f:text;

i,j:integer;

begin

assign(f,’floyd.out’); rewrite(f);

for i:=1 to n do

begin

for j:=1 to n do write(f,d[i,j],’ ’);

writeln(f);

end;

close(f);

end;

procedure put(i,j:integer);

begin

if (i=j)

then write(i,’ ’)

else

if t[i,j]=0

then writeln(’nema puta izmedju ’,i,’ i ’, j)

else

begin

put(i,t[i,j]);

write(j,’ ’);

end;

end;

begin

unos;

floyd;

ispis matrice; put(poc,kraj); writeln;

writeln(d[poc,kraj]);

end.

Sredixte grafa

Za graf G(V,E) ekscentriqnost qvora j je maksimum najkra²ih rastojaǌa
od svih ostalih qvorova u grafu:

(3) eksc(j) = max{ d[i, j] : i ∈ V }.
Sredixte grafa je qvor sa najmaǌim ekscentricitetom.



42 Z. Vasiǉevi²

Zadatak 2. Graf je zadat kao u zadatku 1. Napisati program za odre±ivaǌe
sredixta grafa.

Rexeǌe. (program sredgraf)

Flojdovim algoritmom se odredi matrica d[i, j] najkra²ih rastojaǌa, zatim
se odredi niz ek[j] maksimuma ove matrice po kolonama, i na kraju, indeks
minimuma niza ek[j] predstavǉa qvor koji je sredixte grafa G(V,E). Ovim
zadatkom mogu²e je odre±ivaǌe najpogodnije lokacije u gradu, na primer, za
porodilixte.

program sredgraf;

var d:array[1..100,1..100]of integer;

ek:array[1..100]of integer;

k,n:longint;

procedure unos;

var f:text;

i,j:integer;

begin

assign(f,’floyd.in’);reset(f);

readln(f,n);

for i:=1 to n do

begin

for j:=1 to n do

begin

read(f,d[i,j]);

if (i<>j) and (d[i,j]=0) then

d[i,j]:=maxint div 2;

end;

readln(f);

end;

close(f);

end;

procedure floyd;

var i,j,k:integer;

begin

for k:=1 to n do

for i:=1 to n do

for j:=1 to n do

if d[i,j] > d[i,k]+d[k,j] then

d[i,j]:=d[i,k]+d[k,j];

end;

procedure srediste;

var i,j,max,min,sred:integer;

begin

for j:=1 to n do

begin
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max:=d[1,j];

for i:=2 to n do

if d[i,j]>max then max:=d[i,j];

ek[j]:=max;

end;

min:=ek[1];sred:=1;

for j:=2 to n do

if ek[j]<min then

begin

min:=ek[j];sred:=j;

end;

writeln(’srediste grafa je:’,sred);

writeln(’poluprecnik:’,min);

end;

begin

unos;

floyd;

srediste;

end.

Odre�ivaǌe najkra�ih rastojaǌa od jednog qvora do svih ostalih

Odre±ivaǌe najkra²ih puteva od jednog grada do svih ostalih, kada je du-
¼inama zadata mre¼a direktnih puteva, mo¼e se modelirati odre±ivaǌem naj-
kra²ih rastojaǌa u te¼inskom grafu G(V, E) od jednog qvora do svih ostalih.

Graf se zadaje matricom direktnih rastojaǌa D po formuli (1), isto kao
kod Flojdovog algoritma.

U rexeǌu se koristi Dijkstrin algoritam.

Dijkstrin algoritam
Da bi se odredilo rastojaǌe od qvora 1 do svih ostalih, poqetne vrednosti

rastojaǌa od qvora 1 dodeǉuju se iz matrice direktnih rastojaǌa. U skup S,
skup qvorova za koje je odre±eno konaqno najkra²e rastojaǌe, ukǉuquje se 1.
Zatim se n− 1 put odrade dva cikliqna posla:

1. Odredi qvor ik sa najmaǌim rastojaǌem od qvora 1, a zatim se iz skupa
V − S prebaci u skup S.

2. Za svaki qvor i iz V −S, kod koga je teku²e rastojaǌe od 1 ve²e od zbira ra-
stojaǌa od 1 do ik i od ik do i, teku²e rastojaǌe se zameni zbirom pomenutih
rastojaǌa. Dosadaxǌi prethodnik za i zameni se sa ik.

Algoritam je vremenske slo¼enosti reda O(n2).
Opis procedure Dijkstra:

- n je broj qvorova;

- d[i, j] je matrica direktnih rastojaǌa;
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- o je niz koji pokazuje da li je za neki qvor na±eno najkra²e rastojaǌe od
poqetnog qvora. Qlan niza o[i] ima vrednost true ako je i-ti qvor obra±en (pod
pojmom obra�en podrazumeva se da je za ǌega odre±eno najkra²e rastojaǌe od
qvora 1); u suprotnom vrednost o[i] je false.

- r[i] je qlan niza r qija je vrednost najkra²e rastojaǌe od qvora 1 do qvora i;

- t[i] je qvor prethodnik qvoru i na najkra²em putu od 1 do i.

Qvor 1 se oznaqi obra±enim (o[1]:=true;) a ǌegov prethodnik neposto-
je²im (t[1]:=0;). Prva for petǉa prolazi qvorove od 2 do n i u ǌoj se inici-
jalizuju dva niza r[i] i t[i]. Elementi niza r[i] dobijaju potencijalno najkra²a
rastojaǌa, vrednosti direktnih rastojaǌa od qvora 1 do qvora i iz matrice
D(r[i] := d[1, i]; ). Elementi t[i] za poqetnu vrednost prethodnika od i imaju vre-
dnost 1 (prethodnik je prvi qvor) ako postoji direktan put od 1 do i, inaqe im
je vrednost 0. Ovaj niz omogu²ava rekonstrukciju najkra²eg puta.

U for petǉi po k, koja sadr¼i dve for petǉe po i, u svakoj od n−1 iteracije
se prvom for petǉom odre±uje redni broj ik minimalnog elementa niza r[i], iz-
me±u neobra±enih qvorova i taj qvor (ik) se dodelom o[ik]:=true; proglaxava
obra±enim. Druga for petǉa po i popravǉa, ako je mogu²e, minimalna rastojaǌa
neobra±enih qvorova r[i] uz presedaǌe preko ik i u odgovaraju²em qlanu niza t[i]
pamti taj qvor (ik). Naime, ako je za neki od neobra±enih qvorova (i) dosadaxǌe
rastojaǌe r[i] ve²e od zbira rastojaǌa posledǌeg obra±enog qvora (r[ik]) od 1 i
direktnog rastojaǌa od ik do i, onda se promeni vrednost za r[i] := r[ik] + d[ik, i]
i zapamti da je prethodnik od i qvor ik (t[i] := ik).

Rezultat ove procedure su najkra²a rastojaǌa od qvora 1 do svih ostalih
qvorova, zapam²ena u nizu r[i] i prethodnik svakog qvora na najkra²em putu u
t[i].

procedure dijkstra;

var i,k,ik,min:integer;

begin

o[1]:=true;t[1]:=0;

for i:=2 to n do

begin

r[i]:=d[1,i]; o[i]=false

if r[i]=maxint div 2

then t[i]:=0

else t[i]:=1;

end;

for k:=1 to n-1 do

begin

min:=maxint;

for i:=2 to n do

if (r[i] < min)and(not o[i]) then

begin

min:=r[i];ik:=i;
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end;

o[ik]:=true;

for i:=2 to n do

if (r[i]>r[ik]+d[ik,i])and(not o[i]) then

begin

r[i]:=r[ik]+d[ik,i];t[i]:=ik;

end;

end;

end;

Primer 1. Za graf na slici opis rada Dijkstrinog algoritma ilustruje
se tablicom.

Zadatak 3. Graf je zadat tekstualnom datotekom dijk.in, u qijem se prvom
redu nalazi broj n koji predstavǉa broj qvorova grafa, a u slede²ih n redova po
n brojeva. U i + 1-tom redu se nalaze rastojaǌa od i-tog qvora do svih ostalih.
Na j-toj poziciji u tom redu zadaje se du¼ina direktnog puta od i do j. Ako
direktan put ne postoji ili ako je i = j, onda je na j-toj poziciji 0. U posledǌem
redu datoteke dat je broj ciǉnog qvora, u oznaci kraj. Ako graf modelira
mre¼u puteva, na²i niz najkra²ih puteva od grada 1 do svih ostalih, zatim
rekonstruisati put od grada 1 do grada kraj i xtampati ǌegovu du¼inu.
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Rexeǌe. (program dijkstra algoritam)

Procedurom unos iz datoteke dijk.in se dodeǉuju vrednosti elementima
matrice direktnih rastojaǌa i promenǉivoj kraj.

Dijkstrina procedura je prema prethodno datom opisu.

Procedura ispis niza je trivijalna.

Procedura put ispisuje qvorove od kraja do poqetka.

U programu se pozivaju redom procedure:
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• unos;

• dijkstra odre±uje nizove r[i] i t[i];
• ispis niza ispisuje niz najkra²ih rastojaǌa qvorova od qvora 1 (r[i]);
• put ispisuje unazad qvorove na najkra²em putu od 1 do kraj.

Na kraju se u programu ispisuje du¼ina najkra²eg puta od qvora 1 do qvora
kraj.

Nala¼eǌe najkra²eg puta izme±u dva qvora poc i kraj svodi se na modifiko-
van Dijkstrin algoritam. Za poqetni qvor se uzima poc i procedura se prekida
onog trenutka kad se qvor kraj ukǉuqi u skup S (o[kraj]:=true). Algoritam
je vremenske slo¼enosti reda O(n2).

Dijkstrin algoritam se mo¼e koristiti za odre±ivaǌe najkra²ih puteva
izme±u svih qvorova grafa, tako xto se formira matrica najkra²ih rastojaǌa
dodavaǌem jedne spoǉaxǌe petǉe koja meǌa polazne qvorove grafa. Vremenska
slo¼enost tog algoritma je reda O(n3).
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