HACTABA MATEMATUVEKE HA $ARYJITETUMA

Ip Bosxunap Jopanosuh

IIITA CY TO IIOTIIYHO MHTEI'PABMJIHAN
XAMWMJITOHOBU CUCTEMWN?

1. ¥YBon

PemaBame KOHKpETHUX MEXAHUYKAX U aCTPOHOMCKUX MpoOieMa je Omo jemam on
OCHOBHUX 3aJlaTaka MaTeMaTWuKe N0 moderka XX Beka. Fbume cy ce uameby ocranux
6asuiu Ojnep, Jlapramwk, Xamunron, A6en, Jakobu, Kosamescka, Yannurus, Ioen-
kape. Behuna nmpobsema Huje pemmBa. 3aTO je NIPOHAIAKEIHE PEIIMBUX CUCTEMA U
BIXO0BA AHANN3A O] M3Y3E€THOI 3HAYAja.

[ToueBum ox mpyre momoBure XX BeKa MOJA3U N0 BEJIUKOT IPOIOPA Y UCTPAKU-
Bamy UM Iajy Ce OCHOBE CaBpPEMEHE TeOopuje MHTerpadmiHux cucreMa. MHOTH Beluku
maremarndapu nomyT Jlakca, HoBurosa, Aprommna, Mozepa, Mambopna, ly6posu-
Ha, KosmoBa, mamu cy CBOj DONPUHOC Pa3BOjy Teopuje, Koja y cebu MmoBe3yje JIEmoTy
KJIACAYHE MEXaHVWKe U IU(EPEHIjaJHAX jeIHAUNHA Ca aldre0apcKoM, CUMIIIEKTUYKOM
7 qudepeHnujaIHoM reoMeTpujoM, TeopujoM JlujeBux rpyna u aarebpu.

Ilnm oBor umaHka je Ja ce YUTAONM YNMO3HAjy Ca OCHOBHUM IIOjMOBUMA TEOPUje
nHTErpabunHrX cucreMa. MHOIM MexaHMUKM M DU3WUKM CHCTeMU ce Momenyjy Xa-
MUAMOHOBUM jeOHavuHaMma. YBoDeme jenHaumua MoTuBucahemo jemHuM of Hajje-
JHOCTABHUjUX NIPOOIEMA — TAPMONUJCKUM OCUUAAGMOPOM U CACTEMOM 7 HE3ABUCHUX
XapMOHHMjCKUX ocrmnaropa (ceknuja 2). Jeanauume XapMOHMjCKOT OCHMAIATODA, KAO
JMHEeapHe, JAKO Ce PemaBajy U Pellera CUCTEMa Ce U3PaKaBajy Kao TPUTOHOMETDPU)-
cke Oymrmmje BpeMmena (ceknuja 3). IluHaAMuRa ce nUHeapU3yje HA WHBAPUjAHTHUM
HOBPIIMMA KOje MPEACTaBIba]y IPOM3BO KPYRHALA (MOpYycuma).

[lokasyje ce ma 1 MHOTO CIOKEHUjU XaMUJITOHOBU IPOOIEMU, YKOIUKO UMAjy IO~
BOJbaH ODPOj MHTErpaia KpeTama, KOju ce y GU3UIM HA3UBAjY U 3aKOHU OADKAA, UMA]y
CJIMYHO KBAJUTATUBHO MOHAIAMKe. 1o je canpxkaj Juysua-Apromdose meopeme Kojy
6e3 mokasa HaBOIMMO y ceknuju 5. Y cexmuju 4 nedurucana je Iyaconosa 3azpada.
To je Beoma BaskHA MeOMETPUjCKa CTPYKTYypa Koja OMOryhaBa na ce y IPOydaBamy
XaMUITOHOBUX CUCTEMA KOPUCTE AHAJIUTUUKE, ajrebapCke u reOMEeTPUjCKe METOE.

Pan je manucan y oxBupy mpojexta 144014 I'eomerpuja u Tomosoruja, MHOTOCTPYKOCTH U HHTETDa-
OnnEn muHamuuky cucreMu, Munucrapesa 3a mayky Cpouje. 3axsamyjem ce Bopucaasy Majuhy, Bummn
JoBanosuh, bopbhy Bapamnhy u parany Biarojesnhy Ha KopucHUM npuMendaMa.

Ayrop je noburruk Harpazne Ha 12. Cpunckom MaremaTwyaroM korrpecy, Hosu Cax 2008, xao Hajbomun
MiIau MareMaTnyap (o 40 rogusa).
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2. XaMMUJ/ITOHOBE jeaHauuHe

2.1. Jom y cpenmoj IMKOJM CMO HAYYNIN Ja C€ KPeTame MaTepUjaJHE TauKe
Mace m IOJ yTuuajeM cune obauka —aq , a > 0, TIe je ¢ OTKIOH O PaBHOTEXHOT IIO-
noxkaja ¢ = 0 (Ha npuMep, KpeTame MATepUjalHe TAUKe Be3aHe 3a eJNACTUUHY ONPYTY
KOe(QUIjeHTa eJACTUYHOTH @, WU MAAE OCUUAQUUJE MATEMATUIKOT KIATHA jeIUHU-
YHE Ny:KWHE, THEe je ¢ OTKIOH OXl PABHOTEXKOT IMOJIOKAja, M Maca MaTepUjaJHE TauKe
U @ = mg cuna 3eMIbUHe Texe) OMUCYyje jenHaunHaMa:

mj = —agq. (1)

1 a
YBobemem npomenmuse p = mq (mvmyiaca) u pymxmmje h(q,p) = —p? + =¢>

2m 2
(30Mp KUHETHUKE M NOTEHUUjalHEe eHepruje cucTeMa) jemHaumma npyror pexa (1) mo-
6uja 06K cuCTeMA jeQHAUMHA IPBOT peia y mpocTopy RZ (g,p):
p _ Oh . oh

i= =g P="w=-7%- (2)

]*fﬂ\/\/\m. BVVYY cee | MG

Cu. 1. CucreM N HE3aBUCHUX €JTACTUYHUX omnpyra.

[MocmarpajMo cana CUCTEM OJ1 N HE3ABUCHUX XaPMOHUJCKUX Ocnunaropa (Ha mpu-
Mep CHCTEM Of T eracThyHumx ompyra). Kao u mamompe, y mpoctopy R*"(g,p) =

R? (g1, qn:D1,- - - Pn) jeAHAUMEE KDETAEA MOKEMO HAIMCATH y OOJIMKY:
pi _ Oh . oh ,
-:7:7, L= = = — — Z:]_,...n 3
= = o Pi 6= 50 ) ()

. u 1 a .
(a; > 0), roe dpynrumja h(q,p) = > <2mpl2 + 22q12) IpeaCTaB/ba YKYIHY €HePrujy
i=1 i

MEXaHUYKOI' CuCTeMa.

2.2. Cucrem jemnaumna

oh oh
==, )y = ——, i=1,....n 4
q; ap; Di E ( )
neuEucannx y mekoj obnacru U mpocropa R*™(qy,...,qn,P1s- ., Pn) HA3UBAJY CE
Xamuamonosum jeoHavwunama, dyurimmja h ce masuBa XamuamowujaM, NOK ce
obmacrt U HasmBa ¢asnu npocmop cucrema. YBobemen mpoMeHLUBE T =
(G1s-+sGn,D1y - -, Pn) 1 XaMUATNOHOB02Z B8EKMOPCKOZ NOMDA
oh oh oh oh
Koo (2, 00 B b .
op1 opn” Oq dan

jemmaunne (4) sammcyjemo & = Xp(z).
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2.3. IloxceTuMo ce HEKMX OCHOBHUX IIOjMOBA M3 T€ODPUje OOMUHUX AU(epeHI]ja-
HuX jemHaumHa. Heka cy y obmactu U C RY sanare jemHaAYMHA

i=X(z). (6)

Osge je ¢ = (z1,...,24) Tauka w3 U a X = (Xy(x),..., X4(x)) raarko BEKTOPCKO
nosme HA U. Ilo Teopemum O er3ucTeHNM]M M jeIMHCTBEHOCTH PEIIEHA, KPO3 CBAKY
rauky 20 w3 M mpomasu jemuEcTBEHO permeme x(t), Takso ma je x(tg) = 2°. Ilox
unmezpadbuarowhy jenHaunua, y HajIupeM KOHTEKCTY IOApa3yMeBa ce MOrynHOCT
IPOHAJIAKEHA U CAMO MPOHANAKEHE Dellena jeaHaunta 2 (t) 3a OIITH IOUETHY YCIOB
x(ty) = 2°.

Y pemaBamy jeqHAUUHA BasKHy YJIOIY UI'Pajy WHTErpau Kperama. Pymruuje f
je unmezpas jenmaunne (6) yKOTUKO je KOHTAHTHA oy cBuX pemema x(t): f(x(t)) =
const. JacHo je ma je f wHTerpas ako M caMoO ako je m3BOA (GyHKmuje f y mpasiy
BEKTOPCKOT H0Jba X WAECHTUUKY jeTHAK HYJIU:

d . of _
X(f) 1;XZ8:£1- =0.

[leomerpujcku, TO 3HAUM Ja YKOJUKO Y jeTHOM TPEHYTKY BPEMEHA TPajeKTOpUja
z(t) mpunazna ckyny M, : f(z) = ¢, ma taza ona u aexku yuyrap M.. Yromuko je
mapepennujan uarerpata df pasmauuur on myme Ha M., tama je M, riatka MOBpIIL.
Berropu X, ramrupajy M. 3a cBako x € M.,.

Cu. 2. VaBapujantHa mOBpII Cu. 3. PacnojaBame (pa3HOr mpoCTOpa HA MHBAPUjAHTHE TOPYCE

Yromuko jennaunue (6) uMajy | GyHKIMOHAIHO HE3ABUCHUX UHTETPAJA KPETAMmA,
npobieM ce pelyKyje Ha pelaBame Cy:KEeHOT cucTeMa Ha (3a OMITe BPEeIHOCTH mapa-
merapa ¢ = (c1,...,¢)) uaBapujautaoj (d — l)-nuMen3uono] raatkoj nospmu M, :
fi(z) = c,..., fr(x) = ¢. Jacuo je ma mocrojame d — 1 mHTErpasa MOBIAYM Delma-
Bame ommrer cucrema (6).

Kao mro fiemo yckopo Bumeru, y OKBUpy Teopuje XaMUITOHOBUX CHCTEMA 38 pe-
wasame jenHaunta (4) morpebHo je ,camo“ n uaTerpana kperama. llraBume, Gazau
IPOCTOP TMOTIYHO MHTErPabUIHOr XAMUITOHOBOT CHCTEMa MMa BeoMa (UHY CTPYKTY-
py: OH je, CKOPO CBy[Ia, PACIOjeH Ha MHBAPUjaHTHE N-IXMEH3MOHE TOPyCe Ha KOjuMa
ce MUHAMUKA JUHEeapu3syje.

Cerumo ce na je n-mumensuoru mopyc T" IUPEKTHH TPOU3BOA N KPY/KHUIA:
T" = S! x --- x S1. Hera cy (p1,...,¢,) KOOpIEHATE BEKTOPCKOT mpoctopa R
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Tama mvamo mpupoaso npecmukasame 7 : R" — T, 7(p) = ¢ (mod 27), rzme je
je @i (mod 27) yraosHa KoOpAMHATA Ha i-TOj KpyskHumm. llpecaukaBame 7 je na
71 27 NepUOJUYHO IO CBAKOj KOODAMHATH. TakKo TOPYC MOKEMO 3aMUCIATH U Kao
n-mumensuony kouky [0,27]" C R"(p1,...,¢,) Ha K0jOj Cy Tauke ca KOODAMHATA-
Ma (Splw~'190i7170a§0i+17'”v(pn) u (@11'~'7§0i7171790i+17”~a50n)7 i= ].,...,TL, Tj‘
HACIpAMHE CTPaHe KOIKe, MACHTU(YUKOBAHE.

¥2
Jluneapro kpemamwe Ha TOPYCY je MPOjEK-
[1ja IpaBe MPECIUKABABEM TT:

/ | o(t) = ¢° + wt
VAREY = (7)

I = i) =) +wit, i=1,...,n

2n

i TaxBo kperame ce HA3WBA U YCAOBHO-NEPUO-
?; QUYHUM WA Kea3u-nepuoduynum. bBpojeBu
w1, ...,wy Ce HA3UBAJY fpexasenyuje.

4 2

Cu. 4. Y CIOBHO-IEPUONYHO KPETAHE

2.4. TlornyHo mHTErpadbMiIH XAaMUJITOHOBM CUCTEMHU Cy BeoMa peTku. Mokemo
caobonmo pehu ma yroaumko m3abepeMo ciaydajaH XaMUITOHUjaH ma he oaroBapajy-
he Xamuaronose jemnauvne Outu HemHTerpabuane. Wnak, no Koamoropos-Apuosr-
Moszeposoj (KAM) TeopeMu yKOIMKO MMaMO MOTIYHO MHTErPACWJIHK CHACTEM Ca Xa-
MunTOHUjaHOM hg(x) u u3spmumo neprypbamujy h(x) = ho(z) + ehq(x), Tama he n
XamuaTonos cucrem ca XamunronujanoM h(z) saxpsxkaru onpebene ocobune noTmyHo
unrerpabumnsor cucrema (y3 ogpehene nomyHCKe ycioBe Ha (PEKBEHIU]e KPETamha U 3a
JOBOJLHO Maule BpenHocTu napaMerpa €). Hauve onpeben Gpoj Topyca ,npeskuBibaBa
neprypbammjy [Ap].

Ha mpumep, mocmarpajmo Ham CyHUEB CHUCTEM ¥ 3aMUCIUMO Ja Ce CACTOjU CAMO
on CyHIla Koje je HEIOKPETHO U OcaM IIaHeTa. ¥ KONUKO 3aHeMapuMo MelhycobHo nej-
CTBO TJIAHETA, U3 TPABUTAIMOHOT IpuBiavemha CyHIA M CBake MIIAHETE T0jeUMHAYHO,
KemnepoBu 3akonu Ham najy na he ce kperame miIaHeTa, YKOIUKO je OIPAHUYEHO, OJ-
BUjaTy IO enumncama uuja je jemaa on sxwxka Cynne. To je montmyHO mHTErpabuias
CHCTEM U UMaMO PaciojaBme (a3HOr MPOCTOpPa Ha TOpyce auMeHsuje 8. Y peasHOCTH,
7 mwianere ce MehycoOHO mpuBiade, mMTO OAroBapa meprypbamuju cucrema. Jobu-
jaMo cuCcTeM jemHAUMHA KOju je HemHTerpabuiaan. MoskeMo ampOKCUMUPATUA KPEeTame
IaHeTa eJIUICaMa, ajdl AyTOPOUHO He MOMKEMO NMPEABUAUTH IWHAMUKY, YaK U TOIUKO
yunpomheror Monena CyHUEBOT CHCTEMA.

3. PemaBame xapMOHIjCKOr OocIuaTopa

3.1. Jemnauuna (2) ce jemHocraBHO pemasa. Jlako ce npoBepaBa J1a je eHepruja
h mHTErpaj Kperama:

a

d 1.
—h(q,p) = 5—2pp + 5

1 1
24 = —apq — —apq = 0.
pr 5 94 = —apq — —apq
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Mpumermvo na jenmaunsa h(q,p) = F, 3a E > 0 3amaje emancy £z v R*(¢q,p). Ha
equncu g yBeAUMO YTIOBHY KoopmuHaty ¢ (mod 27) dopmymnama

q=\/2E/acos(p), p=—V2Emsin(yp). (8)

U3 jemnauuna kperama (2) nobujamo ¢ = y/a/m. Opnarie, HHTErPALK]OM U3BOAUMO
mobpo mo3HATE U3pase

q(t) = /2E /a cos (\/a/mt + 900) . p(t) = —V2Emsin (\/a/mt + <p0) .

Komcranre E > 0 u ¥ € [0,27) oapebyjemo m3 mouernmx yeaosa (q(to), p(to)).
[ouerru ycnos (q(to), p(to)) = (0,0) 3amaje pasromexmcHu nosoxcaj cucmema, Ha-
uMe Taja je pememe jemnocrasuo (¢(t),p(t)) = (0,0).

=3

(P.9)=

N

Cu. 5. ®a3Hu IPOCTOP XAPMOHU]CKOT OCIIIATOPA.

3.2. CucreMm (3) uMa 1 HE3ABUCHUX MHTErPAja KPETaba
1 5 a;, .
fila,p) = filgi, pi) = 2mipi T 54 i=1,...,n 9)
(eHepruja ¢-TOr XapMOHIjCKOI' OCLIAIATOPA) ¥ (Ha3HM IPOCTOP je PACIOjeH Ha UHBADU-
jaHTHE TOBPIIA

TE:{(qlv‘”inapla"'?pn) €R2n | fl :Elv"°7fn :En} (10)

Y ommreMm cirydajy, YKOJIUKO Cy cBe koHcTanTe F; Behie ox nyse tana je Ty jenHak
npoussony emuncu: Ty = Ep, X -+ X Ep,,, €, = {(¢,p:) | fi = E;} u npexncrasmpa
n-muMensuonn Topyc T". Ako je Heka onm KOHCTauTu F; jenHaka HyJIM KpeTame ce
OJBUja 10 TOPyCUMa Mame NUMEH3U]E.

YBemumo yrioBHe koopmuHate (@1, ..., ¢pn) HA TH dopMynama

qi = V2E;/a;cos(p;), pi=—+\/2E;m;sin(e;), i=1,...,n.

Jennauune (3) ce y yrioBHAM KOOpAMHATAMA JIUHEAPU3Y]Y

gbi:wi:\/ai/mi, ’L:L,TL (11)

Ommre pememe MOKEMO U3PA3UTU Y O6.J'II/II{yZ

q:(t) = \/2FE;/a; cos (wit—i— go?) , pi(t) = —v/2E;m; sin (wit—i— go?) ,i=1,...,n,
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rae u3 MoYeTHUX ycuaoBa oapebyjemo koucrante F; > 0 u ga? € [0,27). PaBHOTexRHM
[OJIOKA] CUCTEMA 331aT je YCIOBOM (1, ...y qnyP1y---sDn)|te = 0.

4. IlyacoHoBa cTpyKTypa

4.1. Kawnoncka Hyaconosa cmpyrmypa (nmu xarnoncxa Ilyaconosa sazpada) y
o6mactn U C R*" je mpecmurasame {-,-} : C°(U) x C®(U) — C>°(U), nedpurncano
U3pas’oM:

n of 0g Of Og
{f.g} = fo—fa )
i=1 0q; OP; Pi 04

Crernujainso, 3a KOOpINHATHE OYHKIH]E ¢;, P;j BAKE KAHOHCKE Peaayuje:

(13)

{Qi7Qj}:Oa {piapj}:()’ {qi,pj}:(;ija i7j:1""an'

CTAB 1. Ilyaconosa 3azpada je buAUREAPHO, KOCOCUMEMPUIHO NPECAUKAEAHE
(14), xoje sadosomasa Jlajbruyoso npasuso (15) xao u Jaxobujes udenmumem
(16):

{af+ﬂgvh}:a{fah}+ﬂ{gvh}v {fvg}:_{g7f}7 (14)

{fg,h} = flg,h} + g{f. h}, (15)

{fi{g, h}} +{h{f,9}} +{9,{h, [}} =0, a,fEeR, f,g,hGC”(U)'( )
16

CTAB 2. 3600 gynryuje f dyoc Xamuamonosoe sekmopcroz nowa (5) dam
je uspasom (koju ce mMoace KOPUCMUMU KaO exeusasenmua dedunuyuje Xamua-
mownosoz sexkmopckoz nona (5)): f = Xp(f) = {f,h}.

Hagenenu cras Ham omoryhasa na maMo aiarebapCKy KapaKTePUCTUKY WHTETDAJA
KpeTama.

CTAB 3. Pynuxyuja f je unmezpas cucmema (4) axo u camo axo Komymupa
ca h: {h, f} =0. Cneyujaaro, cam Xamuamorujan je urwmezpan kpemana.

Ouysame XaMmuaToHujana h Iyx pemema jemHaunse (4) y MeXaHUIM U (UMM
ce Ha3UBa U 3G4KOH 04Y8aRma enepauje.

Momohy JakoGujesor unenturera (16) u crasa 3, momasumo 1o TBphema:

CTAB 4. Ykoauro cy gynxyuje f u g unmezpasu xpemana Xamuamornogoe
cucmema (4), mada je mo u wuzosa Ilyaconosa szaepada {f,g}.

[Ipuvernmo na yroamko mHTErpanu f u g KOMyTHpajy, cTaB 4 HaM gaje TPUBHU-
jaman maTerpad. Mebhyrtum Tama mmamo jak reomerpujcku ycios: ¢yernuje h, f, g
Cy KOHCTaHTHE Oy XaMUJITOHOBUX BEKTOPCEHUX mosba Xp, Xy u X . Tako BekTOpCKa
noma X, Xy u X, Tanrupajy ueBapujasTee nospmu h = ci, f = c2, g = ca.

BEARBABE 1. [okazaru tBphema popmynuncana y 0BOM OIEJbKY.
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4.2. Kao mTo je m yobuuajeno y anreOpu, mmajyhu rixacy o0jekata ca ompe-
Derom omepamujom, mocMaTpajy ce u mpeciankaBama MeDy objekrrma Koju uyBajy Ty
olnepanujy.

Heka cy U u V oBGaactu yuyrap R?" ca rope nedrHrcanoM KaHOHCKOM Ilyaco-
HOBOM CTpyKTypoM. udeomopdusam ¥ : U — V1 je Ilyaconos usomopdusam, nim
KaHOMCKG mparcPopmayuje yromko ouysasa [lyacoHoBy 3arpany:

{foW,goW}={fg}, fgeC={V).

Jlako ce mokasyje ma je Tazaum ¥ ! : V — U kaHOHCKa TpaHChOpMammja, Kao I 1a je
KOMIIO3UINja KAHOHCKUX TpaHChopManyja, KaHOHCKa TPaHC(hOpMaImja.

Hexra je madpeomopdusam ¥ : U — V samar dymsmujama Q; = Q;(q,p), P; =
Pi(q,p), i =1,...,n. Tana je ¥ gaHOHCKa TPAHCYOPMALKjA AKO 1 CAMO aKO (yHKIHje
Qi, P; 3amoBomaBajy kaHoHCke peramuje: {Q;,Q;} =0, {F;, P} =0, {Q;, P} =
5ij'

Baskna ocobuHa KaHOHCKMX TpaHCHOpMAIMja je Aa UX YKOJUKO MOCMATPAMO Kao
IPOMEHY KOODIMHATA, Ha Taja XaMWITOHOBE jemHauuue (4) y HOBUM KOOpIMHATAMA

(Q, P) uyBajy cBoj 06uuk u riace
. OH . OH
i — A Pizfia .:la"'a ) 1
@=5p 20, i n (17)

rae je H(Q,P) = h(q(Q, P),p(Q, P)). Ilpn rome dpymxumje ¢ = ¢:(Q,P), pi =
pi(Q, P) mpencTasmbajy NHBEP3HY KaHOHCKY Tpanchopmumujy WL,

5. ITormyHa mHTErpabUIIHOCT

JemuocrasHo ce mposepasa na uHTerpanu (9) cucremMa n HE3ABUCHUX XAPMOHU]-
CKMX ocImiaTropa MehycobHO KoMyTHDAjy.

JeenHUIUIA 1. 3a Xamuaronos cucteM (4) KakeMo Aa je nomymo uHme-
2pabunan YKOIUKO TToceayje N GYHKIMOHAJIHO He3aBUCHUX MHTerpaja Koju MehycobHo
KOMYTHPA]y.

TEOPEMA 1. (JInysun-Apsomn [Ap|) Heka jeonauune (4) umajy n xomyma-
MUBHUT UHMe2Pana f1,..., fn:

{fi,fj}zo, i,j:l,...,n,
u neka je P. = {f1 =c1,..., fn = cn} uneapujanmna noepw. Axo je P. nosesana,
KOMNAKMHua, zaamra noepw (Oufepenyujany gynryuja fi,. .., fn cy nezasucru na
P.) mada je ona dufeomopdra n-dumensuorom mopycy T". Ilocmoju oxosuna
V 00 P, dugeomopdra npoussody n-oumensuornoz mopyca T™ u omeoperne aonme
B" ¢ R" u xanoncxa mpanchopmayuja U :V — V,

Pi :SOZ((LP) (mOd 27‘-)? Iz:IZ(Qap)7 1= 1,...,7’1,
I Cermvo ce na je madepenmujabuiro mpecankasame W : U — V (U, V C Rd)
yi = ¥i(z1,...,2q), i=1,...,d

madeomopuzan yroImko je oujexnuja u JakoOujan det(dy;/0x;) je pasmuamt ox HyIe.
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makea da Xamuamorujar h, y xoopounamama (¢ (mod 27),I) sasucu camo 00
I. Cxyn V 2 T" x B"™ je pacaojen na unsapujarmue n-oumeruore mopyce I; =
const Ha KOJuMa je QURAMUKG YCA0B8HO-NEPUOOUHa. Xamuamonose jeonauumne y
rxoopdunamanma (p,I) umajy obauk

. oh , Oh . .
@1:(.(]1(1):87[17,@774:&)“(1):87, IlZZIn:()

HAmOMEHA 1. Koopmunarte (@, I) HazuBajy ce KOOpAMHATAMA Y2a0-0€jCMEo.
Koopmunare mejcrBa ce Mory ompemuru maTerpanujoM dopme pdqg = pydqgy + -+ - +
Pn dg, TO OCHOBHUM MUKJIUMA 71, - ..,Yn TOpyca P., I; = i f% pdq (Bunetn [Ap]).
ITo Tome cy m nmobune Ha3uB KoopauHaTte nAejcTBa. Hamme y KIACUYHOj MeXaHUIU
je mosmHat npunyun wajmamee dejcmea (y Maneptjy-Ojnep-Jlarpamsk-Jakobujesoj
¢popmu): Tpajexropuje cucreMa (4) Koje neske Ha uHBapujaHTHO] noBpuu {h(g,p) =
E} cy ercTpemasie pyHRIMOHANA J€jCTBA

'7'—’/p1dQ1+"'+pndQn
Y

y kracu kpusux v C {h(q,p) = E} € R*"(q,p) ®oje moBesyjy mormpoctope {q =
¢°} N {h(g,p) = E} u {qg = ¢"} N {h(q,p) = E} [Ap].

HAIOEMHA 2. Ha ocuoBy Jluysui-ApHOI0BE TEOPEME BUAMMO A3 IPOGIIEM
uHTErpabuIHOCTH XaMUNTOHOBUX jenuaunna (4) y cefu canpsn nBa OCHOBHA HETPU-
BUjaJiHA 3aJaTKa: NpoHahM MOBOMAH OPOj MHTErpasa W eKCIIUIUTHO Hahu ommTe
pememe CUCTEMa Kao (YHKIW]Yy BpeMeHa. YKOJIUKO Ce M NOKAKE Na je HEKU CUCTEM
MOTIIYHO MHTErPAOMIIaH, CAMO HAJAKEHE PEIIEHha je BeOMa CIOKEHO.

Bparumo ce xapmonujckoM ocumiaropy (1). Topycu cy emunce Eg. Ha ocuosy
HamoMeHe 1, mpumenom ['puHoBe opmyie, nobujamMo m3pa3 3a KOOPIAUHATY NEjCTBA!

1 1 h
I:—f pdq:—/ dpdg=E\| 2= =h )2 =2,
21 Jep 2m Ju a a w

rze je IT o6mact y R*(g, p) orparndena emumncom Eg.

BEXRBAKE 2. Ilokazatu ga 3a rope gedunucany gpyrrnujy I u yrao nat u3pasom
(8), Baskm kamoncka permamuja {p, I} =1, 1j. ma cy (@, ) KoopauHaTe yrao-mejcTso.

5.1. Topyc ca ycaoBHO-mepuoanyHnM kpetameM (7) ce HA3UBA HepEe30HARMHUM
YKOIIMKO Cy (pPEKBEHIMje He3aBUCHE HAL IOJBEM DAIMOHAJHIX OpOjeBa, Tj. YKOIMKO U3
ycnoBa wiky + -+ - + wpky, = 0 cremu ma cy csu k; = 0.

Ha mepesoHaHTHMM TODYyCHMa KpeTame je PaBHOMEDPHO cByIa rycto. IIpenusnuje
Baxku caeneha reopema X. Bejua (mormemaru [Ap]):

TEOPEMA 2. Hexa je f : T" — R PumMan-unmezpaduing u HeKa Y wi, - - . ,Wn
He3a8UCHY Ha0 pauuoHasnum bpojesuma. Tada 3a ceary mauxy ¢° € T™ epanuya

S

1
lim = [ f(wt+¢%)dt
0

§—00 S
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nocmoju u jednara je ﬁ 027'r. ‘- Ozﬂ flo)der ... doy.

Crenujanso, npernoctaBuMo aa je f QyHKIUja Koja mMa BpenHocT 1 Ha 3XOpaaH-
MepsuBoj obsactu D C T™ u 0 Ban me. [Ipumenom Teopeme 2, nobujamo ma je Bpeme
Koje Tpajexropuja wt + ¢ mposomu ymyTap D mpomopmmonamro Mepu ckyma D. To
TOBOPU O PABHOMEDPHOCTU pacmopena Tpajekropuje Ha Topycy T".

[Mocmarpajmo topyce (10), rme cy mapamerpu F; > 0. IIpojekumja topyca Tk
ua npoctop R"(q1,...,qn) je kBanap Kg = {(q1,...,q,) € R"|0 < ¢; < E;, i =
1,...,n}. Ilo Bejnosoj Teopemu, y ciyuajy Hepe3OHAHTHUX (pPEKBEHIHMja, T0OUjaMo
na mpojexnuja tpajexkropuje (12):

q(t) = <\/2E1/a1 cos (wlt + 50(1)) yeoos V2B, [ay, cos (wnt + @2)) , teR

cByHa I'ycTo ucnymasa kBagap Kpg. Y cayuajy n = 2, kpuse (q1(t), g2(t)) Hasusajy
ce Jlucaxcyose guzype. Kanma je wy/wy pannonanan 6poj, OHe YMHE 3aTBOPEHE KPUBE
yHyTap IpaBoyraoHuka K.

i 0

Cn. 6. Jlucasyose ¢urype 3a wa/wi ¢ Q, wa/wi &~ 3/2 u wa/wi = 3/2.

5.2. 3a mame unMTame U IETabHUjEe YIO3HABALE CA OCHOBAMA TEOPUje MHTErpa-
OUIHUX CrCTeMa MPemopydyjeMo Kmury Mamemamuury Memoou MexanuKe, jeTHor
on majselinx maremarmuapa 20-tor Beka Buammvupa Apmomna [Ap]. Henasmo je
Ha CPICKOM je3uky m3garta moHorpaduja [IM] kojy takobe Tomno mpemopyuyjemo.
Iloka3 nuneapusanuje y Jluysui-ApromaoBoj Teopemu usioxkuhemo y unasky [Jol,
npensubeHOM 3a jeiHy O HapeaHUX cBe3aka Hacrase maremaruke.
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