
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dragoǉub Miloxevi�

UOPXTEǋE JEDNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI

U kǌizi [1] data je nejednakost za pozitivne brojeve x, y, z:

(1)
x

x + 2y + 2z
+

y

2x + y + 2z
+

z

2x + 2y + z
> 3

5
.

Ovde ²emo dati dva dokaza ǌene generalizacije

(2) M ≡ x

ax + y + z
+

y

x + ay + z
+

z

x + y + az
> 3

a + 2
,

gde je 0 < a < 1.
Dokaz 1. Ako uvedemo oznake A = ax+y+z, B = x+ay+z i C = x+y+az,

tada, posle sabiraǌa ovih jednakosti, imamo A + B + C = (a + 2)(x + y + z), tj.

x + y + z =
1

a + 2
(A + B + C). Sada je

x =
1

(1− a)(a + 2)
(B + C − (a + 1)A),

y =
1

(1− a)(a + 2)
(C + A− (a + 1)B),(3)

z =
1

(1− a)(a + 2)
(A + B − (a + 1)C).

Posle ove smene dobijamo

M =
1

(1− a)(a + 2)

(
B + C

A
+

C + A

B
+

A + B

C
− 3(a + 1)

)
,

xto je isto kao i

(4) M =
1

(1− a)(a + 2)

(
B

A
+

A

B
+

C

A
+

A

C
+

C

B
+

B

C
− 3a− 3

)
.

Na osnovu nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrijske sredine dva pozitivna

broja, imamo
B

A
+

A

B
> 2,

C

A
+

A

C
> 2 i

C

B
+

B

C
> 2, pa iz (4) sledi

M > 1
(1− a)(a + 2)

(2 + 2 + 2− 3− 3a) =
3

a + 2
,

0 < a < 1, xto je trebalo i dokazati.
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Napomena 1. Jednakost u (2) va¼i samo ako je x = y = z.

Napomena 2. Nejednakost (1) ekvivalentna je sa

x
1
2x + y + z

+
y

x + 1
2y + z

+
z

x + y + 1
2z

> 6
5
,

xto je specijalan sluqaj nejednakosti (2) za a = 1
2 .

Napomena 3. Analogno se dokazuje da za a > 1 va¼i M 6 3
a + 2

. Tada
koristimo varijantu smene (3):

x =
1

(a− 1)(a + 2)
((a + 1)A− (B + C)),

y =
1

(a− 1)(a + 2)
((a + 1)B − (C + A)),(3′)

z =
1

(a− 1)(a + 2)
((a + 1)C − (A + B)).

Za a = 1 je M = 1.
Dokaz 2. Za pozitivne brojeve x, y, z i realne brojeve a, b, c va¼i slede²a

nejednakost

(5)
a2

x
+

b2

y
+

c2

z
> (a + b + c)2

x + y + z
,

jer je ekvivalentna sa

(a2yz + b2zx + c2xy) > xyz(a + b + c)2,

tj. sa
x(bz − cy)2 + y(az − cx)2 + z(ay − bx)2 > 0,

xto je oqigledno taqno pri x, y, z > 0. Primenom nejednakosti (5) dobijamo

(6) M =
x2

x(ax + y + z)
+

y2

y(x + ay + z)
+

z2

z(x + y + az)
>

> (x + y + z)2

a(x2 + y2 + z2) + 2(xy + yz + zx)
.

Nejednakost

(7)
(x + y + z)2

a(x2 + y2 + z2) + 2(xy + yz + zx)
> 3

a + 2

ekvivalentna je sa

(a + 2)(x + y + z)2 − 3a(x2 + y2 + z2)− 6(xy + yz + zx) > 0,

odnosno sa
2(1− a)(x2 + y2 + z2) > 2(1− a)(xy + yz + zx),
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tj. sa

(8) (x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 > 0,

zbog 1− a > 0. Kako je nejednakost (8) uvek taqna, taqna je i nejednakost (7), pa

iz (6) sledi M > 3
a + 2

(a < a < 1), qime je dokaz 2 okonqan.

Napomena 4. Nejednakost (2) mo¼emo dokazati i koriste²i konveksnost
funkcije

(9) f(t) =
t

k + (a− 1)t
, (k = x + y + z),

gde je 0 < a < 1. Funkcija (9) je konkavna za a > 1, pa korix²eǌem te qiǌenice

mo¼emo dokazati da je M 6 3
a + 2

, (a > 1).

Napomena 5. (Redakcija) Nejednakost (2) je homogena, pa se mo¼e dokaza-
ti i pomo²u Mjurhedove teoreme (v. npr. Z. Kadelburg, D. §uki², M. Luki²,
I. Mati²: Nejednakosti, DMS, Beograd, 2003).
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OBAVEXTEǋA

UQEX�E PREDSTAVNIKA DMS NA SASTANCIMA
ME�UNARODNIH ASOCIJACIJA MATEMATIQARA

Sastanak predsednika druxtava matematiqara – qlanica Evropskog matema-
tiqkog druxtva (EMS) odr¼an je u Bukurextu sredinom aprila 2010. godine.
Sastankom je rukovodio Ari Laptev, predsednik EMS, a Druxtvo matematiqara
Srbije je predstavǉao Zoran Kadelburg.

Redovni godixǌi sastanak Matematiqke asocijacije Jugoistoqne Evrope
(MASSEE) odr¼an je u Atini krajem aprila 2010. godine Sastankom je rukovo-
dio Doru Stefanescu, predsednik MASSEE, a DMS je predstavǉao Arpad Takaqi,
profesor PMF iz Novog Sada.

Generalna skupxtina Svetske matematiqke unije (IMU) odr¼a²e se u Ban-
galoru (Indija) avgusta 2010. godine, neposredno uoqi Svetskog kongresa ma-
tematiqara u Hajderabadu. DMS ²e predstavǉati Mirjana �ori�, profesor
Matematiqkog fakulteta iz Beograda.


