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PITAGORINI TETRAEDRI

O Pitagorinim trojkama prirodnih brojeva vixe puta je pisano na strani-
cama ovog qasopisa. Dobro su poznate opxte formule pomo²u kojih se dobijaju
sve osnovne Pitagorine trojke.

Tako±e, poznato je da pod Heronovom trojkom podrazumevamo trojku priro-
dnih brojeva, takvu da trougao qije su to du¼ine stranica, ima tako±e celobrojnu
povrxinu. Jasno je da su Pitagorini trouglovi ujedno i Heronovi. Heronovi
trouglovi se mogu dobiti, na primer, spajaǌem ili odsecaǌem Pitagorinih tro-
uglova sa istom katetom. Ta kateta je visina Heronovog trougla. Primetimo da
postoje i Heronovi trouglovi bez celobrojnih visina, videti qlanak [3].

Raznostraniqan Heronov trougao koji nije pravougli nazivamo pravi He-
ronov trougao. Ukoliko su jox stranice uzajamno prosti brojevi, ka¼emo da
je takav Heronov trougao osnovni. Po analogiji se definixu prava i osnovna
Heronova trojka.

Ovde ²emo se najpre pozabaviti jednom osobinom Pitagorinih i Herono-
vih trouglova. Neka su data dva Pitagorina trougla trojkama svojih stranica
(a, b, c) i (a1, b1, c1). Postavimo pitaǌe postoji li takav par Pitagorinih trou-
glova za koje va¼i da je izraz b2 + b2

1 potpun kvadrat? Potvrdan odgovor ²emo
ilustrovati primerom.

Primer 1. Odrediti sve prave Heronove trouglove koji su nastali spa-
jaǌem dva Pitagorina trougla du¼ zajedniqke katete du¼ine 117.

Rexeǌe. Odredi²emo najpre sve Pitagorine trouglove sa katetom 117. Tom
problemu odgovara jednaqina z2 − y2 = 13689, odnosno (z − y)(z + y) = 34 · 132

iz koje dobijamo slede²e sisteme:

z + y = 13689 ∧ z − y = 1, z + y = 4563 ∧ z − y = 3, z + y = 1521 ∧ z − y = 9,

z + y = 1053 ∧ z − y = 13, z + y = 507 ∧ z − y = 27, z + y = 351 ∧ z − y = 39,

z + y = 169 ∧ z − y = 81.

Rexeǌima ovih sistema odgovara slede²ih 7 Pitagorinih trojki:

(117, 6844, 6845), (117, 2280, 2283), (117, 756, 765),

(117, 520, 533), (117, 240, 267), (117, 156, 195), (117, 44, 125).
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Ako spajamo po dva razliqita od navedenih trouglova du¼ zajedniqke katete
x = 117 kao na slici 1, dobija se 21 Heronov trougao sa stranicama y1 + y2, z1

i z2.
Za trougao (284, 125, 267) iz ove klase va¼i da je izraz y2

1 +y2
2 = 442+2402 =

59536 = 2442 jednak kvadratu prirodnog broja.
Definicija 1. Osnovni Heronov trougao, kod koga je zbir kvadrata od-

seqaka visine na odgovaraju²oj stranici kvadrat prirodnog broja, zva²emo re-
gularan Heronov trougao. Visinu koja zadovoǉava prethodni uslov nazovimo
glavnom visinom tog trougla.

Egzistencija regularnih Heronovih trouglova potvr±ena je prethodnim pri-
merom. U qemu je znaqaj regularnih Heronovih trouglova ilustrova²emo sle-
de²om analizom.

U prostornom Dekartovom pravouglom kordinatnom sistemu Oxyz postavimo
regularan Heronov trougao u yOz ravan tako da mu glavna visina le¼i na z
osi, a odgovaraju²a stranica na y osi. Tada z osa deli Heronov trougao na
dva Pitagorina trougla sa zajedniqkom katetom na toj osi. Osnom rotacijom
Pitagorinog trougla nad negativnim delom y ose za 90◦ oko z ose, taj Pitagorin
trougao prelazi u polo¼aj u koordinatnoj xOz ravni, slika 2.

Na taj naqin dobijamo tetraedar OA1BC sa vrhom u koordinatnom poqe-
tku i boqnim ivicama na koordinarnim osama. Boqne strane tog tetraedra su
Pitagorini trouglovi pa i trougao A1BC ima celobrojne stranice.

Definicija 2. Tetraedar kome su sve ivice celobrojne, a dve po dve
boqne ivice me±usobno normalne zovemo Pitagorin tetraedar. Boqne ivice
nazivamo katetama tetraedra, a osnovne ivice hipotenuzama tetraedra. Ako
ivice tetraedra nemaju zajedniqkih delilaca, ka¼emo da je Pitagorin tetraedar
osnovni.

Doka¼imo slede²a svojstva Pitagorinih tetraedara.
1. Kod osnovnog Pitagorinog tetraedra jedna kateta je neparna a druge

dve parne.
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Ako bi sve katete bile parne, tada bi i hipotenuze bile parne, pa Pitago-
rin tetraedar ne bi bio osnovni. Doka¼imo da je najvixe jedna kateta parna.
Pretpostavimo suprotno da su bar dve katete neparne. Koriste²i oznake kao na
slici 2, neka je recimo a = 2k + 1 i b = 2l + 1. Tada je prema Pitagorinoj
teoremi

c2
1 = a2 + b2 = (2k + 1)2 + (2l + 1)2 = 4(k2 + k + l2 + l) + 2,

xto je nemogu²e, jer kvadrat prirodnog broja pri deǉeǌu sa 4 ne daje ostatak 2.

2. Prost broj ne mo�e biti ivica osnovnog Pitagorinog tetraedra.

Jasno je da 2 nije kateta nijednog pravouglog trougla sa celobrojnim stra-
nicama. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo pretpostaviti da je neparna kateta a.
Neka je a = p i p neparan prost broj. Tada se iz pravouglih trouglova OA1B i
OAC dobijaju jednakosti p2 = c2

1 − b2 = b2
1 − c2. Stoga ekvivalentne jednaqine

p2 = (c1 − b)(c1 + b) i p2 = (b1 − c)(b1 + c) imaju samo jedan par celobrojnih
rexeǌa, pa je b1 = c1 i b = c. No tada je trougao OBC jednakokrako-pravougli
pa hipotenuza a1 nije racionalan broj. Dakle, kateta a je slo¼en neparan broj.

U qlanku [4] dato je rexeǌe problema Pitagorinih tetraedara, koje se iz-
vodi iz maǌih od 1 pozitivnih racionalnih rexeǌa jednaqine

2ξ

1− ξ2
· 2η

1− η2
· 2ζ

1− ζ2
= 1.

Na osnovu dosad reqenog, u potragu za osnovnim Pitagorinim tetraedrima mi
²emo krenuti polaze²i od neparnog slo¼enog broja koji bi mogao biti kateta tog
tetraedra. Algoritam za rexavaǌe tog problema se sastoji iz slede²ih koraka:
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1. Izabrati slo¼en neparan broj a.
2. Odrediti sve parove rexeǌa Pitagorinih trouglova sa zajedniqkom ka-

tetom a kojima su preostale dve katete razliqite.
3. Izraqunati zbirove kvadrata parova razliqitih kateta tako izabranih

parova Pitagorinih trouglova.
4. Ako je zbir kvadrata tih kateta tako±e kvadrat prirodnog broja, onda

postoji Pitagorin tetraedar sa neparnom katetom a.
5. Odrediti ostale ivice Pitagorinog tetraedra.
Primer 2. Postoji li Pitagorin tetraedar kome je neparna kateta:

a) a = 39, b) a = 85.
Rexeǌe. a) Za odre±ivaǌe Pitagorinih trouglova koji bi mogli biti stra-

ne tra¼enog tetredra postavǉa se jednaqina z2 − y2 = 1521. ǋoj odgovaraju
slede²a qetiri sistema:

z + y = 1521 ∧ z − y = 1, z + y = 507 ∧ z − y = 3,

z + y = 169 ∧ z − y = 9, z + y = 117 ∧ z − y = 13.

ǋihova rexeǌa po promenǉivoj y su: 760, 252, 80 i 52. Zbirovi kvadrata parova
ovih brojeva su: 641104, 584000, 580304, 69904, 66208 i 9104, od kojih nijedan
nije kvadrat prirodnog broja, pa ne postoji Pitagorin tetraedar sa katetom 39.

b) Analognim postupkom kao u prethodnom primeru jednaqini z2−y2 = 5625
odgovaraju sistemi:

z + y = 7225 ∧ z − y = 1, z + y = 1445 ∧ z − y = 5,

z + y = 425 ∧ z − y = 17, z + y = 289 ∧ z − y = 25.

Rexeǌa po promenǉivoj y su: 3612, 720, 204, 132. Direktnim izraqunavaǌem
dobija se da je samo 7202 +1322 = 7322 kvadrat prirodnog broja. Dakle, postoji
Pitagorin tetraedar sa neparnom katetom a = 85. Druge dve katete su b = 720
i c = 132. Odgovaraju²e hipotenuze prema oznakama na slici 2 su: a1 = 732,
b1 = 157 i c1 = 725.

U narednoj tabeli dato je osam primera Pitagorinih tetraedara.

a b c a1 b1 c1

85 720 132 725 732 157

117 240 44 267 244 125

187 1584 1020 1037 1595 1884

231 792 160 825 808 281

275 252 240 373 348 365

429 880 2340 2379 979 2500

693 480 140 843 500 707

1155 1100 1008 1533 1595 1492
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Zadaci za ve�baǌe

1. Koliko ima ukupno, a koliko osnovnih Pitagorinih trouglova sa datom ka-
tetom a = 315?

2. Formirati sve prave Heronove trouglove sa visinom h = 75.

3. Dokazati da p2, gde je p prost broj, ne mo¼e biti kateta osnovnog Pitago-
rinog tetraedra.

4. Koji od brojeva 187, 91 mo¼e biti kateta Pitagorinog tetraedra? U sluqaju
potvrdnog odgovora odrediti ostale ivice tetraedra.
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OBAVEXTEǋE

SAVET EVROPSKOG MATEMATIQKOG DRUXTVA

Izborni sastanak Saveta Evropskog matematiqkog druxtva (EMS,
www.euro-math-soc.eu) odr¼an je u Sofiji 10. i 11. jula 2010. godine. Na ǌemu
su podneti izvextaji o radu EMS u protekle qetiri godine. Izabrano je i novo
rukovodstvo, a predsednica ²e u naredne qetiri godine biti Marta Sanz-Solé
iz Katalonskog matematiqkog druxtva (Barselona). Srbiju su na ovom sastanku
predstavǉli dr Zoran Kadelburg, predsednik DMS, i dr Duxanka Perixi�,
profesor Prirodno-matematiqkog fakulteta u Novom Sadu.

Izme±u ostalog, na sastanku je Organizacioni odbor referisao o pripre-
mama za 6. evropski kongres matematiqara koji ²e se odr¼ati od 2. do 7.
jula 2012. godine u Krakovu. Detaǉi se mogu videti na sajtu www.6ecm.pl.


