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JEDAN ZADATAK O RASPOREDU TAQAKA

Erdex i Sekerex su 1935. godine rexavali jedan problem o rasporedu taqaka
u ravni.

Erdex-Sekerex problem o rasporedu taqaka u ravni
Za svaki prirodan broj n, n > 3 odrediti najmaǌi prirodan broj N(n)

takav da za bilo kojih N(n) taqaka u ravni, me�u kojima ne postoje tri
kolinearne, postoji n taqaka koje su temena konveksnog n-tougla.

Problem je inicirala Ester Klajn, koja je zakǉuqila da bilo kakav ras-
pored 5 taqaka sadr¼i 4 taqke koje predstavǉaju temena konveksnog qetvorou-
gla. Uprkos ǌegovom elementarnom karakteru i pokuxaju mnogih matematiqara,
Erdex-Sekerex problem je rexen samo za n = 3, 4 i 5.

Jasno, ako je N(n) > 3, tada mo¼emo na²i trougao sa temenima u trima od
datih N(n) taqaka. Da li uvek za N(n) > 3 mo¼emo na²i konveksni qetvorougao
sa temenima u tim taqkama? Ako je N(n) = 4 a taqke su temena nekonveksnog
qetvorougla, taj posao ne²e nam uspeti. Ako je, pak, N(n) > 5, onda je pri
svakom rasporedu taqaka mogu²e na²i konveksni qetvorougao. Doista, ako je
konveksni omotaq naxeg skupa k-tougao, gde je k > 3, u bilo kom poretku svaka
qetiri temena tog k-tougla su temena tra¼enog qetvorougla.

Ako je k = 3, konveksni omotaq je neki trougao ABC. Tada na±emo dve taqke
D i E koje pripadaju unutraxǌosti tog trougla (slika 1). Prava p(D, E) ne pro-
lazi kroz temena trougla ABC. Zato se dva temena tog trougla (recimo A i C)
nalaze s jedne strane prave p(D, E). Dakle, ACED je konveksni qetvorougao.
Prema tome, dovoǉno je da N(n) bude ve²e od 4.

Sl. 1 Sl. 2
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Kakvo treba da bude N(n) da bi bilo mogu²e izdvojiti konveksni petougao?
Razjaxǌavaǌe tog pitaǌa i jeste nax ciǉ. Primetimo da N(n) mora biti ve²e od
8, xto se vidi sa slike 2. Zato, ako doka¼emo da skup taqaka, od kojih nikoje tri
nisu kolinearne i nikojih pet od ǌih nisu temena konveksnog petougla, sadr¼i
najvixe osam taqaka, onda ²e zadatak biti u potpunosti rexen.

Neka je N takav skup taqaka. Oznaqimo sa K skup temena ǌegovog konveksnog
omotaqa, sa L skup temena konveksnog omotaqa skupa N\K, a sa M skup (N\K)\L.
Razmotrimo slede²e mogu²nosti:

1) Skup M je prazan. Tada skup N sa-
dr¼i samo temena mnogouglova K i L, tj. naj-
vixe osam taqaka (poxto svaki od mnogouglova
K i L je trougao ili qetvorougao).

2) Skup M se sastoji iz taqno jedne
taqke. Oznaqimo tu taqku sa P . Ako je L
qetvorougao, povlaqeǌem jedne ǌegove dijago-
nale, delimo ga na dva trougla. Taqka P le¼i
u unutraxǌosti jednog od ǌih. Oznaqimo te-
mena tog trougla sa A, B, C (sl. 3). Ako je,
pak, L trougao, samo oznaqimo ǌegova temena
sa A, B, C. Taqka P le¼i u unutraxǌnosti
tog trougla.

Sl. 3

U svakom sluqaju me±u temenima mnogougla L na²i ²emo takva tri temena
A, B, C, da P bude unutraxǌa taqka trougla ABC. Povucimo iz taqke P pra-
ve p(P, A), p(P, B), p(P, C). Onde dele datu ravan na tri ugla ∠APB, ∠BPC,
∠CPA. Lako je videti da svaki od tih uglova sadr¼i najvixe jedno teme mnogo-
ugla K. Doista, neka, na primer, ∠APB sadr¼i dva temena mnogougla K; onda
znaqi da sadr¼i neku stranicu [RQ] mnogougla K. Tada su taqke A, P , B, Q, R
temena konveksnog petougla (slika 4), xto je nemogu²e.

Sl. 4 Sl. 5

Zato K ima najvixe tri temena (po jedno u svakom od posmatranih uglova).
Poxto L ima najvixe qetiri temena, a M se, po pretpostavci, sastoji iz jedne
taqke P , skup N sadr¼i najvixe osam taqaka.
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3) Skup M sadr�i bar dve taqke. Oznaqimo sa E i F bilo koje dve taqke
skupa M . Pretpostavimo najpre da je L qetvorougao. Prava p(E,F ) ne prolazi
kroz temena mnogougla L i seqe dve ǌegove stranice. Ako bi p(E, F ) sekla dve
susedne stranice qetvorougla L (slika 5), onda bi tri preostala temena B, C,
D qetvorougla L, zajedno sa E i F , bila temena konveksnog petougla.

Prema tome, p(E, F ) seqe dve naspramne stranice qetvorougla L. Neka,
na primer, poluprava pp(E, F ) seqe stranicu [AB], a poluprava pp(F, E) se-
qe stranicu [CD] (slika 6). Povucimo poluprave pp(F, A), pp(F,B), pp(E, C)
i pp(E,D). Zajedno sa du¼i [EF ] one dele ravan na qetiri dela. Ako bi u
unutraxǌosti ugla ∠AFB (jedan od ta qetiri dela) le¼ala dva temena mnogo-
ugla K, a to znaqi i neka stranica [TR] mnogougla K, onda bi taqke A, F , B,
T , R bile temena konveksnog petougla (slika 6). Dakle, u unutraxǌosti ugla
∠AFB le¼i najvixe jedno teme mnogougla K.

Sl. 6 Sl. 7

Isto tako, u unutraxǌosti ugla ∠CED le¼i najvixe jedno teme mnogou-
gla K. Xto se tiqe preostala dva dela, u ǌima uopxte ne mogu biti smextena
temena mnogougla K (jer bi zajedno sa taqkama A, F , E, D ili B, F , E, C oni
obrazovali konveksni petougao (slika 6)). Dobijamo da K ima najvixe dva te-
mena (po jedno u unutraxǌosti uglova ∠AFB, ∠CED), xto je nemogu²e, jer je
K trougao ili qetvorougao.

Pretpostavimo, na kraju, da je L trougao. Prava p(E,F ) odvaja (ostavǉa
po strani) jedno teme tog trougla. Neka, na primer, poluprava pp(E, F ) seqe
stranicu [AB], a poluprava pp(F,E) stranicu [AC] (slika 7). Analogno pret-
hodnom, na²i ²emo da se u uglovima ∠AEC i ∠AFB nalazi njajvixe po jedno
teme mnogougla K, a deo ravni ograniqen polupravim pp(E,C), pp(F,B) i du¼i
[EF ], zasigurno ne sadr¼i teme mnogougla K.

Prema tome, pretpostavka da M sadr¼i bar dve taqke dovodi nas do kontra-
dikcije. Ako je, pak, M prazan ili sadr¼i jednu taqku, onda N ima najvixe osam
taqaka. Time je dokaz zavrxen.

Zahvaǉujem se dr Ratku Toxi²u koji mi je nesebiqno pomogao prilikom
izbora teme i realizacije ovog rada.
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OBAVEXTEǋA

PRAVILNIK O TAKMIQEǋIMA IZ MATEMATIKE
I INFORMATIKE

Izvrxni odbor Druxtva matematiqara Srbije, u skladu sa qlanom 25 Sta-
tuta, doneo je novi Pravilnik o takmiqeǌima uqenika osnovnih i sredǌih xkola
iz matematike i informatike. Pravilnik je objavǉen na sajtu DMS

www.dms.org.rs

,,KENGUR BEZ GRANICA“

Me±unarodno takmiqeǌe ,,Kengur bez granica“ odr¼a²e se, svuda u Evropi
pa i kod nas, 17. marta 2011. godine. Na takmiqeǌu mogu da uqestvuju uqenici
od drugog razreda osnovne do qetvrtog razreda sredǌih xkola. Sva obavexteǌa,
kao i prijavǉivaǌe takmiqara mogu²i su preko sajta

www.dms.org.rs/kengur


