HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEAIHOJ IITKOJIN

3aaTko Y omosuuuh

O NMPAIIMOHAJIHVM JEIJHAUNMHAMA

(MaremaTuka Huje urpa cumGoImIMAa)

IIpuje HeKoNMMKO roqUHA, HA je THOM CEMUHAPY 32 HACTABHUKE MaTEMATHUKE Y OCHOB-
HUM 1 CPEIHUM IIKOJaMa, CTAPUjU KOJIETa MU je TOCTABUO UHTEPECAHTHO MUTALE KOje
Me je MHCIMPUCAJO Oa HANUIIEM OBa] WiIAHAK. [NOJErMHO MMe He CIOMUE-eM 300r Tora
IITO je M HAKOH HAIlel PA3roBopa octao y muiemu. Hemnyro HakoH ceMuHApa KOJEra
je, Ha ;KaJOCT, IPEeMUHYO, aju BjepyjeM ma he oBaj uJaHAK OTKIOHUTU E€BEHTYAJHE
3a0yHEe KO OHUX KOjU C€ CPETHY Ca CIAUYHUM TPOOTIEMOM.

1. ¥YBon

Wpamuonasue jemnaumne mpeacTaBibajy jemmy on , TBphux ¢ rema koje ce obpa-
Dyjy y cpenmsoj mkonu (06uUHO y APYrOM paspefy, HAKOH ITO ce 00palu KBaAPaTHA
jemmaunna). [urame Koje MU je MOCTABMO NMOMEHYTH KOJIETA OJHOCUIIO CE€ YIPABO HA
MPAIMOHAJHE jeTHAYMHE.

Ha nu je 6poj —2 pjememe jenHaunue

(1) Vvai+4dr+3=Vbx+97

CBarako, y M3BOPHOM Pa3roBOpy HUje OMIIO KOHKPETHE jeHAUNHE KAKBY HABOIUAM
y TEKCTy, aJu je cymTuHa mpobieMma Owmia y TOME ga ce yBpIITaBameM Opoja —2 y
NUjeBy ¥ IECHY CTpAHy 3aJaHe jemHaumbe nobuja ,jemmaxoct“ /—1 = /—1. Paszmor
300r Kojer pujed je JHAKOCT CTaBJbaM IIOJ HABOIHUKE CAKPUBEH je Bell y IpyroMm mujeny
HACJIOBA, & NeTajbHO Ne OuTu apryMeHTOBaH y aajheM Tekcty. TBpheme ma Opoj —2
jecTe pjememe 3anaHe jeIHAUYMHE KOJera je 0a3upao Ha YMBEHUNU 14 Cy Ce YUEHUIN
Bell yno3mamu ca KoMmmiekCHUM OpojeBuMa (KOjU Ce AjequMUYHO 00pale HemoCpemHo
npuje KBaApaTHe jemHAuMHe), ma cuMOod v/—1 mma cumumcna. 3amro ompa, 6poj —2
HUje pjememe mocraBibere jenmaunne?! CurypHo ma moja objammerma HUCY Ouia no-
BOJLHO jacHa, jep HUCAM yCINO Ma KOJIETW JOKA)KeM [a MPUjeld, Ia Ny y OBOM WIaHKY
HOKYIIATY Ja TO yPaauM Ha 0OJbM HAUKH.

Mocmarpajmo cana apyry upanuonanny jemaaduny (w3 [1], 3anarax 363m))
(2) ve+2-+v2x—-3=1

ITocraBmena jemqHaumHa MMa CMUCTA 338 T € [%,—l—oo). TparchopmanujoM jenHaunHe

ce nobuja
2v/2x — 3 = —x + 4,
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a 0Ba jemHAUMHA MMa CMUCJIA 3a T € (—00,4], mTo 3HAUM & MOCTABJLEHA jeTHAUMHA
UMa CMUCJIA 38 T € [%, 4]. Tlocmenma jeHAUNHEA Ce NaJbe TPAHCPOPMUIIE y jeTHAUNHY

22— 16z +28 =0,

yuja cy pjemema r; = 2 u x9 = 14. Ipyro pjememe ce onbanyje, na jennaunsa (2)
“Ma TAYHO jETHO Djellemne.

AnTepHATUBHM NOCTYIAK pjellaBama UPANUOHAJHUX jeTHAUNHA T03BOJHABA A C€
3aHeMape CBa OTPaHMYEmA KOja Ce IOCTaBJ/hajy Ha HENO3HATY W CaMO CIpoBene (op-
MaJsHE pauyH. Haxon Tora ce modujena pjemema yBpIITaBajy y IOCTABJLEHY jeTHAUMHY
u oxbalyjy OHA KOja je He 3aJ0BOJbaBajy. ¥ ciayuajy jenHaduue (2) GOpMAIHUM pady-
HOM Ce TMOHOBO mobujajy pjemema x1 = 2 u o = 14. YBpmraBameM IPBOT pjelmema
y TOCTaBJLEHY jeIHAUUHY Ce T00uja

V24+2-Vi=Vi-Vi=2-1=1,

WTO 3HAYM 1A T1 = 2 jecre pjeueme jenHaduse (2), NOK Ce yBPIITABAKEM DYoL
pjemema mobuja

V14 +2-v/28—-3=V16-V25=4 5= —1,

na x1 = 14 muje pjememe jemmaumue (2). akme, jemHaumba (2) uMa caMo jemHO
pjememe ¥ = 2 u cUrypaH caMm ga [ie ce CBU UMTAONUY CJIOKUTH Ca OBUM. Y UeMy je
onga npobiem ca jemaauunoM (1)? Mumbema caM na mpobiIeM JeKA Y UHTYUTUBHOM

cxBaramy mojMma jenHaumue. Hawmme, ca jegnaumnama ce cpehieMo Ha CaMOM MOYETKY
MaTeMaTUYKOr 00pa3oBama, KOMUKO Me maMheme Cay:ku, MOkIa Beh u y mpBoM pas-
peny OCHOBHe IKoje. Taxa MHTYUTUBHO HPUXBATAMO IOjaM jeHAUUHE W TEIIKO Ce
OpUYEMO OBe MHTYWIMje Koja y HekuM, cpefiom He Oamm yecTuMm, cUTyamujaMa MOKe
M3a3BaTU HECIOPA3yMe.

2. Besa ¢ysrmuja—jemmaumnaa

Onrosop Ha mmTame 0 pjememnuMa jenmaunte (1) 3axTujea npenusnuje ysoheme
nojma jemHaumue. Hera je, makie, 3amana ¢yskimmja f: X — Y u Hera je b € Y.
Jennaunna

3) fx)=1b
je mpemurar P (mysxune jeman) neduuucan za ckymy X momohy
P(z): f(zx)=0.

[Moacjerumo ce na je npenurar (my:xume jenan) GyHKIUja, TeGUHACAHA HA HEKOM CKYILY,
KOja eJIeMEHTUMa TOT CKyma MPUAPY:KYje TAYHO jedHy On ABuje Moryhe BpujemaHOCTH
T wm L. Enement a € X je pjememe jenmaunne (3) axo u camo ako je f(a) = b, Tj.
ako u camo ako je P(a) = T. Hedopmanno, a € X je pjemene jennaunne (3) ako u
caMo aKo @ 3aJ0B0OJbaBa jenHauuny (3). Pjemasame jeqHaumBe je MOCTYIAK KOJUM Ce

onpebyjy cBa meHa pjemema uiIn ce IOKa3yje Aa jeIHAUYWHA HeMa Djellera, YKOJIUKO
UX 3a1CTa HeMa.

Haxkne, yobeme jennaurue 3aCHUBA Ce Ha OBa MOjMA: HIOjMy IPEAUKATA U MOjMY
¢ynruuje. CBakako, IPUINKOM Ipenu3Hujer yBohema mojma jeagavunse (HIp. y IPBOM
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pa3peny Cpeime MKOIe) MOMUbAame Npeaukara Tpeba enerantHo usbjehn (mro me
npencTaBiba mpobiem), amu mojaM GyHKIUje Tpeba 00ABE3HO HATIACUTH.

Anasorno, ako cy f,g: X — Y yBomu ce u jennauuma

f(z) = g(x).
Axo ckyn Y uma ctpyrrypy rpyne (jeaHa omepanuja, HEyTDAJHM €JIEMEHT OIepaluje

U CBAKW €JIeMEHT MMa WHBED3HM y OJHOCY Ha OIepalujy), oHza Hema morpebe ma ce
TPETXOHA jeHAUNHA TOCEOHO HATJIAIABA.

Pasmorpumo cajna jeman MHTEpeCAHTAH
ITpuMJEP 1. Hera cy ma ceyny {a,b,c,d} nepunucane ¢pynrnuje f u g momoliy

f.abcd fa b c d
“\b ¢ d a 94 ¢ b oa

u HeKa je Ha ckymy {a,b,c} medunucana ¢pymrnuja H momohy

a b ¢
H'(cab)

Pujemmtu jennauuse:
L f(z) =g(z) n
2. H(f(z)) = H (9(x)).

Ouursenso, mpBa jeiHaurHa UMa IBa pjemema x1 = b u xo = d. Ilpyroj je-
mHAYMHY Tpeba MoCcBeTUTH MaJo Bume maxkme. OHa mMa caMo jelHo pjememe x = b.
Ipyro pjememe npBe jemHauuse, ro = d, oxdanuje ce 3aTO MTO APryMeHT (YHKIM]je
H yommre me moxke outu d. Cumbonuuru, ,jemnaxoct” H(d) = H(d) jecte tauna,
AJI CYNITUHCKA OHA YOIIITE HEMa CMUCJA, KAO IITO HEMa CMUCIA HU ,,jeHAKOCT “
H(&%) = H(), jep apryment dpyurnuje H He MOke GUTH HUIITA OCUM €JI€MEHATA a, b
W C.

Ha xpajy oBor oxjemka Haraacully Aa DPUIMKOM DjemaBama jenHaunse (2) Hu-
caM KOPHCTHMO CHUHTarmy ,,00/1acT De(UHUCAHOCTU jeJHAUMHE MAaKO Ce U OHA MOXKe
rkopuctutu Oyayhin ma je jenHaumna Ipenukar, a Opemukar je ¢yHknuja. Vnak, ako
ce MPUIMKOM yBoDema mojMa jeqHaurHe He KOPUCTHU IT0jaM IPeanKaTa, OHJA OBA CUH-
TarmMa Hema cmuciaa (mojaM ,,06sacT meUHMCAHOCTU® ce ONHOCU HA (YHKIUje, a He
Ha jenHaumue). Aum, ympaBo oBa cuHTarMa uctuue AyOoky Besy usmeDy ¢yHkmmje
u oarosapajyhe jenmaumue, 6yayhu ga ce ,,061acT HePUHUCAHOCTH jeTHAUUHE “ TOU-
croBjeliyje ca obmamhy medunucanoctu ogrosapajyhe ¢yHrmmje.

3. 3aksmpyuak

Bpatumo ce caza jemnaumnn (1). Ecenuujannu nerasm DPUIMKOM HEHOT pjerna-
Bama MpeICTaBba CUMOOT /- W ONMOBOP HA IMOCTABJLEHO MATAKE Tpeba TPaRUTH
YIPABO y UCIPABHOM CXBATamby OBOT cuUMOONa. KOI MpAIMOHAIHUX jeIHAYMHA CUM-
Goxn /- o3mauaBa (yHENMMjy Koja mHTepBan |0, +00) mpeciukaBa Ha cebe, TpU deMy
Va, a > 0, o3rauaBa mosuTuBan 6poj b Takas ma je b> = a. YBpmrasameM Gpoja —2
y jemsaunmy (1) mobuja ce camo cumGommury 3amac /—1 = /—1 koju, mpema mper-
XOMHO PEYEHOM, YOIIITe HeMa CMUCIA, kao mrto Hu cuMbouanuky 3amuc H (&) = H (&)
y HaBeIEeHOM IpUMjepy HUje MMaO CMUCIA.
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Iaxne, 6poj —2 Huje pjememe jemmaunue (1).

Hajsan, pehu hy jom meromuko pujeun o cuMObOIy KOjU je HAIpPaBUO 3a0VHY.
YBobhemem KoMILIeKCHIX 6pojeBa cuMbodI 4/ - 100Kja cacBUM Apyraduju cMucao. Ilpe-
nu3Huje, cama /a, npym 4eMy a Mo:ke OuTH GUIIO KOju KOMIUIEKCAH Opoj, O3HAUABA ABA
KOMILJIEKCHA, Opoja unju Ccy KBaApaTu jedHaku Opojy a. Y TOM KOHTEKCTY, CUMOOIMUKA
samuc v/—1 = v/—1 mowxe, a He Mopa Gutu Tauan. Byxyhu ga mocToje IBa KOMILIECK-
cua Opoja uuju je kBagpar jenHak —1 (HapaBHO, 4=i), 3aBUCHO OJ TOTA KOjU OX OBa
nBa Gpoja je osmauen cumbonoMm v/—1, nobujajy ce werupu TBphema: i =1, i = —i,
—i = 4 wnm —i = —i, OJ KOJUX Cy ABA TauHa, a JBA HETAUHA. 3alpaBo, y CKyIy
KOMIUIEKCHUX OpojeBa cumbon /- He o3HauaBa QyHKIMjy (QYHKIUja CBAKOM €JEMEH-
Ty ZOMEHA NPUAPYKYje TAYHO jeJaH eJEMEHT KOAOMEHA), A y TOM CIYYajy yOIINTe
HEMa CMUCIA IOCTAB/bATY MPALMOHANHE jenHavunue. JennaurHa (2), uuje pjemiaBame
CUTypaH caM He IpaBu 3a0yHe, JIMjeNno WIYCTPYje KaKBU IPEBUIU MOTY HACTATU aKO
ce KBaJDPAaTHU KOPUjeH He IoCcMarpa Kao (yHKIMja, HETO Kao cuMOOJ 3a IBa Opoja.
Kao mto je Beh ypabeno, popmamaum pjemasamem jennaumue (2) nobujajy ce msa
IOTEHNN]AJIHA Djelleha Yrje YBPIITABAKLE Y jeNHAYMHY, IPU UEMY je KBAIPATHU KO-
pujen cuMmboa 3a aBa Opoja, a He QYHRIHUja, Oaje YATABY Jeme3y pe3yiaTaTa KOju Cy
IATH y IBUje HapeaHe Tabede.

o r—=2

VIt2 V22—-3 Vz+2-+22-3

2 1 1
2 -1 3
-2 1 -3
-2 -1 -1

Ouurnenno, jenna ox verupu MoryhHoCTH 3a10BobaBa jeanadnny (2).
e r =14

Vr+2 V22 —-3 Vr+2-—+22-3

4 5 -1
4 -5 9
—4 5 -9
—4 -5 1

[Tonoso jemna on werupu MoryhnOCcTM 3am0BOMmaBa jemHauumay (2), aam ce mo-
TEHIjAJHO pjememe 14 oxbamyje 3aTO ITO je y OBAKBUAM CIYUYajeBUMA JIAKIIE
UCIpaBHO paszymumjet cumbon /- (Kao mo3uTmBam Opoj M)W je KBAApAT jeIHaK
6pojy MCIOL KBAIPATHOT KOPKjEHA).
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