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Zlatko Udoviqi�

O IRACIONALNIM JEDNAQINAMA

(Matematika nije igra simbolima)

Prije nekoliko godina, na jednom seminaru za nastavnike matematike u osnov-
nim i sredǌim xkolama, stariji kolega mi je postavio interesantno pitaǌe koje
me je inspirisalo da napixem ovaj qlanak. Kolegino ime ne spomiǌem zbog toga
xto je i nakon naxeg razgovora ostao u dilemi. Nedugo nakon seminara kolega
je, na ¼alost, preminuo, ali vjerujem da ²e ovaj qlanak otkloniti eventualne
zabune kod onih koji se sretnu sa sliqnim problemom.

1. Uvod

Iracionalne jednaqine predstavǉaju jednu od ,,tvr±ih“ tema koje se obra-
±uju u sredǌoj xkoli (obiqno u drugom razredu, nakon xto se obradi kvadratna
jednaqina). Pitaǌe koje mi je postavio pomenuti kolega odnosilo se upravo na
iracionalne jednaqine.

Da li je broj −2 rjexeǌe jednaqine

(1)
√

x2 + 4x + 3 =
√

5x + 9 ?

Svakako, u izvornom razgovoru nije bilo konkretne jednaqine kakvu navodim
u tekstu, ali je suxtina problema bila u tome da se uvrxtavaǌem broja −2 u
lijevu i desnu stranu zadane jednaqine dobija ,,jednakost“

√−1 =
√−1. Razlog

zbog kojeg rijeq jednakost stavǉam pod navodnike sakriven je ve² u drugom dijelu
naslova, a detaǉno ²e biti argumentovan u daǉem tekstu. Tvr±eǌe da broj −2
jeste rjexeǌe zadane jednaqine kolega je bazirao na qiǌenici da su se uqenici
ve² upoznali sa kompleksnim brojevima (koji se djelimiqno obrade neposredno
prije kvadratne jednaqine), pa simbol

√−1 ima smisla. Zaxto onda, broj −2
nije rjexeǌe postavǉene jednaqine? Sigurno da moja objaxǌeǌa nisu bila do-
voǉno jasna, jer nisam uspio da kolegi doka¼em da grijexi, pa ²u u ovom qlanku
pokuxati da to uradim na boǉi naqin.

Posmatrajmo sada drugu iracionalnu jednaqinu (iz [1], zadatak 363d))

(2)
√

x + 2−√2x− 3 = 1.

Postavǉena jednaqina ima smisla za x ∈ [ 32 ,+∞). Transformacijom jednaqine
se dobija

2
√

2x− 3 = −x + 4,
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a ova jednaqina ima smisla za x ∈ (−∞, 4], xto znaqi da postavǉena jednaqina
ima smisla za x ∈ [ 32 , 4]. Posǉedǌa jednaqina se daǉe transformixe u jednaqinu

x2 − 16x + 28 = 0,

qija su rjexeǌa x1 = 2 i x2 = 14. Drugo rjexeǌe se odbacuje, pa jednaqina (2)
ima taqno jedno rjexeǌe.

Alternativni postupak rjexavaǌa iracionalnih jednaqina dozvoǉava da se
zanemare sva ograniqeǌa koja se postavǉaju na nepoznatu i samo sprovede for-
malni raqun. Nakon toga se dobijena rjexeǌa uvrxtavaju u postavǉenu jednaqinu
i odbacuju ona koja je ne zadovoǉavaju. U sluqaju jednaqine (2) formalnim raqu-
nom se ponovo dobijaju rjexeǌa x1 = 2 i x2 = 14. Uvrxtavaǌem prvog rjexeǌa
u postavǉenu jednaqinu se dobija

√
2 + 2−

√
1 =

√
4−

√
1 = 2− 1 = 1,

xto znaqi da x1 = 2 jeste rjexeǌe jednaqine (2), dok se uvrxtavaǌem drugog
rjexeǌa dobija

√
14 + 2−√28− 3 =

√
16−

√
25 = 4− 5 = −1,

pa x1 = 14 nije rjexeǌe jednaqine (2). Dakle, jednaqina (2) ima samo jedno
rjexeǌe x = 2 i siguran sam da ²e se svi qitaoci slo¼iti sa ovim. U qemu je
onda problem sa jednaqinom (1)? Mixǉeǌa sam da problem le¼i u intuitivnom
shvataǌu pojma jednaqine. Naime, sa jednaqinama se sre²emo na samom poqetku
matematiqkog obrazovaǌa, koliko me pam²eǌe slu¼i, mo¼da ve² i u prvom raz-
redu osnovne xkole. Tada intuitivno prihvatamo pojam jednaqine i texko se
odriqemo ove intuicije koja u nekim, sre²om ne bax qestim, situacijama mo¼e
izazvati nesporazume.

2. Veza funkcija–jednaqina

Odgovor na pitaǌe o rjexeǌima jednaqine (1) zahtijeva preciznije uvo±eǌe
pojma jednaqine. Neka je, dakle, zadana funkcija f : X → Y i neka je b ∈ Y .
Jednaqina

(3) f(x) = b

je predikat P (du¼ine jedan) definisan na skupu X pomo²u

P (x) : f(x) = b.

Podsjetimo se da je predikat (du¼ine jedan) funkcija, definisana na nekom skupu,
koja elementima tog skupa pridru¼uje taqno jednu od dvije mogu²e vrijednosti
> ili ⊥. Element a ∈ X je rjexeǌe jednaqine (3) ako i samo ako je f(a) = b, tj.
ako i samo ako je P (a) = >. Neformalno, a ∈ X je rjexeǌe jednaqine (3) ako i
samo ako a zadovoǉava jednaqinu (3). Rjexavaǌe jednaqine je postupak kojim se
odre±uju sva ǌena rjexeǌa ili se dokazuje da jednaqina nema rjexeǌa, ukoliko
ih zaista nema.

Dakle, uvo±eǌe jednaqine zasniva se na dva pojma: pojmu predikata i pojmu
funkcije. Svakako, prilikom preciznijeg uvo±eǌa pojma jednaqine (npr. u prvom
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razredu sredǌe xkole) pomiǌaǌe predikata treba elegantno izbje²i (xto ne
predstavǉa problem), ali pojam funkcije treba obavezno naglasiti.

Analogno, ako su f, g : X → Y uvodi se i jednaqina
f(x) = g(x).

Ako skup Y ima strukturu grupe (jedna operacija, neutralni element operacije
i svaki element ima inverzni u odnosu na operaciju), onda nema potrebe da se
prethodna jednaqina posebno naglaxava.

Razmotrimo sada jedan interesantan
Primjer 1. Neka su na skupu {a, b, c, d} definisane funkcije f i g pomo²u

f :
(

a b c d
b c d a

)
i g :

(
a b c d
d c b a

)

i neka je na skupu {a, b, c} definisana funkcija H pomo²u

H :
(

a b c
c a b

)

Rijexiti jednaqine:
1. f(x) = g(x) i
2. H (f(x)) = H (g(x)).

Oqigledno, prva jednaqina ima dva rjexeǌa x1 = b i x2 = d. Drugoj je-
dnaqini treba posvetiti malo vixe pa¼ǌe. Ona ima samo jedno rjexeǌe x = b.
Drugo rjexeǌe prve jednaqine, x2 = d, odbacije se zato xto argument funkcije
H uopxte ne mo¼e biti d. Simboliqki, ,,jednakost“ H(d) = H(d) jeste taqna,
ali suxtinski ona uopxte nema smisla, kao xto nema smisla ni ,,jednakost“
H(♣) = H(♣), jer argument funkcije H ne mo¼e biti nixta osim elemenata a, b
ili c.

Na kraju ovog odjeǉka naglasi²u da prilikom rjexavaǌa jednaqine (2) ni-
sam koristio sintagmu ,,oblast definisanosti jednaqine“ iako se i ona mo¼e
koristiti budu²i da je jednaqina predikat, a predikat je funkcija. Ipak, ako
se prilikom uvo±eǌa pojma jednaqine ne koristi pojam predikata, onda ova sin-
tagma nema smisla (pojam ,,oblast definisanosti“ se odnosi na funkcije, a ne
na jednaqine). Ali, upravo ova sintagma istiqe duboku vezu izme±u funkcije
i odgovaraju²e jednaqine, budu²i da se ,,oblast definisanosti jednaqine“ poi-
stovje²uje sa oblax²u definisanosti odgovaraju²e funkcije.

3. Zakǉuqak

Vratimo se sada jednaqini (1). Esencijalni detaǉ prilikom ǌenog rjexa-
vaǌa predstavǉa simbol

√ · i odgovor na postavǉeno pitaǌe treba tra¼iti
upravo u ispravnom shvataǌu ovog simbola. Kod iracionalnih jednaqina sim-
bol

√ · oznaqava funkciju koja interval [0,+∞) preslikava na sebe, pri qemu√
a, a ≥ 0, oznaqava pozitivan broj b takav da je b2 = a. Uvrxtavaǌem broja −2

u jednaqinu (1) dobija se samo simboliqki zapis
√−1 =

√−1 koji, prema pret-
hodno reqenom, uopxte nema smisla, kao xto ni simboliqki zapis H(♣) = H(♣)
u navedenom primjeru nije imao smisla.
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Dakle, broj −2 nije rjexeǌe jednaqine (1).

Najzad, re²i ²u jox nekoliko rijeqi o simbolu koji je napravio zabunu.
Uvo±eǌem kompleksnih brojeva simbol

√ · dobija sasvim drugaqiji smisao. Pre-
ciznije, sada

√
a, pri qemu a mo¼e biti bilo koji kompleksan broj, oznaqava dva

kompleksna broja qiji su kvadrati jednaki broju a. U tom kontekstu, simboliqki
zapis

√−1 =
√−1 mo¼e, a ne mora biti taqan. Budu²i da postoje dva komplek-

sna broja qiji je kvadrat jednak −1 (naravno, ±i), zavisno od toga koji od ova
dva broja je oznaqen simbolom

√−1, dobijaju se qetiri tvr±eǌa: i = i, i = −i,
−i = i ili −i = −i, od kojih su dva taqna, a dva netaqna. Zapravo, u skupu
kompleksnih brojeva simbol

√ · ne oznaqava funkciju (funkcija svakom elemen-
tu domena pridru¼uje taqno jedan element kodomena), pa u tom sluqaju uopxte
nema smisla postavǉati iracionalne jednaqine. Jednaqina (2), qije rjexavaǌe
siguran sam ne pravi zabune, lijepo ilustruje kakvi previdi mogu nastati ako
se kvadratni korijen ne posmatra kao funkcija, nego kao simbol za dva broja.
Kao xto je ve² ura±eno, formalnim rjexavaǌem jednaqine (2) dobijaju se dva
potencijalna rjexeǌa qije uvrxtavaǌe u jednaqinu, pri qemu je kvadratni ko-
rijen simbol za dva broja, a ne funkcija, daje qitavu lepezu rezultata koji su
dati u dvije naredne tabele.

• x = 2 √
x + 2

√
2x− 3

√
x + 2−√2x− 3

2 1 1
2 −1 3
−2 1 −3
−2 −1 −1

Oqigledno, jedna od qetiri mogu²nosti zadovoǉava jednaqinu (2).

• x = 14 √
x + 2

√
2x− 3

√
x + 2−√2x− 3

4 5 −1
4 −5 9
−4 5 −9
−4 −5 1

Ponovo jedna od qetiri mogu²nosti zadovoǉava jednaqinu (2), ali se po-
tencijalno rjexeǌe 14 odbacuje zato xto je u ovakvim sluqajevima lakxe
ispravno razumijeti simbol

√ · (kao pozitivan broj qiji je kvadrat jednak
broju ispod kvadratnog korijena).

LITERATURA
1. Ivanovi², ´, Ogǌanovi², S, Matematika 2, zbirka zadataka i testova za II razred

gimnazija i tehniqkih xkola, Osmo, ispravǉeno i dopuǌeno izdaǌe, Krug, Beograd, 1999.

Prirodno-matematiqki fakultet, Odsjek za matematiku, Zmaja od Bosne 35, 71000 Sarajevo, Bosna
i Hercegovina

E-mail : zzlatko@pmf.unsa.ba


