SAITAIIN 13 MATEMATUKE

Hyman J. Cumjanosuh, Henan O. Becuh

SAHUMJbUBU AJITEBAPCEKUA 3AINAIIN CA BPOJEM 2012

Ilnm oBor umaHka je pemaBame HEKUX 3aHUMILMBUX JlMO(QaHTOBUX jemHAUMHA Yy
KojuMa ce mojaBmyje Opoj 2012. Kao mouerne, bupamo jemmauumsue y cnemeha verupu
3a,IaTKA.

3ANATAK 1. Ha kosuko maumna je 6poj 2012 moryhe mpencrasutu xao 36up
npupoaHux OpojeBa umju je mpousBon jexHar 20127

Pewewe. Tlosznaro je ma je
2012 = 22 - 503.

Kako je 2012 = 2012, 6poj 2012 cmo mpeacTaBuau kKao ,,30up“ u ,,IpOU3BOL " jeaHOT
6poja u To Opoja 2012. 3a oBakBo mpexacTaBbame 6poja 2012 mocToju jenaH HAYMH.

Ilpyra BpcTa OBakBOr mpeicTaBmama Opoja 2012 jecTe mpow3BOJbHA MEPMYTa-

nuja 1507-opke mpupomnux Gpojesa (4,503,1,...,1). Bpoj 2012 je osako moryhe
——
1505
IpEACTABUTH HA
15070 15070 (1507
1505 7 2!-1505! 2

Ha4YlHA.

Tpehu vauuu oBaksor npeacrasbama 6poja 2012 jecte nomohy mpousBosmsHe MEP-

myTanuje 1508-topke (2,2,503,1,...,1) Opaksux npexacrasmama 6poja 2012 uma
——
1505
1508! 1507! 1507
=1 — =1 . .
2! 1505! p08 2!- 1505! pu8 < 2 )

Kaxko cy 6pojesu 2 u 503 mpocTu, TPETXOAHN HAUWHU CY W CBU MOTYyNu HAUMHU
mpeacTaBmpama 0poja 2012 kao 36upa mpupomHMX OpojeBa UMju je MPOU3BOJ jeIHAK
2012. Bpoj 2012 je moryhe npexncraButy kao 36up IpuUpomHUX OPOjeBa UMjU je TPO-
n3Bozx jemuak 2012 Ha yKymHO

1507 1507 1507
1+2~( 9 )—1—1508-( 9 >:1+1509-< 9 )HaqMHa.

Cuenehu 3amarak ce 6aBu mpeacrasibameM 6poja 2012 y obnuky 36upa y3acrto-
THUAX TPUPOIHUX OpOjeBa.
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3AIATAK 2. Ha ronuko maumna je 6poj 2012 moryhe mpencrasutu xao 36up k
Y3aCTONHUX TpUpPOIHUX Opojea k > 27

Pewemwe. Heka cy k u m npupomaun 6pojeBu u Heka je
2012=k+(k+1)+k+2)+-+(k+m—1).
W3 nperxoane jemHaKOCTH CIEOM A je

(m—1)-m

2012=k+...+k+1+24+--+(m—1)=k-m+
————— 2

m IyTa

=m-(2-k—1+m).

[Ipuponau 6pojesu m u (2k — 1) + m cy pasnuuure HapHOCTH. 3aUCTa, YKOIUKO je
O6poj m mapau, 6poj 2k — 1 +m je memapan a ako je 6poj m menapau, 6poj 2k —1+m
je mapas.

-1
m=tm

4024 = m - (2k — 1 +m),

Konauno, u3 2012 = km +

na u3 HejegHakocTu m < 2k — 1 + m u pacraBmama 4024 = 8 - 503, a xako je 503
mpoct 6poj, caemn ma je m = 8 u k = 248, Tj.

2012 = 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255.

36or jemuHCTBEHOCTN OpOjeBa k M M, HPETXOMHO ImpeacTaBkbambe Opoja 2012 momohy
30Mpa y3aCTONMHUX MPUPOIHUX OpOjeBa je jeIMHCTBEHO.

Y HapeIHOM 3aJaTKy M3padyHaBaMO BPENHOCT onpeleHor pauoHanHor aarebap-
CKOT' M3pa3a.

3AIOATAK 3. Axo je 2 + 2 + 1 = 0, ompeauTn BpeIHOCT U3pa3a
M(z) = 2012 4 p=2011 4 ;2011 4 ;2012
Pewemwe. U3 jemmakoctn 22 +x + 1 = 0 ciem ma je
P?+r=—1lu(z-1)-@®+r+1)=2"-1=0.
OnaBme cinemu na je
M(z) = ¢~2012 4 p=2011 4 ;2011 4 ;2012
—671 —671 670 670
= (CL‘B) - X+ (x3) x4 (m3) - T+ (373) - x?.
Kaxo je 22 —1 =0, 1j. 23 = 1, cremu 1ma je

M(z) = =212 4 p=2011 | p2001 | 02012 _ oy 02 4 0y 02 g

Pemapame jenme InodanToBe jenHauure je mpencTaBibeHo y ciaenehem 3a1aTky.
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3ANATAK 4. Y crymy nenux OpojeBa PEIUTH jeTHAUUHY

1\ ™! 1\ 2012
1+ — =14+ —= .
() = ()

Pewemwe. OBa jemHaumna ce MO:Ke MPEMUCATH ¥ ODIUKY
m+ 1\ 720132
m -~ \ 2012 '

1
3a mpou3Bomal 1eo 6poj k 3a xoju je k(k + 1) # 0 peny-

Kako je pazmomax

1\ 7201321
rosan (jep je H3IL(k,k + 1) = 1), To cy pasmommn (m,::> " (2012)

PEeIYKOBaHU, A Cy UM jeJHAKM OPOjUOIU, OJHOCHO MMEHWOnu. Jom je u
2013\**"? /2012 " /2013 + 1) 0!
(2012) - (2013) - ( —2013 ) ’

m+1\" /2013 4 1) 20
m -\ —2013 ‘

m+1=-2013+1unm=—-2012,

OOHOCHO

Onasme cinemu na je

ypMe je DOKa3aHo Ja je peleme jenHaumue m = —2013.

Y HapemHOM 3aJaTKy je mpenactaBibeH 0poj 2012 y jemnaumnu Koja ce pemaBa y
CKyIly pamuoHaJHUX OpojeBa.

3ANATAK 5. Oapemuru 6poj peuema jeqHadnHe

2012 | 2012 _ 201 201
2012 | 2012 _ ;2018 4, 2013

y CKYIy paIlOHAJHUX OpojeBa.

Pewemwe. TpanchopMummmo ATy jeTHAUUHY:

JI2012 JI2013
$2012 + y2012 — .’L‘2013 4 y2013 y2012 . <y2012 + 1) — y2013 . <y2013 + 1) .

Cumenom , mobujaMo ma je mpeTXoHA jeqHAUNHA €KBUBAJIEHTHA Ca

E:t, 3ay #0
Y

1442012 — o . (1 + t2013) _
Kako je, u3 nperxomuor, t # —1 creau na je

1 4 42012 1 4 42012
Y= 1o =Ly =t e
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Y canyuajy ma je t = —1, umamo ma je ¢ = —y. Cama, U3 mouyeTHe jeIHAYUUHE
ciaenu ma je

(—y)2012 4 y2012 = (_y)2013 1B o) — y=0 = z=0.

Konauno, ckyn pemema oOBe jenHaunue je

5= {(0,0), <t 1+ 1“2012) te Q\{—l}}.

"1 4 ¢20137 ] 4 42013

W3 mperxomuor cienu na oBa jeIHAUYMHA MMa OECKOHAYHO MHOTO Dellemha y CKYIY
panoHAJHUX OpPOjeBa.

Y HapemHOM 3aIATKy OTKPUBAMO HEIO3HATH OPOj.

3AIATAK 6. 36up IlerpoBe romuue pobema u mupapa kojuma je Ta romuHa
3anucaHa jenHak je 2012.

a) Koje romune je Tlerap poben, ako je mosHato ma je myHomeram?
6) Koje romuue je Ilerap poben ako uma mame on 18 romuna?

Pewemwe. Tlerposa romuna pobema je uerBopormmppenu 6poj. 3amcra, YKOIUKO
6u IlerpoBa romuna pobema Ouna Tponudpenu 6poj abe, onna 6u Oumo

abc+a+b+c=10la+ 116+ 2¢ < 909 4+ 99 = 18 = 1036 < 2012.

a) [erap je poben mpe 2000. romune. laxae, Ilerap je poben labe-Te romume.
Cana je

2012 = labc + a + b+ ¢ = 1000 + 101a + 11b + 2¢ = 101la + 11b + 2¢ = 1002.

Yromuko je a < 8, ouga je 1002 = 101a + 116 + 2¢ < 808 4+ 99 + 18 = 925. Opgarine
ciemu 1a je a = 9.

Cana je 2012 = 19bc + b+ ¢ = 1900 + 116 4 2¢ = 11b + 2¢ = 102. Ykonuko
jeb<7,102=11b+2c < 77+ 18 =95. Opmatne je b=8Vb=09.

3
Axo je b= 8, ouma je c =17, a arko je b= 9,¢c = 3 Opasne caenn ma je Ilerap
poben 1987. roauue.

6) Kako je jemuma moryha Ilerposa romuna pobema y 20. Beky 1987. romuna u
kako je Ilerap mamoseran, 1o je Ilerap poben 20ab-te romuue. To 3uaum na je

20004+ 10a +b+2+0+a+b=2002 + 11a + 2b = 2002 + 11a + 2b = 2012.

Opnarne crmequ ma je 1la + 2b = 10. Kaxko cy memosmate a u b mudpe, u3 nuperxonHe
jemnaunne caequ ga je a = 0 u b =5, 1j. Iletap je poben 2005. romxuse.

Y HapelHa IBa 3aJaTKA IPEICTABIbEHE Cy IMOMAHTCKE je[HAUMHE y KOjuUMa Ce
jaBibajy KBaJAPATHU KOPEHHU.

3AIATAK 7. Y crymy meaux OpojeBa PEermuTy jeIHadurHy

VT 4y = V2012.
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Pewemwe. Karo je v/2012 > 0, caemu na je x > 0u y > 0. Cana je

VT + /Y = V2012
— z=2V503 — /y Ay =2V503 - V&
— 1 =2012 - 4/503y +y Ay = 2012 — 4V/503z + =
LyEz x = 503a® Ay = 5032, 3a meke a,b € Z.

3aMeHOM MOCTeIhe ABE jeAHAKOCTH Y MOYeTHY jeaHaunuy u kopucrehu ma je v/2012 =
2v/503, mobujamMo ma je mOYETHA jeTHAYMHA CKBUBAJICHTHA j€IHAUMHUI
la| + [b] = 2.

Jemuna pemema nperxomHe IMOMAHTCKE jeqHaunHe Cy Iaposu (a, b) KOju Cy eleMeHTH
CKyIa
{(0,2),(1,1),(2,0)},

Ia je CKYI pelema jeTHaunHe

R = {(0,2012), (503, 503), (2012, 0)}.

3ANATAK 8. ¥ crymy meaux OpojeBa PENUTH jeTHAUUHY

Va2 + 2+ 14+/y2 —y+1=201120"2,

Pewemwe. Kaxo cy 6pojesu 22 +x-+1 u y? —y-+1 nemu 3a neno6pojue BpeIHOCTH T
1 Y, TO Cy KBaIPATHU KOPEHU TUX OPOjeBa MV IPUPOIHA WK TO3UTUBHU UPAUOHATHI
6pojesu. Kako je 6poj 20112°12 neo 6poj, To crem na je 22 —z+1 =a’ ny? —y+1 =
b2, 3a meke a,b € N.

x2+x=x(x+1)520 = H4r+l=1 = a=,1,
vV —y=yly—1)=20 = ¢y  —y+1=1 = b=, 1.

Konauno je

1=,201122 = /a2 o+ 1+ V)2 —y+1=a+b=,0,
MITO je KOHTPAIUKIMja IIa jeHAUMHA y OBOM 3aJaTKy HEMa DEIemna y CKYIy LelInux
OpojeBa.
Y HapemHOM 3aJaTKy je MPUKa3aHO Kopumileme HejemnHarocTyu uameDhy apurme-
THUYKe U T€OMETPHUjCKe CPeAUHe y PellaBamy AUOPAHTCKUX jeIHAUNHA.
3AJATARK 9. Y crymy npupogHux GpojeBa PeruTy jeIHadnHy
(2 +1%) - (23 +22) - ...+ (23010 +2012%) = 2207220120 - 2y - @5 - ... - T2012.

Pewemwe. Tloncerumo ce Hajupe HejeAHAKOCTU U3Mehy apUTMETUUKE U T€OMETPH]-
CKe CpeluHe. 3a MPOM3BOJbHA IBA MO3UTUBHA peasHa Opoja a u b je

b
a—2|— 2\/@, OJHOCHO a+b>2\/%,

rJe jeQHAKOCT Ba3W aKO U CAMO ako je a = b.
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[Tperxonma HejeAHAKOCT MOBIAYUU A j€

L3019 + 20122 > 229015 - 2012.
MuoskemeM TPeTXOIHNX HejetHakoCcT mobujamo ma je
(23 +1%) - (23 +2%) - ...+ (23012 + 2012%) > 220220120 - 2y - 25 - ... - Ta012,
IITO 3HAYM A je PeIlehe OBE jeTHAUNHE

xr1 = 1,1’2 = 27 , L2012 = 2012.

Y HapemHUM 3aJanuMa Cy IPUKA3aHu MpoOIeMu ca (PaKTOPUjenrMa IPUPOIHIX
opojesa. IIpBu on Tux 3amaraka 0aBM Ce MOjeIHOCTABILUBAKEM M3PA3a.

3AIATARK 10. Iokazarn na je

1-11+2-214...42012-2012! = 2013! — 1.

Peweme. Kaxro 3a npousBosman npuponan 6poj k Baxku na je k-k! = (k+1-1)-k! =
(k+ 1)l =—k!, 10 je

1-11+2-204...42012-2012! = 2! — 11 43! = 2! ... +2013! — 2012! = 2013! — 1.

3ANATAK 11. Y ckymy nmpupoHux OpojeBa PEmUTH jeTHAUUHY
my! + mo! + - -+ + mogr2! = 20121
Pewemwe. Haxon nemema jennaunse
ma! +mal + -+ - + magp12! = 2012!

ca 2012! mobujamo na je

1 1 1
+ +...+ =1
(my+1)-...-2012  (mg+1)-...-2012 (maog12 +1) - ... 2012
JleBa cTpaHa mperxonHe jeIHAUMHE je Mambha WM jeTHAKA O 2013 = 1 a jemmakoct

BayKM aKO ¥ CAMO aKO je
m1+1=---=mgo12 +1=2012,
OJaKJIe CIENN Na je jeINHO peIlelne OBe jeTHAUNHE

mip =Mmog = - =1M9yo12 = 2011.
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3ANATAK 12. Ila au noctoju npupogan 6poj k < 2012 tako ma je 6poj
11-2!-...-2012!
k!
KBaApaT MpPUPOIHOr Gpoja’?

Pewewe. Younmo majupe ma je mpou3BoL

P=1!-21.....2012!
o P =12012. 92011 p2013=k 90112 . 20121
Hame je
P = (1100621005 31005 . . 90111)*.2012.2010-... 42
= (11006 . 21005, 31005, ...~20111)2 -(2-1006) - (2-1005) ... (2-1)
— (1100691005 31005 90111 . 2%93)%. 1006!.

W3 mperxonsor Bumumo na moctoju npuponuu 6poj k < 2012 rakas ma je 6poj

120 ...-2012!
k!

KBaapaT npupoauor 6poja. Taj 6poj je k = 1006.

Ocraje orBopeno murame na au je k = 1006 jeauuu TakaB npupogan 6poj.
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