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ZANIMǈIVI ALGEBARSKI ZADACI SA BROJEM 2012

Ciǉ ovog qlanka je rexavaǌe nekih zanimǉivih Diofantovih jednaqina u
kojima se pojavǉuje broj 2012. Kao poqetne, biramo jednaqine u slede²a qetiri
zadatka.

Zadatak 1. Na koliko naqina je broj 2012 mogu²e predstaviti kao zbir
prirodnih brojeva qiji je proizvod jednak 2012?

Rexeǌe. Poznato je da je

2012 = 22 · 503.

Kako je 2012 = 2012, broj 2012 smo predstavili kao ,,zbir“ i ,,proizvod“ jednog
broja i to broja 2012. Za ovakvo predstavǉaǌe broja 2012 postoji jedan naqin.

Druga vrsta ovakvog predstavǉaǌa broja 2012 jeste proizvoǉna permuta-
cija 1507-orke prirodnih brojeva (4, 503, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

1505

). Broj 2012 je ovako mogu²e

predstaviti na
1507!
1505!

= 2 · 1507!
2! · 1505!

= 2 ·
(

1507
2

)

naqina.
Tre²i naqin ovakvog predstavǉaǌa broja 2012 jeste pomo²u proizvoǉne per-

mutacije 1508-torke (2, 2, 503, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
1505

) Ovakvih predstavǉaǌa broja 2012 ima

1508!
2! · 1505!

= 1508 · 1507!
2! · 1505!

= 1508 ·
(

1507
2

)
.

Kako su brojevi 2 i 503 prosti, prethodni naqini su i svi mogu²i naqini
predstavǉaǌa broja 2012 kao zbira prirodnih brojeva qiji je proizvod jednak
2012. Broj 2012 je mogu²e predstaviti kao zbir prirodnih brojeva qiji je pro-
izvod jednak 2012 na ukupno

1 + 2 ·
(

1507
2

)
+ 1508 ·

(
1507

2

)
= 1 + 1509 ·

(
1507

2

)
naqina.

Slede²i zadatak se bavi predstavǉaǌem broja 2012 u obliku zbira uzasto-
pnih prirodnih brojeva.
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Zadatak 2. Na koliko naqina je broj 2012 mogu²e predstaviti kao zbir k
uzastopnih prirodnih brojeva k ≥ 2?

Rexeǌe. Neka su k i m prirodni brojevi i neka je

2012 = k + (k + 1) + (k + 2) + · · ·+ (k + m− 1).

Iz prethodne jednakosti sledi da je

2012 = k + . . . + k︸ ︷︷ ︸
m puta

+1+2+ · · ·+(m−1) = k ·m+
(m− 1) ·m

2
= m · (2 ·k−1+m).

Prirodni brojevi m i (2k − 1) + m su razliqite parnosti. Zaista, ukoliko je
broj m paran, broj 2k−1+m je neparan a ako je broj m neparan, broj 2k−1+m
je paran.

Konaqno, iz 2012 = km +
(m− 1)m

2
je

4024 = m · (2k − 1 + m),

pa iz nejednakosti m 6 2k − 1 + m i rastavǉaǌa 4024 = 8 · 503, a kako je 503
prost broj, sledi da je m = 8 i k = 248, tj.

2012 = 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255.

Zbog jedinstvenosti brojeva k i m, prethodno predstavǉaǌe broja 2012 pomo²u
zbira uzastopnih prirodnih brojeva je jedinstveno.

U narednom zadatku izraqunavamo vrednost odre±enog racionalnog algebar-
skog izraza.

Zadatak 3. Ako je x2 + x + 1 = 0, odrediti vrednost izraza

M(x) = x−2012 + x−2011 + x2011 + x2012.

Rexeǌe. Iz jednakosti x2 + x + 1 = 0 sledi da je

x2 + x = −1 i (x− 1) · (x2 + x + 1) = x3 − 1 = 0.

Odavde sledi da je

M(x) = x−2012 + x−2011 + x2011 + x2012

=
(
x3

)−671 · x +
(
x3

)−671 · x2 +
(
x3

)670 · x +
(
x3

)670 · x2.

Kako je x3 − 1 = 0, tj. x3 = 1, sledi da je

M(x) = x−2012 + x−2011 + x2011 + x2012 = x + x2 + x + x2 = −2.

Rexavaǌe jedne Diofantove jednaqine je predstavǉeno u slede²em zadatku.



Zanimǉivi algebarski zadaci sa brojem 2012 47

Zadatak 4. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu
(

1 +
1
m

)m+1

=
(

1 +
1

2012

)2012

.

Rexeǌe. Ova jednaqina se mo¼e prepisati u obliku
(

m + 1
m

)m+1

=
(

2013
2012

)2012

.

Kako je razlomak
m + 1

k
za proizvoǉan ceo broj k za koji je k(k + 1) 6= 0 redu-

kovan (jer je NZD (k, k + 1) = 1), to su razlomci
(

m + 1
m

)m+1

i
(

2013
2012

)2012

redukovani, pa su im jednaki brojioci, odnosno imenioci. Jox je i
(

2013
2012

)2012

=
(−2012
−2013

)−2012

=
(−2013 + 1

−2013

)−2013+1

,

odnosno (
m + 1

m

)m+1

=
(−2013 + 1

−2013

)−2013+1

.

Odavde sledi da je
m + 1 = −2013 + 1 i m = −2012,

qime je dokazano da je rexeǌe jednaqine m = −2013.

U narednom zadatku je predstavǉen broj 2012 u jednaqini koja se rexava u
skupu racionalnih brojeva.

Zadatak 5. Odrediti broj rexeǌa jednaqine

x2012 + y2012 = x2013 + y2013

u skupu racionalnih brojeva.

Rexeǌe. Transformiximo datu jednaqinu:

x2012 + y2012 = x2013 + y2013 ⇐⇒ y2012 ·
(

x2012

y2012
+ 1

)
= y2013 ·

(
x2013

y2013
+ 1

)
.

Smenom
∣∣∣∣
x

y
= t, za y 6= 0

∣∣∣∣, dobijamo da je prethodna jednaqina ekvivalentna sa

1 + t2012 = y · (1 + t2013
)
.

Kako je, iz prethodnog, t 6= −1 sledi da je

y =
1 + t2012

1 + t2013
, x = t · y = t · 1 + t2012

1 + t2013
.
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U sluqaju da je t = −1, imamo da je x = −y. Sada, iz poqetne jednaqine
sledi da je

(−y)2012 + y2012 = (−y)2013 + y2013 = 0 =⇒ y = 0 =⇒ x = 0.

Konaqno, skup rexeǌa ove jednaqine je

S =
{

(0, 0),
(

t · 1 + t2012

1 + t2013
,
1 + t2012

1 + t2013

)
: t ∈ Q \ {−1}

}
.

Iz prethodnog sledi da ova jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu
racionalnih brojeva.

U narednom zadatku otkrivamo nepoznati broj.

Zadatak 6. Zbir Petrove godine ro±eǌa i cifara kojima je ta godina
zapisana jednak je 2012.
a) Koje godine je Petar ro±en, ako je poznato da je punoletan?

b) Koje godine je Petar ro±en ako ima maǌe od 18 godina?

Rexeǌe. Petrova godina ro±eǌa je qetvorocifreni broj. Zaista, ukoliko
bi Petrova godina ro±eǌa bila trocifreni broj abc, onda bi bilo

abc + a + b + c = 101a + 11b + 2c 6 909 + 99 = 18 = 1036 < 2012.

a) Petar je ro±en pre 2000. godine. Dakle, Petar je ro±en 1abc-te godine.
Sada je

2012 = 1abc + a + b + c = 1000 + 101a + 11b + 2c ⇒ 101a + 11b + 2c = 1002.

Ukoliko je a 6 8, onda je 1002 = 101a + 11b + 2c 6 808 + 99 + 18 = 925. Odatle
sledi da je a = 9.

Sada je 2012 = 19bc + b + c = 1900 + 11b + 2c =⇒ 11b + 2c = 102. Ukoliko
je b 6 7, 102 = 11b + 2c 6 77 + 18 = 95. Odatle je b = 8 ∨ b = 9.

Ako je b = 8, onda je c = 7, a ako je b = 9, c =
3
2
. Odavde sledi da je Petar

ro±en 1987. godine.

b) Kako je jedina mogu²a Petrova godina ro±eǌa u 20. veku 1987. godina i
kako je Petar maloletan, to je Petar ro±en 20ab-te godine. To znaqi da je

2000 + 10a + b + 2 + 0 + a + b = 2002 + 11a + 2b = 2002 + 11a + 2b = 2012.

Odatle sledi da je 11a + 2b = 10. Kako su nepoznate a i b cifre, iz prethodne
jednaqine sledi da je a = 0 i b = 5, tj. Petar je ro±en 2005. godine.

U naredna dva zadatka predstavǉene su diofantske jednaqine u kojima se
javǉaju kvadratni koreni.

Zadatak 7. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu
√

x +
√

y =
√

2012.
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Rexeǌe. Kako je
√

2012 ≥ 0, sledi da je x ≥ 0 i y ≥ 0. Sada je
√

x +
√

y =
√

2012

⇐⇒ √
x = 2

√
503−√y ∧√y = 2

√
503−√x

⇐⇒ x = 2012− 4
√

503y + y ∧ y = 2012− 4
√

503x + x

x,y∈Z⇐⇒ x = 503a2 ∧ y = 503b2, za neke a, b ∈ Z.

Zamenom posledǌe dve jednakosti u poqetnu jednaqinu i koriste²i da je
√

2012 =
2
√

503, dobijamo da je poqetna jednaqina ekvivalentna jednaqini

|a|+ |b| = 2.

Jedina rexeǌa prethodne diofantske jednaqine su parovi (a, b) koji su elementi
skupa

{(0, 2), (1, 1), (2, 0)} ,

pa je skup rexeǌa jednaqine

R = {(0, 2012), (503, 503), (2012, 0)}.

Zadatak 8. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu
√

x2 + x + 1 +
√

y2 − y + 1 = 20112012.

Rexeǌe. Kako su brojevi x2+x+1 i y2−y+1 celi za celobrojne vrednosti x
i y, to su kvadratni koreni tih brojeva ili prirodni ili pozitivni iracionalni
brojevi. Kako je broj 20112012 ceo broj, to sledi da je x2−x+1 = a2 i y2−y+1 =
b2, za neke a, b ∈ N0.

x2 + x = x(x + 1) ≡2 0 =⇒ x2 + x + 1 ≡2 1 =⇒ a ≡2 1,

y2 − y = y(y − 1) ≡2 0 =⇒ y2 − y + 1 ≡2 1 =⇒ b ≡2 1.

Konaqno je

1 ≡2 20112012 =
√

x2 + x + 1 +
√

y2 − y + 1 = a + b ≡2 0,

xto je kontradikcija pa jednaqina u ovom zadatku nema rexeǌa u skupu celih
brojeva.

U narednom zadatku je prikazano korix²eǌe nejednakosti izme±u aritme-
tiqke i geometrijske sredine u rexavaǌu diofantskih jednaqina.

Zadatak 9. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu
(
x2

1 + 12
) · (x2

2 + 22
) · . . . · (x2

2012 + 20122
)

= 22012 · 2012! · x1 · x2 · . . . · x2012.

Rexeǌe. Podsetimo se najpre nejednakosti izme±u aritmetiqke i geometrij-
ske sredine. Za proizvoǉna dva pozitivna realna broja a i b je

a + b

2
>
√

ab, odnosno a + b > 2
√

ab,

gde jednakost vazi ako i samo ako je a = b.
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Prethodna nejednakost povlaqi da je

x2
1 + 12 > 2x1 · 1,

x2
2 + 22 > 2x2 · 2,

...

x2
2012 + 20122 > 2x2012 · 2012.

Mno¼eǌem prethodnih nejednakosti dobijamo da je
(
x2

1 + 12
) · (x2

2 + 22
) · . . . · (x2

2012 + 20122
)

> 22012 · 2012! · x1 · x2 · . . . · x2012,

xto znaqi da je rexeǌe ove jednaqine

x1 = 1, x2 = 2, . . . , x2012 = 2012.

U narednim zadacima su prikazani problemi sa faktorijelima prirodnih
brojeva. Prvi od tih zadataka bavi se pojednostavǉivaǌem izraza.

Zadatak 10. Dokazati da je

1 · 1! + 2 · 2! + . . . + 2012 · 2012! = 2013!− 1.

Rexeǌe. Kako za proizvoǉan prirodan broj k va¼i da je k·k! = (k+1−1)·k! =
(k + 1)! = −k!, to je

1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ 2012 · 2012! = 2!− 1! + 3!− 2! + · · ·+ 2013!− 2012! = 2013!− 1.

Zadatak 11. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

m1! + m2! + · · ·+ m2012! = 2012!.

Rexeǌe. Nakon deǉeǌa jednaqine

m1! + m2! + · · ·+ m2012! = 2012!

sa 2012! dobijamo da je

1
(m1 + 1) · . . . · 2012

+
1

(m2 + 1) · . . . · 2012
+ . . . +

1
(m2012 + 1) · . . . · 2012

= 1.

Leva strana prethodne jednaqine je maǌa ili jednaka od
2012
2012

= 1 a jednakost
va¼i ako i samo ako je

m1 + 1 = · · · = m2012 + 1 = 2012,

odakle sledi da je jedino rexeǌe ove jednaqine

m1 = m2 = · · · = m2012 = 2011.
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Zadatak 12. Da li postoji prirodan broj k 6 2012 tako da je broj

1! · 2! · . . . · 2012!
k!

kvadrat prirodnog broja?

Rexeǌe. Uoqimo najpre da je proizvod

P = 1! · 2! · . . . · 2012!

jednak
P = 12012 · 22011 · . . . · k2013−k · . . . · 20112 · 20121.

Daǉe je

P =
(
11006 · 21005 · 31005 · . . . · 20111

)2 · 2012 · 2010 · . . . · 4 · 2
=

(
11006 · 21005 · 31005 · . . . · 20111

)2 · (2 · 1006) · (2 · 1005) · . . . · (2 · 1)

=
(
11006 · 21005 · 31005 · . . . · 20111 · 2503

)2 · 1006!.

Iz prethodnog vidimo da postoji prirodni broj k 6 2012 takav da je broj

1! · 2! · . . . · 2012!
k!

kvadrat prirodnog broja. Taj broj je k = 1006.
Ostaje otvoreno pitaǌe da li je k = 1006 jedini takav prirodan broj.
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