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1. Poliformizmi ,,xariginovskog“ tipa

,,Geometrija treba da bude geometrijska, a ne analitiqka ili algebarska.“
[1] Glavni junak te priqe treba da bude figura, pri qemu na ǌenoj povrxini
treba da bude trougao i kru¼nica (krug), a glavno sredstvo uqeǌa treba da bude
crte¼ i slika. Dakle, pravilan crte¼ i lijepa slika treba da budu dominantna
sredstva geometrije. U­benici u kojima dominiraju geometrijski sadr¼aji ne
treba da se svode samo na pravǉeǌe geometrijskih teorija. Proces uqeǌa tih
sadr¼aja ukǉuquje najraznovrsnije oblike rada. U prvom redu tu se misli na
rjexavaǌe zadataka.

Kada je poqetkom tre²e decenije XX vijeka Rudolf Arnhajm, jedan od osniva-
qa gextaltistiqkog pravca u psihologiji, pisao svoje kapitalno djelo Vizuelno
mixǉeǌe (jednistvo slike i pojma), sve svoje tvrdnje bazirao je na geometrijskim
intepretacijama.

Crtaǌe je prvi korak ka apstrakciji (bitna svojstva se sa¼imaju, a ne-
bitna zanemaruju). Geometrijske slike pravimo da bismo stabilizovali naxe
unutraxǌe predstave. Vizuelno mixǉeǌe – mixǉeǌe u slikama ima osobinu
sveobuhvatnosti i nije lako prenosivo. Slike, tj. ikone predstavǉaju nosioce
informacija. Zato I.F. Xarigin, kada govori o ,,dobroj geometriji“, stavlja u
centar priqe dobar zadatak prikazan lijepom slikom i ¼ivim jezikom.

,,´ivi jezik“ omogu²ava da vizuelno mixǉeǌe bude lako prenosivo. Qla-
nak I.F. Xarigina objavǉen 2004. godine potvrdio je ono xto sam imao u vidu
kada sam pisao ,,Geoemtrijsku qitanku“ i ,,Geometrijski poliformizam“ [6] –
metodiqke priruqnike, tj. da xiroki spektar neobiqnih geometrijskih priqa i
interpretacija ilustrovanih slikama ,,xariginovskog“ oblika, obogaquje zna-
qajno nastavu matematike u funkciji razbijaǌa formalizma u ǌoj.

2. Ostali geometrijski poliformizmi

Nije mi namjera da ovdje elaboriram sve mogu²e nexariginovske polifor-
mizme, kojih u nastavi matematike ima veoma mnogo, ve² da na upeqatǉivim pri-
mjerima prikazuju²i neke od graniqnih sluqajeva uka¼em na komponente matema-
tiqke ǉepote kojom je svaki, pa i nexariginovski poliformizam ,,obojen“.
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U citiranom qlanku [1] I.F. Xarigin ka¼e: ,,Zadatak nije samo vjextina,
to je element znaǌa. Uqenik treba da se upozna sa odre±enim ciklusom dovoǉno
texkih geometrijskih zadataka povode²i se za poznatim modelima. Uzgred budi
reqeno, u tome se u suxtini sastoji proces uqeǌa algebre. Uqeniku pokazujemo
metode, saopxtavamo algoritme, koje je texko, skoro nemogu²e na²i samostalno.
U geometriji, za razliku od algebre, sliqnih algoritama je vrlo malo, skoro da
ih nema. Skoro svaki geometrijski zadatak je nestandardan. Zbog toga prilikom
nastave raste znaqaj kǉuqnih zadataka, koji objaxǌavaju korisne qiǌenice ili
ilustruju metodu.“

Kada govorim o poliformizmu geometrijskog tipa, prije svega mislim na
xariginovske poliformizme i one graniqne primjere ostalih geometrijskih po-
liformizama, tj. zadatke qije glavne instrumente predstavǉaju lijepe slike, i
¼ivi jezik. Dakle, ovdje ²u posmatrati samo one poliformizme nexariginov-
skog tipa prezentovane takvim crte¼ima koji pripadaju graniqnom podruqju, tj.
prevashodno vode²i raquna o osnovnom principu percipiraǌa, na kojem poqiva
i kompletna vizija matematiqke ǉepote.

Primjer. U dati trougao ABC upisati dvije podudarne kru¼nice koje se
dodiruju i od kojih svaka dodiruje po dvije stranice toga trougla.

Rjexeǌe 1. Jasno je da obije kru¼nice dodiruju jednu od stranica trou-
gla. Pretpostavimo da jedna i druga kru¼nica dodiruju stranicu AB. Tra¼ene
kru¼nice mo¼emo konstruisati koriste²i homotetiju. Konstruiximo proiz-
voǉno pravu c1 paralelnu pravoj (AB) tako da ona predstavǉa tangentu na dvije
proizvoǉne kru¼nice K′1 i K′2 jednakih polupreqnika, koje se dodiruju (vidi
sliku 1). Konstruiximo na ove kru¼nice tangente a1 i b1, koje su respektivno
paralelne pravim (BC) i (AC). Trougao A1B1C1 koji obrazuju prave a1, b1 i
c1, ima stranice koje su paralelne stranicama trougla ABC pa postoji homote-
tija kojom se 4A1B1C1 preslikava u 4ABC. Centri M i N kru¼nica K1(M, r)
i K2(N, r) koje treba konstruisati nalaze se redom u presjeku pravih (OM1) i
(ON1) sa pravim l i m, tj. (OM1) ∩ l = {M} i (ON1) ∩m = {N}, pri qemu je
l ‖ (C1M1) i m ‖ (C1N1).

Sl. 1

Rjexeǌe 2. Pretpostavimo da je zadatak rjexen. Centri kru¼nica K1(O1, x)
i K2(O2, x), tj. taqke O1 i O2, pripadaju redom simetralama uglova BAC i
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ABC trougla, pri qemu je O1M1 = O2M2 = x, tj. O1O2 = 2x. Neka je sa O
obiǉe¼en centar upisane kru¼nice 4ANC, tj. {O} = (AO1) ∩ (BO2). Zadatak
se svodi na to da se u 4ABO upixe pravougaonik M1M2O2O1 qija je jedna
stranica dva puta du¼a od druge, tako da M1,M2 ∈ AB, O1 ∈ AO i O2 ∈
BO. U tu svrhu na simetrali (AO1) ugla BAC izaberimo proizvoǉnu taqku E1

(sl. 2). Neka je N1 podno¼je normale spuxtene iz taqke E1 na du¼ AB i neka
je taqka N2 ∈ AB takva da je N1N2 = 2E1N1. Ozanqimo sa E2 qetvrto tjeme
pravougaonika N1N2E2E1, a zatim odredimo taqku O2 tako da je {O2} = (OB)∩
(AE2). Homotetijom Hk

A taqka E2 preslikava se u taqku O2, tj. Hk
A(E2) = O2,

pa je
−−→
AO2 = k

−−→
AE2, odakle je k = |−−→AO2|/|−−→AE2|. Homotetija Hk

A preslikava
pravougaonik N1N2E2E1 u tra¼eni pravougaonik M1M2O2O1. Taqke O1 i O2

su centri tra¼enih kru¼nica K1 i K2, a du¼i O1M1 i O2M2 du¼ine O1M1 =
O2M2 = x su ǌihovi polupreqnici. Oqigledno, zadatak ima tri rjexeǌa, jer
umjesto stranice AB, mo¼emo uzeti da kru¼nice K1 i K2 dodiruju stranicu BC,
odnosno CA. Neka je PP1 = O1M1 = O2M2 = x i OP = r. Tada homotetija Hk1

O

vrxi sǉede²a preslikavaǌa: Hk1
O (A) = O1, Hk1

O (B) = O2 i Hk1
O (P1) = P , gdje

je k1 =
2x

c
, pa iz k1 =

2x

c
=

r − x

r
sǉedi x =

cr

2r + c
=

r

1 + 2r
c

, odnosno x ima

najve²u (najmaǌu) du¼inu kada je c najdu¼a (najkra²a) stranica trougla ABC.

Sl. 2 Sl. 3

Rjexeǌe 3. Neka obje tra¼ene kru¼nice K1 i K2 dodiruju stranicu AB.
Obiǉe¼imo sa r polupreqnik kru¼nice upisane u 4ABC, a sa x polupreqnik
tra¼enih kru¼nica (sl. 3). Iz sliqnosti trouglova 4ABO ∼ 4O1O2O sǉedi
r : (r − x) = c : 2x, pa je kao i u prethodnom rjexeǌu x =

cr

2r + c
.

Konstrukcija. Centri tra¼enih kru¼nica K1 i K2 pripadaju simetralama
uglova BAC i ABC na udaǉenosti x =

cr

2r + c
od stranice AB. Du¼ du¼ine x

konstruixemo kao qetvrtu proporcionalu (koriste²i Talesovu teoremu) u pro-
porciji (c + 2r) : r = c : x.

Ako bismo posmatrali crte¼e kojima su predstavǉena rjexeǌa 1, 2 i 3 u
xirem smislu, mogli bismo ih svrstati u xariginovske poliformizme, dok bi
u u¼em smislu pripadali ostalim nexariginovskim geometrijskim poliformi-
zmima.
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Spektar razliqitih pristupa kod rjexavaǌa problema ili dokazivaǌa teo-
rema qesto mo¼emo proxiriti na qitav niz inoviranih dokaza koji objediǌavaju
ve²inu prethodnih. Ta raritetna dokazivaǌa ilustrova²u afinom verzijom Pi-
tagorine teoreme – Papusovom teoremom.

Papusova teorema. Nad stranicama CA i BC proizvoǉnog trougla ABC
konstruisani su (u spoǉaxnosti tog trougla) paralelogrami s povrxinama P1 i
P2. Neka je T taqka presjeka pravih na kojima le¼e stranice paralelne sa CA i
BC. Ako se nad tre²om stranicom AB konstruixe paralelogram qija je druga
stranica paralelna i jednaka CT , a povrxina tog paralelgrama je P , tada je
P = P1 + P2.

Dokaz 1. Tre²i paralelgoram ABB1A1 konstruisa²emo prema unutrax-
ǌosti trougla ABC, jer je dokaz u trom sluqaju jednostavan (sl. 4). Tjemena
A1 i B1 tog paralelograma pripadaju paralelnim stranicama prvih dvaju pa-
ralelograma, jer su CT = AA1 = BB1 = AA2 = BB2, kao naspramne stra-
nice tih paralelograma. Tada je P1 = PAA1TC jer paralelogrami AKNC i
AA1TC imaju zajedniqku osnovicu AC, a naspramne im stranice KN i A1T
le¼e na istoj pravoj. Tako±e je PAA1TC = PAA1MS is istih razloga, jer ima-
ju zajedniqku osnovicu AA1, a naspramne stranice CT i SM im le¼e na istoj
pravoj. Sliqno postupaju²i sa drugim paralelogramom dobijamo da je povrxi-
na P2 jednaka povrxini preostalog dijela paralelograma AA1B1B. Odatle je
P1 + P2 = PAA1MS + PMSBB1 = P .

Sl. 4 Sl. 5

Dokaz 2. Dokaza²emo Papusovu teoremu primjenom vektorskog proizvoda
vektora. Posmatraju²i sliku 5 lako je uoqiti da je

P = |−→AB ×−−→AM | = |−→AB ×−→TC| = |(−→AC +
−→
CB)×−→TC|

= |(−→AC ×−→TC) + (
−→
CB ×−→TC)| = |−→AC ×−→TC|+ |−→CB ×−→TC|

= P1 + P2.

Apsolutna vrijednost zbira vektora u ovom sluqaju jednaka je zbiru apsolutnih
vrijednosti tih vektora zato xto se ovdje radi o vektorima

−→
AC×−→TC i

−→
CB×−→TC

koji su istog pravca i smjera.

Dokaz 3. A sada pogledajmo kako se Papusova teorema mo¼e dokazati primje-
nom skalarnog proizvoda vektora. Neka su b i a du¼ine osnovica paralelograma,
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~e1 i ~e2 jediniqni vektori normalni na te osnovice, a ~f1 i ~f2 vektori boqnih stra-
nica tog paralelograma. Tada je P1 = b~e1 · ~f1 i P2 = a~e2 ·f2 jer su ~e1 · ~f1 i ~e2 · ~f2

visine koje respektivno odgovaraju osnovicama b i a tih paralelograma. Kako su
~e2, ~e1 i ~e jediniqni vektori respektivno normalni na stranice a, b i c trougla
ABC, prema spoǉaxnosti, to je a~e2 + b~e1 + c~e = ~0, zbog ~a +~b + ~c = ~0 (gde je
~a =

−→
CB, ~b =

−→
AC, ~c =

−→
BA). Ovo je oqigledno jer translacijom vektora ~a, ~b i ~c u

zajedniqku poqetnu taqku O i rotacijom za 90◦ oni prelaze redom u a~e2, b~e1 i
c~e. Kako je |~e1| = |~e2| = |~e| = 1 i P = c~e · ~f , P1 = b~e1 · ~f1 i P = a~e2 · ~f2, kao i
~f =

−→
TC,

−→
CT ·~e1 = ~e1 · ~f1 (visina paralelograma povrxine P1), i

−→
CT ·~e2 = ~e2 · ~f2

(visina paralelograma qiju smo povrxinu oznaqili sa P2), to je

P1 + P2 = b~e1 · ~f1 + a~e2 · ~f2 = b~e1 · −→CT + a~e2 · −→CT

= (a~e2 + b~e1) · −→CT = −c~e · −→CT = P,

xto je i trebalo dokazati (sl. 6).

Sl. 6 Sl. 7

Dokaz 4. Papusovu teoremu mo¼emo dokazati i na sǉede²i naqin:

P = PAELBPAETLB − PELT = PAETLB − PABC

= PAETC + PBLTC = PAKFC + PBHGC = P1 + P2.

Ovdje smo koristili jednakost povrxina podudarnih trouglova PELT = PABC

i jednakost povrxina paralelograma jednakih du¼ina osnovica i odgovaraju²ih
visina, tj. PAETC = PAKFC i PBLTC = PBHGC , sl. 7.

Pitagorina teorema je neposredna posǉedica Papusove teoreme, tj. ǌen spe-
cijalni sluqaj, pa se ona mo¼e izvesti analogno prethodnim postupcima. U
istoriji matematike to je poznati Nasir-el-Din al Tusijev (1201–1274) dokaz,
objavǉen u arapskom prevodu Euklidovih ,,Elemenata“ 1594. godine. Na taj naqin
dobili bismo qetiri razliqita dokaza te teoreme.
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