HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEAIHOJ IITKOJIN

Ip Hledprer Apcaanaruh

BEPHYJIMJEBA HEJEIHAKOCT, IbEHE 'EHEPAJIN3AIINIE
n IIPMMJEHA

MIsajuapcra nopoauua Bepuymu (Bernoulli) jemuucrsen je ¢enomen y caujery;
YaK ABAHAECT UJIAHOBA OBE IOPOUIE Ce DABMIO MATEMATUKOM, (DU3UKOM U XEMIjOM.
Kazna je y muramy marteMaruka, Hajsehu mompuHOoc 0BOj Haymu cy namu JakoO (Ja-
cob, 1654-1705), meros Gpat Joxan (Johann, 1667-1748) kao u Joxanos cun lanuen
(Daniel, 1700-1782). IIpsa mBojuna cy OOWIHO 3aIy:KANU MATEMATHUKY, 0K je Ila-
muen majselin mompuroc mao y ¢usumu (xuapomuHamunm). Jakof je nao 3HauvajHe
pesyaTar y Teopuju BjepoBarHole, mamucao je mjeno Ars conjectandi, Ta Kmura my
je mybmnurosana noctxymHO 1713. romure. Y ®0j ce Haja3e QUjeNIOBU KOjU CE OTHOCE
na DepuyaujeBe 6pojeBe m DepuynujeBy Teopemy. Hbemy ce mpumucyje n mo3uata
Bepuynujesa nejenuakoct (n3pedena u mokasama 1689. romuse) o kojoj hie opaje Gurn
roBOpa, & KOja MMa BEJIUKY IPUMjEHy y Pa3HUM 00iacTuMa MaTeMaTHKe.

Hajupuje hemo matu 0By HejeAHAKOCT y HAjIO3HATHjEM HEHOM OOJIMKY KOjU IIACH:
TEOPEMA 1. Axo je x > —1 u axo je n npupodan 6poj, mada je

(1+z)" 21+ nz. (1)
Jloxas. Ioxas hiemo m3Bectu momohy MareMaTHUKe MHIYKIL]E.

Ako je n = 1, Tana (1) mocraje jemHakocT, Tj. HejeOHAKOCT je TauHa 3a n = 1.
pernocrasuvo ma (1) Baku 3a n =k > 1, 1j. ma je 3a & > —1:

(1+2)f > 1+ k. (2)
Muosxehu penanujy (2) ca 14 z > 0, nobujamo:
A+2)*" > 0 +2)1 +kx) =14 (k+ 1)z + ka?,

OJaKJe je
(L+2)F 7 > 14 (k+ 1)
OBuM je 3aBpIIeH MHIYKTUBHU IOKA3. W

Hanomena. Ounraemno y (1) Baxku jenmakoct u 3a = 0. Y auTeparypu ce oBa
HejeIHAKOCT MOke Hahu 3amucana u y 00IUKYy:

(1+2)" > 1+ nx, —-l<z#0,neN, n>2.

Cana hemo noraszaru jemmy teopemy kopucrehn mejemnaroct (1), Tj. Teopemy 1.
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1
TEOPEMA 2. Axojen=23,... u—-1<zx< 1 maoa je
7 —
nx
1 "<l 3
(1+2) Jr1—|—(1—n)x ®)

ca jeonaxouwhy axo u camo axo je x = 0.

n
Joxas. Ipuvjemyjyhu mejenmaroct (1) Ha (1 — 1_3;) , nobujamo:
x

X " i
1- >1-n- : 4
( 1—|—x> gy @

T 1
> —1 jep j >—-1. M ,1— = ,
jep je x ebhyrum T+ Tz

-z
rogejen=1,2,... n
Ae 1+=z
Tako 1a je (4) eKBUBAJIEHTHO ca

1 l1+z—nzx

Q+2)"” l+z

1
Akojel+z—nzx>0un=23,... (Tj.z<71),Ta/1aje
n—

1+z nw
1+2)" < =1 .
(1+2) 1+z—nz +1+(1—n)w

OBuM je mokasaHa HejenHakoct (3). m

Cana hemo natu jenny resepasnusanujy Hejemraxoctu (1).
TEOPEMA 3. Axo je ceaku 00 peasnur bpojesa x1,xs,..., T, 8ehu 00 —1 u
KO CY UAU CBU NOZUMUBHY UAU CEU HELAMUSHY, Mada je
(I4+z)(I4+z2) ...-(I+zp) >1+a1 20+ + 2pye (5)
Jokas. 3a n = 2 HejeAHAKOCT je Ta4yHa jep BaKd
(I+z1)1+22) =141 +22+ 2122 > 1+ 21 + 20.
[Ipernocrasumo na (5) Baxu 3a Hexko n > 2. Tanma 3a n + 1 umamo
QI+z)A+z2) .. - A+z) A+ zps1) > Q4+ +z2+ -+ 20) (1 + 2pt1)
>l4ax+ae+ -+ Ty 4+ Tpp1 +Tppr(T1 F 224+ + 24)
>1+zi4+2204+ - +2n+ Tnyr.

OBuM je mOKa3 MaTeMaTWYKOM MHIYKOMjOM 3aBpLIEH, Tj. HejemHakocT (5) je TadvHa.
Hapasuo, mejenmakocr (1) mobujamo u3 (5) 3a ¢y =29 =+ =2, = . W

Ilokazahemo cazma cweneliy remepamusanujy Bepuynujese nejemnaroctu (1).

TEOPEMA 4. Heka cy x,a peaanu 6pojesu, x > —1 u 0 < a < 1. Tada je

(1+2)* <1+ ax. (6)
Axojex 2 —1 uwa <0 uau a > 1, mada je
(1+2)* =21+ ax. (7)

Jeonarxoem y (6) u (7) saxcu camo y cayuajy xada je x = 0.
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Jloxas. Pazmorpumo Hajupe cayyaj Kaja je a pauoHagan 6poj, ¥ TO MO3UTUBAH
mpaBu pasioMak. Heka je a = —, rmaje ¢y m u n TNPUPOJHU OPOjeBU W TPU TOME je
n

m < n. Taga Ha OCHOBY HejeHAKOCTH M3MeDy apUTMETHUKE U T€OMETPUjCKe CPeuHe
T MO3UTUBHUX OpojeBa ciujenu

(l+2)'=1+2)" = /A +a)m 1nm
l4+z)+---+1+z)+1+---+1

N

n

1 _
:m( +z)+n m:n—l—mac:1_i_@$:1_’_cwj7
n n n

1j. (1 4+ 2)* < 1+ ax. Jemuakoctu Basku ako cy cabupuu y mejemnaxoctu A > G
jemnaru, 1j. ako je l+x =1, 1j. £ =0. 3a x # 0, Baxku (1 +2)* < 1+ ax. OBum je
nokasana HejemHakoct (6) y cayuajy kana je a (0 < a < 1) pammonanan 6poj.

Hexka je cama a, 0 < a < 1 upamuonasan 6poj. Heka je ri,re,..., 7y, ... jeman
HU3 TIPABUX Pa3JIOMaKa KOju TeKU Ka a. VI3 HejeaHakocTu

I+2)™ <1+r,z, z>-1,n=12...,
KOjy CMO rope Jokasaiu (y Ciydajy Kaja je eKCIOHEHT PAIMOHAJAH OpOoj), ciujenu
(I+2)*=lim (14+2)™ < lim (1+r,z) =1+ ax.
n—oo n—oo

Osum je mejemnaroct (6) rakobhe nokasana 3a mpanmonamnne BpujemHocts a. IIpeoctaje

HaM jom ma moraxkeMo ma 3a x # 0u 0 < a < 1 Bawu (1 + 2)* < 1+ ax, 1j. na 3a
x # 0y (6) HE Ba)KU 3HAK jeHAKOCTYL.

Y ¢BpXy OBOT' IOKa3a M3abepuMo jeaH parmuoHaJan 6poj r, Takas ma jea < r < 1.
Ounrienso BaxEu

(1+2)" = {(1 +x)i]r.

a

a a
360r 0 < — < 1, Ha ocHoBy rope mokasanor Baxu (1 + )" <14 —z. Cmwemu na je
r r

a \" a \" a
(I+2)* < (1—1—795) . 3a x # 0 Baxu (l—i—fx) <1l4r-—z=1+az, onaxne

r T r

(1+2)* <1+ ax.
OBuM je Hejenuakoct (6) y DOTIYHOCTH HOKA3aHA.
[pebumo canma ma mora3 mejemnaxoctu (7). Heka je a > 1. Aro je 1 +ax <0

(ro je moryhe; ump. ako je a = 4, x = 5 raga je 1 + ax = —1 < 0), Tazma je
mejemraroct (7) TauHa jep je Tama HEHA JMjeBa CTPaHA HEHETATUBHA, a JECHA CTPAaHA

je merarusua. Axo je 1 +ax > 0, 1j. ax > —1, Taga Ha ocHoBy Hejemmaroctu (6)

caujenu
1

a2 1
(I+ar) <1+ --ax=1+=z,
a

opu yeMy jeIHAKOCT BaykKu caMo y ciyuajy kaza je x = 0. Ako cremenyjemo oGje
CTpaHe TOpPHE HEjeTHAKOCTH ca @, H00ujaMo

1+az < (1+4+2)%
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Heka je cama a < 0. Axo je 14 ax < 0, Taga mejemnaroct (7) OUUrIEnHO BaKMU.
a

Axo je 14+ax > 0, uzabepumo jenan npuponan 6poj n tako ga je —— < 1. Ha ocuoBy
n

HejennarocTy (6) Baku

_a
(1+z) " gl—gx,
a onaBIe
- 1 a
14+x)" > g =21+ —-x
1——2
a2

(mocmemma mejemuakocT je Tauma 36or 1 > 1 — — 22). CremenoBamem mociemme

HEjeTHAKOCT ca N J00ujaMo
a \@ a
1+2)°> <1+Ew) >1+n-2a=1+ar,

a 080 je mejemnaroct (7). Hpumjerumo na je jemmaxoct moryha ako je x = 0. Obum
je TeopeMa y MOTIYHOCTH JOKA3aHA. M

Basku cmeneha remepanusanuja nejemaaroctu (6) u (7).

TEOPEMA 5. Bpujede nejednarxocmu

n n
L+z) 21+ pii, (8)
i=1 i=1
axo {p1,pa2,...,pn} C (—00,0) wau {p1,pa,...,0n} C (1,400), me {x1,z2,...,2,}
C (0,400) wau {x1,29,...,2,} C (—=1,0), n = 1. Jednakocm saxmcu y cayuajy
L1 =Ty =" ""=Tp.

n

[[a+z)p <14 pias, (9)
i=1

i=1
axo {p1,p2,---,0n} C (0,1) me {z1,x2,...,2,} C (0,+00) wau {x1,z2,...,2,} C
(=1,0), n > 1. Jednakocm samxcu y cayuajy T1 = Ty = -+ = Ty,

3a nokaze oBuX HejemHakocTu Tpeba kopuerutu HejemHaroctu (6) u (7). Ipemy-
MITaMO MX YMTAOLMMA OBOT UJIAHKA.

Cana hemo morasaru xako ce momohy mejemmarxoctu (6) u (7) epuracuo Moxe
U3BPIIUTY TPOIjeHa Hekux onpelenux maTerpama.

ITpuMJIEP 1. Hera je f:[1,2] — (0,+00) mnrerpabuntna ¢yuruuja. Axo je
ff f2(z) dx < 2, nokazaTu ma BaKM HejeTHAKOCT

1
T

dr < 2.

Aﬂl+ﬂm1

Pjeweme. Ha ocuoBy Bepuynujese nejemnarxoctu (6) (36or 1 < x < 2) mobujamo

8=

1+ F@]" <1+ f),
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a caza Ha ocHOBY HejemnarocTn Komm-Bymakosckn-IlIsapua (Cauchy-Buniakowsky-
Schwarz):

/12[1+f(x)];dm</12 [1+if(3?)] dx:/lz‘“*/jif(x)dx

’1 2 1
<1+ /1ﬁdx/1 f2(x)de <1+ 5-2:2.

IIPUMJIEP 2. [lokazaTu na BaxKW HEjeTHAKOCT

1
ég/ e””deg e—|—2‘
3 0 3

Pjewemwe. Ilohu hemo ox mosmare mejemmaxoct ¢ >t +1,¢t > 0. 3at = 2
nobujamo

e > 2%+ 1. (%)
Cana na ocuoBy Deprynujese nejennarkoctu (6) (oszmje je = € [0,1]), nobujamo:
¢ = [+ (e— 1) <14 (e—1)a? ze[01].

Cana umamo 360r (x):
2

2 H1<e” <14 (e—1)2? x€][0,1],

a OJaBle HAKOH MHTerpanuje:

OJHOCHO
e—l_e—|—2
3 37

4 ro,
- < el dr <1+
3 " Jo
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