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JEDNA OSOBINA PRAVILNOG TRINAESTOUGLA

Da²emo qetiri dokaza teoreme:

U pravilnom trinaestouglu ABCDEFGHIJKLM va�i jednakost
AB

AE
+

AD

AF
= 1.

Dokaz 1. Uvodimo slede²e oznake: AB = a, AC = b, AD = c, AE = d,
AF = e, AG = f . Tada navedena jednakost postaje

(∗) a

d
+

c

e
= 1.

Pravilni trinaestougao ABCDEFGHIJKLM je osno simetriqna figura, xto
znaqi da je qetvorougao ABDL jednakokraki trapez (slika 1).

Slika 1

Neka je AN ⊥ LD, N ∈ LD. Tada je LN =
e− a

2
i ND =

e + a

2
.

Primenom Pitagorine teoreme na pravougle trouglove ANL i AND dobijamo
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AN2 = AL2 − LN2 = b2 −
(

e− a

2

)2

i AN2 = AD2 − ND2 = c2 −
(

e + a

2

)2

,

odakle je b2 −
(

e− a

2

)2

= c2 −
(

e + a

2

)2

, a odavde je

(1) c2 − b2 = ae.

Analogno, primenom Pitagorine teoreme na jednakokraki trapez LDFJ dobijamo

(2) f2 − b2 = de,

a primenom na jednakokraki trapez MCFJ (slika 2) dobijamo

(3) f2 − c2 = cd.

Ako od zbira jednakosti (1) i (3) oduzmemo jednakost (2), imamo 0 = ae + cd −
de, tj. ae + cd = de. Deǉeǌem posledǌe jednakosti sa de dobijamo tra¼enu
jednakost (∗).

Slika 2

Dokaz 2. Neka je 2α veliqina centralnog ugla nad stranicom datog trinae-

stougla. Tada je 2α =
2π

13
, tj. 13α = π. Odgovaraju²i periferijski ugao je α. S

obzirom da je spoǉaxǌi ugao jednak centralnom uglu, to je unutraxǌi ugao pra-
vilnog trinaestougla jednak 13α−2α = 11α. Tada je ∠ACD = ∠BCD−∠ACB =
11α − α = 10α, pa je ∠ADC = 2α. Daǉe, u trouglu ADE je ∠ADE = 9α
i ∠AED = 2α, a u trouglu AEF : ∠AEF = 8α i ∠AFE = 4α. Na dijago-
nali AE = d odredimo taqku S tako da je SE = DE = a (slika 3). Tada je
∠SDE = ∠DSE = (13α − 3α) : 2 = 5α, pa je ∠ASD = 8α i ∠ADS = 4α.
Trouglovi ADS i AEF imaju jednake uglove, xto znaqi da su sliqni. Iz te
sliqnosti proizlazi AD : DF = (AE − SE) : AE, tj. c : e = (d − a) : d. Ova
jednakost je ekvivalentna sa jednakox²u (∗).
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Slika 3

Dokaz 3. Na osnovu Ptolomejeve teoreme primeǌene na tetivni qetvorougao
AEFI (slika 4), dobijamo AF ·EI = AE ·FI +EF ·AI, tj. ed = dc+ae, a odavde
direktno sledi (∗).

Slika 4

Dokaz 4. S obzirom da je 13α = π, mo¼emo pisati da je 9α = π− 4α i 7α =
π−6α, pa imamo cos 9α = cos(π−4α) = − cos 4α i cos 7α = cos(π−6α) = − cos 6α,
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odnosno cos 9α + cos 4α = 0 i cos 7α + cos 6α = 0. Oduzimaǌem druge jednakosti
od prve dobijamo cos 9α + cos 4α− cos 7α− cos 6α = 0, xto je ekvivalentno sa

(4) (cos 4α− cos 6α) + (cos α− cos 7α) = cosα− cos 9α.

Transformacijom razlike kosinusa u proizvod, jednakost (4) dobija oblik

(5) sin α sin 5α + sin 3α sin 4α = sin 4α sin 5α.

Kako je sin α =
a

2R
, sin 3α =

c

2R
, sin 4α =

d

2R
i sin 5α =

e

2R
(R – polupreqnik

opisanog kruga oko pravilnog 13-ougla), slika 5, jednakost (5) je ekvivalentna
sa ea + dc = bd, odnosno sa tra¼enom jednakox²u (∗).

Slika 5

Napomena. Jednakost (∗) se mo¼e dokazati i metodom koordinata.
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