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Apstrakt. U ovom, tre²em nastavku naxeg qlanka, skicira se i diskutuje
izgradǌa bloka brojeva do 20. Korix²eǌem nekih ranih algebarskih tehnika,
uvode se brojevi 11, 12, . . . , 20 kao zbirovi 10 + 1, 10 + 2, . . . , 10 + 10 (qije
znaqeǌe je ve² objaxǌeno u okviru bloka brojeva do 10). Zatim se razmatraju
prvi sluqajevi raqunaǌa tipa 13+5 = 10+(3+5), odnosno 18−5 = 10+(8−5),
kao i metode sabiraǌa i oduzimaǌa sa prelazom preko desetice. Ove proceudre
se u radu u uqionici oslaǌaju na ikoniqne reprezentacije u obliku brojevnih
slika, koje se primeǌuju za formiraǌe tablica sabiraǌa i oduzimaǌa. Ali
detaǉna didaktiqka analiza pokazuje da se one baziraju na slede²im algebarskim
pravilima: l + (m + n) = (l + m) + n, (l + m) − n = l + (m − n), l − (m + n) =
(l−m)−n. Naravno, ova se pravila mogu izvesti iz aksioma Abelove grupe, ali u
didaktici matematike treba ih smatrati nezavisnim i intuitivno ih zasnovati
izjednaqavaǌem razliqitih oznaka za isti broj. Specijalno, uloga asocijativnog
zakona se vidi kao sredstvo za svo±eǌe zbira od tri (ili vixe) sabiraka na zbir
dva sabirka. Dakle, sva svojstva sabiraǌa i svi rezultati u tablicama se mogu
izraziti u terminima zbira dva sabirka.

9. Xta je Frojdentalova didaktiqka analiza? Qesto se smatra da
su sadr¼aji matematike nexto jednom zauvek fiksirano i da nastavnik treba da
dobro nauqi te sadr¼aje i da ovlada vextinom ǌihovog prenoxeǌa. Da bismo
prevazixli ovu suvixe pojednostavǉenu predstavu, navedimo da se svi matema-
tiqki sadr¼aji javǉaju, uglavnom, u slede²a tri vida:

• istorijskom, kad ih vidimo onakve kakvi su bili u trenutku ǌihovog stva-
raǌa,

• nauqnom, kad ih vidimo logiqki sre±ene kako to savremeni razvoj matematike
kao nauke zahteva,

• didaktiqkom, kad se oni nalaze uobliqeni prema potrebama onih koji uqe.

Shodno opxte prihva²enom principu da ontogenetski razvoj prati filoge-
netski, izvesno poznavaǌe istorijskog razvoja ideja koje ulaze u nastavne sa-
dr¼aje bitno je za nastavnika, a neophodno za struqǌaka koji se bavi obrazo-
vaǌem.



2 M. M. Marjanovi²

Nastavnik razredne nastave treba da produbǉenije zna osnove sredǌoxkol-
ske matematike – teoriju skupova, matematiqku logiku, brojevne sisteme ukǉu-
quju²i tu i xkolsku algebru i to na naqin koji bi bio rekapitulacija onog xto
je i sam uqio u xkoli sa isticaǌem glavnih ideja, dok bi tehnika ostajala u
drugom planu. To ²e tako±e pooxtriti znaqeǌe matematiqkih pojmova, a xto se
ne mo¼e posti²i u razvojnom periodu kroz ranu nastavu matematike.

Oslaǌaju²i se na istoriju matematike i xkolstva, na duboko poznavaǌe ma-
tematike kao nauke Hans Frojdental u svojim kǌigama: H. Freudenthal, Mathema-
tics as an Educational Task, D. Reidel Publishing Company, 1973 i H. Freudenthal,
Weeding and Sowing, D. Reidel Publishing Company, 1978, podvrgava detaǉnoj
analizi neke od glavnih tema xkolske matematike. To takvo rasqlaǌivaǌe ma-
tematiqkih sadr¼aja i sugerisaǌe ǌihovog didaktiqkog oblikovaǌa Frojdental
naziva didaktiqka analiza. Moglo bi se sa punim pravom re²i da je didaktiqka
analiza osnovnoxkolske matematike projekat za budu²nost, dok se danas nastava
matematike na tom poqetnom nivou nalazi u rukama mnogih ,,eksperata“, koji tu
nastavu tretiraju jednostrano, ne shvataju²i da je strukturisaǌe tih sadr¼aja
prvi i najva¼niji korak. Na tom poqetnom nivou znaǌe se sintetizuje na osnovi
koju qine opa¼aǌe i dobro usmereno procesiraǌe opa¼ajnog materijala. A to
usmeravaǌe mogu da vrxe samo oni koji poznaju matematiqke sadr¼aje na pro-
dubǉeniji naqin i dobro shvataju kognitivne procese, uva¼avaju²i sve razvojne
faktore.

U slede²oj taqki ovog qlanka podvrgnu²emo didaktiqkoj analizi temu ,,blok
brojeva do 20“.

10. Blok brojeva do 20. Blok brojeva do 10 je, naravno, deo bloka
brojeva do 20. Tih prvih deset brojeva, zajedno sa nulom, imaju fundamentalni
znaqaj za izgradǌu dekadnog brojevnog sistema, poxto se svaki prirodni broj
predstavǉa kao zbir proizvoda dekadnih jedinica i brojeva iz skupa {0, 1, . . . , 9},
(videti I, 5). Tako±e u okviru ovog prvog poqetnog bloka uspostavǉa se znaqeǌe
operacija sabiraǌa i oduzimaǌa, a tako±e se tu formira deo tablica sabiraǌa i
oduzimaǌa. Svi ulazi u te tablice zapam²uju se na spontan naqin, putem ve²eg
broja ve¼bi (a tako±e tu svoje mesto imaju i ikoniqke predstave o brojevnim
slikama). Za zbirove i razlike u okviru bloka do 10 govori²emo figurativno
da su ,,mali“ odnosno ,,male“, a to znaǌe je osnova na kojoj se raqunaju zbirovi
i razlike u okviru ve²eg bloka brojeva do 20.

Kad se uz istu aditivnu shemu sparuju odgovaraju²i zadaci sabiraǌa i od-
uzimaǌa, to qini lakxim zapam²ivaǌe razlika uz odgovaraju²e zbirove i obra-
tno, ali je to tako±e isticaǌe me±uzavisnosti operacija sabiraǌa i oduzimaǌa
na proceduralan naqin. Jedan takav primer je slede²a ve¼ba:
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Popunite xta se zahteva

+ = 7 + = 9
+ = 7 + = 9

7− = 9− =
7− = 9− =

Sl. 27

Putem ve²eg broja ovakvih ve¼bi, obuhvataju²i (vixe puta) sve ulaze u
tablice sabiraǌa i oduzimaǌa, uqe se spontano te tablice u okviru brojeva do
10. Odmah recimo da je glavni didaktiqki zadatak vezan za blok brojeva do 20,
formiraǌe i spontano zapam²ivaǌe kompletnih tablica sabiraǌa i oduzimaǌa,
a ovaj blok je prirodna celina u okviru koje se taj zadatak realizuje.

Sigurno ²e ve²ina dece u svakom razredu znati da broje bar do 20. Kad je
ciǉ jedno koherentno izlagaǌe aritmetike, takvo znaǌe ne²emo smatrati suvi-
xnim, ali ne²emo ga uzimati ni kao osnovu za proxireǌe bloka brojeva do 10.
Takvu osnovu qini²e zbirovi: 10+1, 10+2, . . . , 10+10 koji imaju uspostavǉen
smisao u okviru tog bloka —lrm-- jedna grupa od 10 objekata i druga od 1, 2,
. . . , 10 objekata ali ti zbirovi nemaju svoju vrednost (tj. svoj dekadni zapis)
u okviru tog bloka. Deca nauqe da se ti zbirovi kra²e zapisuju kao: 11, 12,
. . . , 20 i qitaju: jedanaest, dvanaest, . . . , dvadeset, pri qemu nastavnik vo-
di raquna da se nazivi ovih brojeva pravilno izgovaraju, poxto u svakodnevnom
govoru qesto se quje jedan ǌihov ovlaxni tj. nepravilni izgovor. U skladu sa
shvataǌem brojeva 11, 12, . . . , 20 kao zbirova broja 10 i brojeva 1, 2, . . . , 10
odgovaraju²e brojevne slike koje ih predstavǉaju sastoje se od jedne slagalice
,,10“ i jedne druge koja predstavǉa brojeve 1, 2, . . . , 10 (Sl. 3, I, 3). Na kraju
jednakosti

10 + 1 = 11, 10 + 2 = 12, . . . , 10 + 10 = 20

imaju kao osnovu jednaqeǌe dve razliqite oznake za jedan te isti broj, pa ih ta-
ko±e mo¼emo smatrati da su to najjednostavnija sabiraǌa u novom okviru brojeva
do 20.

10.1. Pravilo zdru�ivaǌa sabiraka. Kad su objekti nekog skupa
grupisani u tri ǌegova disjunktna podskupa A, B i C koji imaju, redom, l, m
i n elemenata, tada ukupan broj elemenata tog skupa mo¼emo zapisati u vidu
trostrukog zbira l + m + n, gde l zovemo prvi, m drugi a n tre�i sabirak.
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Kolika je vrednost tog zbira, u ovoj poqetnoj fazi, nalazilo bi se iskǉuqivo
putem prebrojavaǌa sve dok se ne uspostave veze sa dvostrukim zbirovima. No
prvo treba predstavu o tri skupa svesti na predstavu o aditivnoj shemi, a to
mo¼emo uraditi na dva naqina: kao A ∪ B i C ili kao A i B ∪ C. Tada broj
elemenata tog skupa zapisujemo kao (l + m) + n prate²i prvu predstavu, a kao
l + (m + n) prate²i drugu. Jednaqe²i ova dva zapisa ima²emo jednakost

(l + m) + n = l + (m + n).

Ova jednakost izra¼ava svojstvo trostrukog zbira koje u didaktici matematike
nazivamo pravilo zdru�ivaǌa sabiraka, a u matematici kao nauci za to svoj-
stvo ka¼emo da predstavǉa asocijativni zakon.

Svaki od dva izraza (l+m)+n i l+(m+n) moze se videti kao zbir dva broja,
recimo, prvi od ǌih kao zbir brojeva (l + m) i n , a tu je (l + m) prvi sabirak
dok je n drugi. Ovo nam ukazuje da pravilo zdru¼ivaǌa sabiraka ima bitan
znaqaj jer nam zbirove tri broja (ili vixe ǌih) svodi na zbirove dva broja.
Govore²i jezikom matematike, sabiraǌe tretiramo kao binarnu operaciju, a kad
se ta operacija izvodi u dva (ili vixe) koraka ti koraci se istiqu pisaǌem
zagrada.

Posle ove opxtije analize sagledajmo kako ovaj sadr¼aj treba da se obra±uje
u realnoj nastavi u razredu. Posebno je znaqajno da deca poqnu da shvataju
funkciju zagrada, pri qemu se ne oqekuje da ih ona i pixu i da ih koriste u
sastavǉaǌu slo¼enijih izraza. Dovoǉno je da u poqetku deca shvate zagrade
kao komandu ,,izraqunaj prvo ono xto je u zagradama“, prate²i programirane
zadatke u kojima se koraci u odre±enim procedurama razla¼u u nameri da se
takve procedure xto boǉe razumeju. Obrada mo¼e da poqne sa primerima kao
xto je ovaj:

Posmatraj slede�i skup kru�i�a:

2 + 3 + 4
Sl. 28

Gledaj xta pixemo kad se
plavi i zeleni kru�i�i grupixu zeleni i crveni kru�i�i grupixu

(2 + 3) + 4 2 + (3 + 4)
Sl. 29

Zapis 2+(3+4) qitax: otvorena zagrada, 2 plus 3, zatvorena zagrada, plus
4, a zapis 2 + (3 + 4) qitax: 2 plus, otvorena zagrada, 3 plus 4, zatvorena
zagrada. Poxto zapisi (2+3)+4 i 2+ (3+4) oznaqavaju jedan te isti broj,
mo�ex da ih jednaqix i pixex

(2 + 3) + 4 = 2 + (3 + 4).
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Kad se uradi jedan broj sliqnih primera, tada se mo¼e iskazati pravi-
lo da sabirke mo�emo razliqito zdru�ivati ne meǌaju�i vrednost zbira.
Kad se neko pravilo iska¼e reqima na ovaj naqin, govori²emo da je to retoriq-
ko izra�avaǌe, a ovaj termin ve¼e ovaj postupak izra¼avaǌa za sve one koji
su postojali u retoriqkoj algebri. S druge strane izra¼avaǌe pravila kroz
konkretne primere, kao xto bi u prethodnom sluqaju bila zamena tri broja sa
bilo koja druga tri iz bloka do 20, zva²emo proceduralno izra�avaǌe. U ovom
terminu ne treba tra¼iti nikakvu negativnu konotaciju, (a koju prati termin
proceduralno uqeǌe), jer je ovo izra¼avaǌe sliqno onom koje je postojalo u al-
gebri pre nego xto se pojavila slovna algebra Vieta, Izra¼avaǌe putem slovnih
izraza qini tu ¼eǉenu opxtost, ali ona ne mora da bude ciǉ nastave aritmetike
na ovom sasvim poqetnom nivou.

Da bi deca u potpunosti shvatila funkciju zagrada mogu im se nameniti
ve¼be poput slede²e:

Izraqunaj zbirove

(2 + 3) + 5 = + = , (6 + 4) + 7 = + = , 5 + (8 + 2) = +

10 + (4 + 3) = + , (5 + 5) + 8 = + = , itd.

Napomenimo da kombinuju²i pravilo zdru¼ivaǌa sabiraka sa pravilom
razmene mesta sabiraka, mo¼emo izvesti niz jednakosti koje uopxtavaju prsa-
vilo zdru¼ivaǌa sabiraka, istiqu²i da se to zdru�ivaǌe mo�e vrxiti
proizvoǉnim redosledom sabiraka. Zaista to pokazuju slede²e jednakosti gde
prelaze²i sa jedne na slede²u primeǌujemo samo jedno od ova dva pravila.

(l + m) + n = l + (m + n) = l + (n + m) = (l + n) + m = (n + l) + m

= n + (l + m) = n + (m + l) = (n + m) + l = (m + n) + l = m + (n + l)

= m + (l + n) = (m + l) + n.

Rade²i sa konkretnim vrednostima za l, m i n, ve¼be ove vrste mogle bi se
izvoditi u realnoj nastavi, uz izvesnu pomo² samog nastavnika. Ali boǉe od
toga je zdru¼ivaǌe razliqitim redosledom samih skupova, pri qemu se zapisi
uz dva razliqita redosleda jednaqe. Navedimo jedan primer te vrste:

Posmatraj slede�i skup kru�i�a:

Sl. 30

Plavih kru�i�a je 3, a crvenih i zelenih 5 + 2. Ukupno, to je 3 + (5 + 2)
kru�i�a. Zelenih i plavih kru�i�a je 2 + 3, a crvenih 5. Ukupno, to je
(2 + 3) + 5 kru�i�a. Poxto zapisi 3 + (5 + 2) i (2 + 3) + 5 oznaqavaju jedan
te isti broj, mo�ex da ih jednaqix i pixex

(2 + 3) + 5 = 3 + (5 + 2).
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Variraju²i tekst i jednaqe²i bilo koja dva zdru¼ivaǌa tri sabirka tro-
strukog zbira i bilo kojim redosledom, tim putem se izra¼ava ovo generalisano
pravilo. U tom obliku to pravilo je i primenǉivije nego xto su odvojeno uzeto,
pravila razmene sabiraka i zdru¼ivaǌa sabiraka.

10.2. Komentar. U ve²ini programa za prvi razred osnovne xkole, mogu
se videti teme ,,komutativni zako“ i ,,asocijativni zakon“. U svojim kursevima
metodike matematike, nastavnici nisu nikad imali ukǉuqenu didaktiqku analizu
ovih tema, pa su qesto zbuǌeni qiǌenicom da se pridaje toliki znaqaj svojstvima
koja ovi zakoni izra¼avaju, a koja im inaqe izgledaju kao potpuno oqigledna. To,
naravno, povlaqi i ǌihovu nesnala¼ǉivost u obradi ovih svojstava, pa jedna
nexto detaǉnija analiza ovog sadr¼aja svakako ima svoje mesto u kontekstu ovog
qlanka.

Interesantno je da se sagleda i istorijski aspekt i istakne da su mate-
matiqari, sve do poqetka 19. veka, i sami uzimali svojstva komutativnosti i
asocijativnosti sabiraǌa (i mno¼eǌa) kao nexto xto se samo po sebi podra-
zumeva, pa ih nikad nisu ni isticali. Prvo mesto kad se javǉaju termini koji
oznaqavaju ova svojstva je qlanak F. J. Servois u Ann. de Math., 5, 1814/1815.
Podsetimo da u prvoj polovini 19. veka poqiǌu da se formiraju sistemi aksi-
oma na kojima se temeǉi simboliqna algebra (G. Peacock, D. F. Gregory, A. de
Morgan i dr). Koriste²i jezik savremene algebre, aksiome za Abelovu grupu
qine minimum svojstava iz kojih se sva druga svojstva sabiraǌa i oduzimaǌa
mogu izvesti. Napomenimo i to da se na osnovu tih aksioma razlika definixe
kao zbir u kome je drugi sabirak suprotni element od elementa koji se uzima kao
umaǌenik tj. pixe se a−b = a+(−b). Ipak, ta vextina izvo±eǌa nije nexto xto
se sistematski uqi u xkolskim kursevima algebre, a qitalac koji bi koristio
aksiome Abelove grupe da izvede, recimo, relaciju l − (m + n) = (l − m) − n,
vide²e da to nije neki sasvim jednostavni, rutinski zadatak.

Poxto se komutativni i asocijativni zakoni javǉaju kao dve aksiome za Abe-
lovu grupu, time se istiqe ǌihova fundamentalna uloga, ali oni nisu dovoǉni da
se na osnovu ǌih utemeǉe (izvedu) sva druga svojstva sabiraǌa i oduzimaǌa koja
bi se koristila za utvr±ivaǌe legitimnosti procedura koje se javǉaju u okviru
bloka brojeva do 20. A sad ²emo uspostaviti dva svojstva koja su izvodǉiova iz
aksioma Abelove grupe, ali nisu kad bi se koristili samo komutativni i aso-
cijativni zakon. Umesto apstraktnijeg jezika skupova, koristi²emo se modelima
koje ²e qiniti kutije sa klikerima u boji.

U kutiji se nalazi l klikera, ǌih m su plavi, a ǌih n zeleni. Svi
ostali su crveni.

Slika 31
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Ukupno ima m + n plavih i zelenih klikera. Crvenih je l − (m + n). Kad se
plavi klikeri izdvoje, ostaje l−m klikera. Kad se i zeleni klikeri izdvoje,
ostaju crveni i ǌih je (l−m)−n. Kad se dva zapisa za broj crvenih klikera
izjednaqe, dobija se jednakost

l − (m + n) = (l −m)− n.

Dobijenu jednakost nazivamo pravilom oduzimaǌa zbira od broja. Iz pri-
rode samog modela sledi pretpostavka da je l > m+n, a to ima smisla isticati
da bi izrazi koji se pojavǉuju u gorǌoj jednakosti bili sa znaqeǌem u skupu
prirodnih brojeva. Zapazimo da kad se neko pravilo izra¼ava u vidu slovnih
izraza to tada znaqi da ono va¼i za sve brojeve koje ta slova oznaqavaju. S druge
strane permanencija svojstava koja pravila u vidu slovnih zapisa izra¼avaju je
neposredna pri prelazu sa jednog brojevnog sistema na xiri. Na primer gorǌa
jednakost va¼i²e i kad su l, m i n tri racionalna ili tri realna broja.

Izvedimo sad jox jedno svojstvo oduzimaǌa, koriste²i sliqan model onom
prethodnom.

U kutiji je l crvenih i m plavih i zelenih klikera, a samo zelenih je n.

Slika 32

Ukupno, to je l+m klikera. Kad se izdvoje zeleni klikeri, ostaje (l+m)−n
crvenih i plavih. Crvenih klikera je l, a plavih je m−n. Crvenih i plavih
je l+(m−n). Jednaqeǌem dva zapisa za broj crvenih i plavih klikera, dobija
se jednakost

(l + m)− n = l + (m− n).

Dobijenu jednakost nazivamo pravilom oduzimaǌa broja od zbira, a iz
prirode samog modela sledi da je m > n.

Ponovimo opet da provera asocijativnog zakona raqunaǌem u nekoliko pose-
bnih sluqajeva , kao npr. (3 + 2) + 5 = 5 + 5 = 10, 3 + (2 + 5) = 3 + 7 = 10 itd.
jeste znak potpunog nerazumevaǌa prirode ovih sadr¼aja, a isto smo rekli i u
Komentaru, II, 8.3.

10.3. Prva prava raqunaǌa. Iako vrlo jednostavna, prva raqunaǌa su
sluqajevi sabiraǌa (oduzimaǌa) kad je prvi sabirak (umaǌenik) broj izme±u 10
i 20, a drugi sbirak (umaǌilac) jednocifren, pri qemu zbir (razlika) ostaje
tako±e izme±u 10 i 20. Metode raqunaǌa ima²e kao oslonac ikoniqke predstave,
a qini²e ih jedno ,,malo“ sabiraǌe (oduzimaǌe) i jedno lako sabiraǌe sa 10 kao
prvim sabirkom. Navedimo dva primera takvog sabiraǌa (oduzimaǌa).
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Gledaj slike i ono xto je napisano.

11 + 2 = 10 + (1 + 2) 13 + 4 = 10 + (3 + 4)
= 10 + 3 = 13 = 10 + 7 = 17

13− 2 = 10 + (3− 2) 17− 4 = 10 + (7− 4)
= 10 + 1 = 11 = 10 + 3 = 13

Sl. 33

Uve¼bavaǌe ovih metoda ide putem za to programiranih primera sa poste-
penim pove²aǌem broja blank mesta koja treba ispuniti.

Popuǌavaj xta treba

15 + 4 = 10 + (5 + 4) = 10 + = , 13 + 6 = 10 + ( + ) = 10 + = ,

13 + 7 = + ( + ) = + = , itd.

19− 3 = 10 + (9− 3) = 10 + = , 18− 5 = 10 + ( − ) = 10 + = ,

17− 6 = + ( − ) = + = , itd.

Isticaǌe svih me±ukoraka vodi potpunom razumevaǌu neke metode, dok kom-
presijom tih me±ukoraka posti¼e se br¼e raqunaǌe. Tom br¼em raqunaǌu na-
meǌuju se ve¼be poput ove:

Raqunaj zbirove

12 + 7 = 10 + 9 = , 12 + 8 = + = , 14 + 5 = + = , itd.

Raqunaj razlike

19− 5 = 10 + 4 = , 17− 4 = 10 + = , 18− 4 = + = , itd.

Posmatrane nezavisno od ikoniqkih predstava, ove metode bi se na pravilu
zdru¼ivaǌa sabiraka, odnosno na pravilu oduzimaǌa broja od zbira. Na primer,

14 + 5 = (10 + 4) + 5 = 10 + (4 + 5) = 10 + 9 = 19,

odnosno
18− 6 = (10 + 8)− 6 = 10 + (8− 6) = 10 + 2 = 12.

No, takvo raqunaǌe, koje nije nasloǌeno na neposredne ikoniqke predstave, nije
primereno uzrastu uqenika prvog razreda sem kad neka metoda prelazi u fazu
ǌene dobre uve¼banosti. Pa, mo¼e se postaviti pitaǌe qemu slu¼e nastavne teme
,,komutativni“ i ,,asocijativni“ zakon u programima matematike za taj razred.
Mislimo da je to jasno istaknuto u prethodnom izlagaǌu, pa sad to ponovimo jox
jedared – razmena mesta sabiraka svodi nezgodnije zbirove za raqunaǌe u kojima
je prvi sabirak maǌi od drugog, na one zgodnije u kojima je obratno, prvi sabirak
ve²i od drugog. Pravilo zdru¼ivaǌa sabiraka svodi trostruke (i vixestruke)
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zbirove na dvostruke i operaciji sabiraǌa daje binarni karakter, a to znaqi da
²e se sva svojstva sabiraǌa izra¼avati u terminima dvojnih zbirova, kao xto
²e i svi ulazi u tablicu sabiraǌa biti dvojni zbirovi.

Najznaqajniji sluqajevi sabiraǌa u bloku brojeva do 20 su oni kad su sa-
birci jednocifreni brojevi, a ǌihov zbir je ve²i od 10. Sliqno, kod oduzimaǌa
u ovom bloku, najva¼niji su sluqajevi kad je umaǌenik dvocifren broj, umaǌilac
je jednocifren, a razlika je maǌa od 10. U oba ova sluqaja koristi²emo brojev-
ne slike sa plavim i crvenim kru¼i²ima koje ²e predstavǉati aditivne sheme.
Zadatke sabiraǌa i oduzimaǌa uqini²emo dinamiqnijim govore²i u sluqaju sa-
biraǌa o dodavaǌu kru¼i²a, dok ²emo u sluqaju oduzimaǌa govoriti o ǌihovom
skidaǌu.

Kod ovih metoda sabiraǌa i oduzimaǌa, kao jedan korak javǉa²e se razla-
gaǌe jednocifrenih brojeva na sabirke, pa tome treba posvetiti izvestan broj
ve¼bi:

Dopuǌavaj xta treba

6 = 1 + , 7 = 1 + , 8 = 1 + , 9 = 1 + , 5 = 2 + , 6 = 2 + ,

7 = 2 + , 8 = 2 + , 9 = 2 + , 7 = 3 + , 8 = 3 + , 9 = 3 + ,

6 = 4 + , 7 = 4 + , 9 = 5 + , 8 = 5 + , 7 = 5 + , 9 = 6 + ,

8 = 6 + , 7 = 6 + , itd.

Zapazimo da je razlagaǌe na sabirke radǌa suprotna sabiraǌu, a ustvari to je
oduzimaǌe u implicitnom obliku.

Uzimaju²i jedan posebni primer izlo¼i²emo kako teqe metoda sabiraǌa:

Gledaj slike i prati kako raqunamo

8 + 7 = (8 + 2) + 5 = 10 + 5 = 15
Sl. 34

Za razumevaǌe ali i za zapam²ivaǌe pojedinih procedura, uputno je da se
one iska¼u i u narativnom obliku koji ne mora biti precizno izra¼avaǌe, ali
jeste sugestivno i slikovito. O narativnim formama izra¼avaǌa pisao je £.
Bruner (J. Bruner, The Culture of Education, Harvard University Press, 1996), pa
inspirisani ǌegovim idejama mo¼emo ovde da razmixǉamo o narativnim naqi-
nima izra¼avaǌa sadr¼aja aritmetike.

Iskazuju²i narativno postupak iz prethodnog primera, nastavnik mo¼e da
to uradi ovako: ,,Presla¼emo crvene kru¼i²e, pa sa ǌih 2 formiramo ,,desetku“
8 + 2 i jox ǌih 5 preostaju“. Mo¼e narativno da izra¼ava i sam raqunski
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postupak i da govori: ,,Prvo dodajex 2 prvom sabirku da dobijex 10, a zatim
dodajex preostalih 5“.

Vidimo da ovo sabiraǌe ide prvo do 10, pa se nastavǉa dodaju²i ono xto
preostaje od drugog sabirka. Pa zbog naqina kako se izvodi, naziva se metoda
sabiraǌa sa prelazom preko 10.

Poxto se uradi jedan broj primera sa slagalicama i rasqlaǌivaǌem postup-
ka na sve me±ukorake, tada se daju ve¼be sa primerima bez oslonca na brojevne
slike za koje se mo¼e pretpostaviti da ²e se spontano poqeti da formiraju u
umu deteta u vidu mentalnih predstava. Na primer:

Dopuǌavaj xta treba

7 + 5 = (7 + 3) + 2 = + = , 9 + 7 = (9 + ) + = 10 + = ,

8 + 4 = ( + 2) + 2 = + = , itd.

Na kraju, daju se primeri gde dr¼aqi mesta skiciraju metodu, a sve ostalo
uqenici sami dopuǌavaju:

Raqunaj

6 + 6 = ( + ) + = + = , 8 + 7 = ( + ) + = + = ,

8 + 8 = ( + ) + = + = , itd.

Napomenimo da je ovo sluqaj gde se zaista raquna, jer slo¼enije sabiraǌe svo-
dimo na dva lakxa – jedno sa ,,malim“ zbirom (maǌim od 10) i drugo koje je lako
sabiraǌe sa prvim sabirkom 10.

Sliqno, metodu oduzimaǌa prvo ²emo ilustrovati na jednom konkretnom pri-
meru.

Gledaj slike i prati kako se raquna

14− 7 = (14− 4)− 3 = 10− 3 = 7
Sl. 35

Poxto se ovaj postupak svodi na oduzimaǌe do 10, a zatim oduzimaǌe broja
koji preostaje od 10, on se naziva metoda oduzimaǌa sa prelazom preko 10. Na-
stavnik, prate²i ovaj postupak, izra¼ava ga narativno: ,,Prvo se skinu 4 crvena
kru¼i²a da bi se dobila ,,desetka“ 14−4, a zatim se skidaju preostala 3“. Pra-
te²i raqunski postupak, nastavnik komentarixe: ,,Prvo oduzimax 4, da dobijex
10, a zatim oduzimax preostala 3“.

Poxto se ova metoda uve¼ba sa primerima koji su ilustrovani, prelazi se
na ve¼be u kojima se oqekuje da se ikoniqke predstave odvijaju u umu deteta.
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Dopuǌavaj xta treba

16− 9 = (16− 6)− 3 = − = , 15− 8 = (15− )− = 10− = ,

14− 6 = ( − 4)− 2 = − = , itd.

Na kraju dolaze ve¼baǌa, gde je ova metoda skicirana korix²eǌem dr¼aqa
mesta a sve ostalo sami uqenici samostalno rade:

Raqunaj

18− 9 = ( − )− = − = , 16− 7 = ( − )− = − = ,

14− 7 = ( − )− = − = , itd.

Vidimo da je i ovo raqunaǌe svo±eǌe te¼ih sluqajeva oduzimaǌa na jedno lako)
sa razlikom 10) i jedno ,,malo“ (u okviru bloka brojeva do 10).

Ve¼be koje slu¼e kompresiji me±ukoraka kod ovih metoda su poput slede²e:

Raqunaj br�e

7 + 6 = 10 + 3 = , 7 + 5 = 10 + = , 8 + 5 = 10 + = ,

8 + 7 = 10 + = , 8 + 8 = 10 + = , 9 + 8 = 10 + = , itd.

17− 8 = 10− 1 = , 17− 9 = 10− = , 16− 8 = 10− = ,

16− 7 = 10− = , 15− 8 = 10− = , 15− 7 = 10− = , itd.

Posle ovih obrada dolaze i ve¼be usmenog raqunaǌa pri qemu su posebno
va¼ni sluqajevi koji predstavǉaju ulaze u tablice sabiraǌa i oduzimaǌa. Tim
pre, xto se ove tablice ne uqe napamet, ve² se oqekuje spontano zapam²ivaǌe a
i brzo raqunaǌe u vidu kompresovanog sabiraǌa i oduzimaǌa sa prelazom preko
10. Prvi primeri za usmeno raqunaǌe treba da budu grupisani, gde prvi sabirak
(umaǌenik) ,,miruje“, kao npr. 8 + 3, 8 + 7, 8 + 5, itd. (14 − 9, 14 − 5, 14 − 6,
itd), odnosno drugi sabirak (umaǌilac) ,,miruje“, kao npr. 6 + 5, 9 + 5, 7 + 5,
itd. (13− 6, 11− 6, 15− 6, itd).

Kad bi se ove metode zasnivale na opxtim pravilima tada bi za metodu
sabiraǌa preko 10 to bilo pravilo zdru¼ivaǌa sabiraka. Na primer to bi se
radilo ovako:

8 + 7 = 8 + (2 + 5) = (8 + 2) + 5 = 10 + 5 = 15, itd.

Sliqno, opxte pravilo na kome bi se zasnivala metoda oduzimaǌa sa prelazom
preko 10 je pravilo oduzimaǌa zbira od broja. Na primer, to bi se radilo ovako:

16− 9 = 16− (6 + 3) = (16− 6)− 3 = 10− 3 = 7, itd.

Takvo izvo±eǌe je logiqki potpuno na svom mestu ali je ǌegova prihvatǉivost
u realnoj nastavi mnogo maǌa. Ali za nastavnika je dobro da sagledava da
svi postupci u aritmetici imaju svoju osnovu u vidu pravila algebre, ali i
da vidi da to nisu samo ona pravila koja se u algebri istiqu kao osnovna,
ve² i mnoga druga koja su iz ǌih izvodǉiva. Sva ta pravila trebalo bi da
sadr¼i kurs didaktike matematike, a nijedan ih ne sadr�i, pa se ona ne²e
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mo²i na²i u kursu algebre koji tako ne mo¼e neposredno poslu¼iti razumevaǌu
aritmetike. Upravo je taqno obratno, da ²e aritmetika sa svojim pravilima i
procedurama utemeǉenim na intuiciji i izra¼avaǌu putem aritmetiqkih izraza
i relacija, doprineti znaqeǌu bez koga nema pravog razumevaǌa algebre, nego
bi to bila grana matematike zasnovana na ,,skupu pravila bez smisla“. U tom
pogledu, zapisivaǌe izraza, ǌihovo jednaqeǌe i transformisaǌe ne doprinose
samo koherentnijem izlagaǌu aritmetike koje prati razumevaǌe, nego to ²e biti
znaqajno znaǌe i umeǌe kad kasnije poqne nastava algebre. Blagovremeno uqeǌe
ovih tehnika nazivamo ranom algebrom, a ta inovacija u didaktici matematike
pokazuje se da je znaqajna u oba sluqaja – za uqeǌe i aritmetike i algebre.

10.4. Svojstva i veze operacija sabiraǌa i oduzimaǌa. Sve xto
²emo ovde izlagati mo¼emo da iska¼emo na slede²i naqin: Kad god je jedna od
jednakosti

l + m = n, m + l = n, n− l = m, n−m = l

taqna, taqne su i preostale tri.
Kad proverimo da je jednakost n−l = m taqna pa na osnovu toga, bez provere,

uzimamo da je tako±e taqna jednakost n−m = l, tako istiqemo svojstvo oduzimaǌa
koje se naziva pravilo razmene mesta umaǌioca i razlike. Ovo pravilo je u
sluqaju oduzimaǌa analogno pravilu o razmeni mesta sabiraka kod sabiraǌa, a
u realnoj nastavi obra±uje se na posebnim primerima kao xto je ovaj:

Posmatraj slike i prati xta se pixe

13− 5 = 8 17− 8 = 9
13− 8 = 5 17− 9 = 8

Sl. 36

Nastavnik skre²e pa¼ǌu uqenicima da umaǌilac i razlika u prvoj jednako-
sti zameǌuju svoja mesta u drugoj. U daǉim primerima, ispod slagalica treba
da stoje nepotpune jednakosti, kao xto su, na primer:

15− 7 = 14− 8 = 12− 6 =
15− = 14− = 12− = , itd.

Zatim se to pravilo iskazuje reqima, a zadaju se ve¼be poput ove:

Kad izraqunax bez raqunaǌa pixex

16− 7 = 16− =
15− 8 = 15− = , itd.

Veza sabiraǌa sa oduzimaǌem istiqe se pisaǌem ispod slagalica jedne jednako-
sti sa sabiraǌem (oduzimaǌem) i ispod ǌe dve druge sa oduzimaǌem (sabiraǌem):
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Posmatraj slike i prati xta se pixe

7 + 6 = 13 12− 7 = 5
13− 7 = 6 5 + 7 = 12
13− 6 = 7 7 + 5 = 12

Sl. 37

U ve¼bama koje bi sledile nalazila bi se jednakost koja se proveri (izra-
qunavaǌem datog zbira ili razlike), a ostale dve se pixu bez raqunaǌa. Sa
pove²aǌem stepena uve¼banosti ta ve¼baǌa idu bez oslonca na brojevne slike.

Predmet ve¼bi su i dva vida oduzimaǌa u ovom bloku – jedno koje se izvodi
smaǌivaǌem umaǌenika (a koje je podesnije kad je umaǌilac maǌi od polovine
umaǌenika) i drugo koje se izvodi dopunom umaǌioca (a koje je podesnije kad je
umaǌilac ve²i od polovine umaǌenika). Deca ²e, putem ve¼bi, osetiti kad je
koje od ova dva vida oduzimaǌa podesnije, a primeri treba da budu takvi da se
ti vidovi istovremeno zapa¼aju ilustrovani jedan naspram drugog. Navedimo
neke od takvih primera:

Gledaj slagalice i prati kako se data oduzimaǌa izvode

15− 6 = 10− 1 = 9 13− 5 = 10− 2 = 8 16− 7 = 10− 1 = 9
15− 9 = 1 + 5 = 6 13− 8 = 2 + 3 = 5 16− 9 = 1 + 6 = 7

Sl. 38

Posle ovakvih ve¼bi sa prisustvom slagalica, sledi²e one bez ǌih, ali
podr¼ane dr¼aqima mesta pomo²u kojih se skicira vid oduzimaǌa, kao na primer:

17− 9 = + = , 17− 8 = 10− = , 14− 8 = + = , itd.

Na kraju dolaze usmene ve¼be te vrste, kad ²e nastavnik zahtevati da se oduzima
na oba naqina a da uqenici govore koji im je od ǌih bio lakxi.

[Jednim svojim delom ovaj qlanak je pisan na osnovu jednog zajedniqkog rada
ovog autora i dr Marijane Zeǉi².]
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