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TRI KONSTRUKTIVNA ZADATKA O PRAVOUGLOM TROUGLU

Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena C, i neka je
u ǌega upisana kru¼nica sa polupreqnikom r i centrom S kao na slici 1. Prema
oznakama sa slike imamo da je

(1) BP + PC + CQ + QA + AR + RB = a + b + c.

Kako su po parovima jednake du¼i PC = CQ = r, QA = AR, RB = BE, to
ǌihovom zamenom u (1) dobijamo jednakost

2r + 2(AR + RB) = a + b + c.

Rexavaǌem po r dobija se

(2) r =
a + b− c

2
.

Odredimo taqke D na AB i E na
BC takve da je AD = b i BE = DB. S
obzirom da je DB = c − b, to je CE =
a−(c−b) = a+b−c, tj. du¼ CE je jednaka
preqniku upisane kru¼nice u dati trou-
gao. Zakǉuqujemo da se se centar upisa-
ne kru¼nice nalazi na simetrali du¼i
CE i da je polupreqnik jednak polovini
te du¼i. Ovu qiǌenicu iskoristi²emo
u rexavaǌu slede²eg problema.

Sl. 1

Primer 1. Ne koriste²i simetrale uglova odrediti centar kru¼nice upi-
sane u pravougli trougao, a zatim konstruisati upisanu kru¼nicu.

Rexeǌe. Opisa²emo samo konstrukciju. Neka je dat proizvoǉan pravougli
trougao ABC sa pravim uglom kod temena C.

1. Odredimo na hipotenuzi AB taqku D takvu da je AD = b, a zatim na
kateti BC taqku E takvu da je BE = DB.

2. Konstruiximo simetralu s du¼i CE i neka je P ǌihova preseqna taqka.

3. Na simetrali s, iz taqke P , naneti u unutraxǌost trougla du¼ PS jedna-
ku du¼i CP = r. Krajǌa taqka S ove du¼i je tra¼eni centar upisane kru¼nice
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u dati trougao. Upisanu kru¼nicu konstruixemo sa centrom S i polupreqnikom
SP .

Dokaz sledi neposredno iz teksta ispred primera 1. Egzistencija i jedin-
stvenost rexeǌa su posledice teorema o jednakosti du¼i i jedinstvenosti sime-
trale du¼i.

Primer 2. Konstruisati pravougli trougao ako su date razlike hipotenuze
i kateta m = c− a i n = c− b.

Rexeǌe.
Analiza. Neka je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom kod temena C

(slika 2). Neka su daǉe taqke D ∈ AB, F ∈ BC takve da je BD = BF = n i
E ∈ AB, G ∈ AC takve da je AE = AG = m. Tada su jednake du¼i CF = CG =
DE = 2r, gde je r polupreqnik upisane kru¼nice trougla ABC. Sa slike se
uoqava da stranice trougla mo¼emo izraziti na slede²i naqin:

a = n + 2r, b = m + 2r, c = m + n + 2r.

Primenom Pitagorine teoreme se dobija jednakost

(m + n + 2r)2 = (m + 2r)2 + (n + 2r)2,

xto posle sre±ivaǌa daje mn = 2r2, odakle je

(3) r
√

2 =
√

mn,

Iz pravouglog trougla SPC izraqunavamo da je SC = r
√

2. Na osnovu toga i
jednakosti (3) mo¼emo formulisati tvr±eǌe:

Rastojaǌe centra upisane kru�nice pravouglog trougla od temena pra-
vog ugla je geometrijska sredina razlika hipotenuze sa katetama.
Ovo tvr±eǌe ²emo iskoristiti u konstrukciji pravouglog trougla pod zadatim
uslovima.

Slika 2 Slika 3

Opis konstrukcije (Slika 3).

1. Neka su date du¼i m i n.
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2. Konstruiximo prav ugao i teme obele¼imo sa C.
3. Konstruixemo simetralu sC pravog ugla na kojoj ²e se nalaziti centar

upisane kru¼nice u trougao.
4. U temenu C konstruiximo normalu n0 na simetralu sC .
5. Na normali n0 sa razliqitih strana temena konstruiximo taqke M , N

tako da je CM = m i CN = n.
6. Odredimo sredixte O du¼i MN .
7. Nad preqnikom MN konstruixemo polukru¼nicu sa iste strane na kojoj

se nalazi konstruisani prav ugao sa temenom C.
8. Preseqna taqka polukru¼nice i simetrale sC je centar upisane kru¼nice

S, jer je SC =
√

mn.
9. Konstruixemo normale iz S na krake pravog ugla i dobijamo taqke P, Q

u kojima upisana kru¼nica dodiruje katete a, b. Du¼i CP i CQ jednake su
polupreqniku kru¼nice upisane u tra¼eni trougao.

10. Odredimo taqku F simetriqnu sa C u odnosu na P i taqku G simetriqnu
sa C u odnosu na Q.

11. Na kraku CG odredimo taqku A takvu da je C-G-A i GA = m, a na kraku
CF taqku takvu B da je C-F -B i FB = n. Trougao ABC je tra¼eni trougao.

Dokaz. Ugao kod temena C je prav po konstrukciji. Po konstrukciji su
katete a = 2r + n i b = 2r + m. Primenom Pitagorine teoreme i jednakosti
(3) izraqunavamo da je c = 2r + m + n. Na kraju se dobija da za konstruisani
trougao va¼i c− a = m i c− b = n, pa on zadovoǉava zadate uslove.

Diskusija. Egzistencija i jedinstvenost konstrukcije su posledice jedin-
stvenosti konstrukcije date du¼i na datoj polupravoj i jedinstvenosti konstruk-
cije geometrijske sredine dve du¼i.

Primer 3. Konstruisati pravougli trougao ako je data hipotenuza i na
ǌoj dodirna taqka upisane kru¼nice.

Uput stvo. Ako je dodirna taqka upisane kru¼nice R sredixte hipotenuze,
trougao je jednakokrako pravougli, pa je konstrukcija elementarna. Zato, neka
R nije sredixte hipotenuze kao na slici 4.

Slika 4 Slika 5
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Tada je prema slici 5,

AK = |AR−RB| = |m + r − n− r| = |m− n| = |m + 2r − n− 2r| = |b− a|,
pa se problem svodi na konstrukciju pravouglog trougla sa datom hipotenuzom
i razlikom izme±u kateta. U tom sluqaju najpre treba konstruisati trougao
ABL: AB je dato, AL = AK = AR − RB i ∠ALB = 135◦, jer je trougao
LBC jednakokrak. Na kraju, teme C dobijamo u preseku simetrale du¼i LB i
poluprave AL.

Zadaci za ve�baǌe

1. Odrediti centar upisane kru¼nice raznostraniqnog trougla bez upotrebe
simetrala ugla.

2. Konstruisati pravougli trougao ako je dat polupreqnik upisane kru¼nice
i razlika hipotenuze i jedne katete.

3. Konstruisati pravougli trougao ako je dato rastojaǌe centra upisane kru¼-
nice od temena pravog ugla i razlika izme±u hipotenuze i jedne katete.

4. Dokazati da se rastojaǌe OI izme±u centara opisane i upisane kru¼nice
pravouglog trougla mo¼e izraqunati po formuli

OI2 =
(c− a)2 + (c− b)2

4
,

gde su a, b katete i c hipotenuza trougla.

5. Konstruisati pravougli trougao ako je dato rastojaǌe izme±u centara opi-
sane i upisane kru¼nice i razlika kateta trougla.
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