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GEOMETRIJSKI DOKAZI NEKIH
TRIGONOMETRIJSKIH JEDNAKOSTI

U ovom qlanku dajemo geometrijske dokaze za neke trigonometrijske jednako-
sti.

Zadatak 1. Dokazati da va¼i jednakost

(1) cos 20◦ cos 40◦ cos 80◦ =
1
8
.

Rexeǌe. Neka je trougao ABC jednakokrak, AB = AC = 1, ]ABC =
]BCA = 20◦. Na osnovici BC odredimo taqke D i E tako da je BD = AB = 1
i DE = AD. Lako se pokazuje da tada uglovi imaju mjere kao na sl. 1. Neka
su taqke F , G i H podno¼ja visina iz tjemena B, D i E u jednakokrakim tro-
uglovima ABD, ADE i AEC. Tako je AF = cos 80◦ (iz pravouglog trougla
ABF ), AD = 2 · AF (jer je trougao ABD jednakokrak) i daǉe: AD = 2 cos 80◦,
AG = AD cos 40◦ = 2 cos 80◦ cos 40◦, AE = 2 · AG = 4 cos 80◦ cos 40◦, AH =
AE cos 20◦ = 4 cos 80◦ cos 40◦ cos 20◦, AC = 2 · AH = 8 cos 80◦ cos 40◦ cos 20◦ i
odavde zbog AC = 1 slijedi tvr±eǌe zadatka (1).

Slika 1 Slika 2

Zadatak 2. Dokazati da je

(2) tg 10◦ + tg 40◦ + tg 60◦ = tg 70◦.

Rexeǌe. Neka je 4ABC pravougli, ]C = 90◦ i neka je ]A = 70◦ i AC = 1.
Na kateti BC odredimo taqke D, E i F tako da je ]BAD = 10◦, ]DAE = 20◦

i ]EAF = 30◦. Lako slijedi da je ]FAC = 10◦ i ]ABC = 20◦ (sl. 2). U
pravouglim trouglovima ABC, ADC, AEC i AFC je, zbog AC = 1, tg 70◦ = BC,
tg 60◦ = DC, tg 40◦ = EC i tg 10◦ = FC. Dakle, da bismo dokazali jednakost
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(2), vidimo da treba da doka¼emo da je BC = FC + EC + DC, xto je zbog
BC = BD + DC = FC + EC + DC ekvivalentno sa

(3) BD = FC + EC.

Odredimo sada na produ¼etku katete BC, preko taqke C, taqku G tako da je
]CAG = 10◦. Iz podudarnosti 4FAC ∼= 4GAC slijedi da je FC = CG. Zato
je jednakost (3) ekvivalentna sa BD = CG + EC, tj. sa BD = EG.

Sinusna teorema u trouglu ABD daje

(4)
AB

sin 150◦
=

BD

sin 10◦
, odakle je BD =

AB sin 10◦

sin 150◦
= 2 ·AB sin 10◦.

Konstruiximo visinu BH u jednakokrakom trouglu ABG. Tada je

(5) sin 10◦ =
AH

AB
=

AG

2 ·AB
, odakle je AG = 2 ·AB sin 10◦.

Trougao AEG je tako±e jednakorak, pa je AG = EG. Odatle, koriste²i (4) i
(5), dobijamo da je BD = EG. Time je i jednakost (2) dokazana.

Zadatak 3. Dokazati da u (nepravouglom) trouglu va¼i jednakost

(6) tg α + tg β + tg γ = tg α tg β tg γ.

Rexeǌe. Neka je 4ABC nepravougli i neka je BC = a, CA = b i AB = c i
neka su α, β i γ ǌegovi unutraxǌi uglovi. Neka je O sredixte opisane kru¼nice
k oko 4ABC i neka su presjeqne taqke pravih AO, BO i CO s kru¼nicom k,
redom, taqke K, L i M . Na taj naqin je xestougao AMBKCL podijeǉen na
12 malih trouglova, qije povrxine oznaqimo sa T1, T2, . . . , T12 kao na sl. 3.
Na toj slici mo¼emo uoqiti xest trouglova sa preqnikom kru¼nice kao jednom
stranicom. Svaki od tih trouglova podjeǉen je na dva maǌa trougla qije su
povrxine jednake (zaxto?). Dakle, imamo:

T3 + T4 = T8 + T10, T2 + T6 = T3 + T12,

T2 + T6 = T7 + T9, T7 + T8 = T5 + T6,

T7 + T8 = T4 + T11, T3 + T4 = T1 + T2.

Sabiraǌem svih tih jednakosti dobijamo

2(T2 + T3 + T4 + T6 + T7 + T8)

= (T2 + T3 + T4 + T6 + T7 + T8) + (T1 + T5) + (T9 + T10) + (T11 + T12),

tj.
T2 + T3 + T4 + T6 + T7 + T8 = (T1 + T5) + (T9 + T10) + (T11 + T12),

xto, ako sa [XY Z] oznaqimo povrxinu trougla XY Z, mo¼emo pisati kao

(7) [ABC] = [ABM ] + [BCK] + [ACL].
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Iz podudarnosti trouglova 4OLC ∼= 4OMB slijedi

(8) LC = MB i sliqno KC = MA i AL = BK.

Poznato je da je [ABC] =
abc

4R
i analogno [ABM ] =

AB ·AM ·BM

4R
=

c ·AM ·BM

4R
,

[BCK] =
BC · CK ·KB

4R
=

a · CK ·KB

4R
, [ACL] =

AC · CL · LA

4R
=

b · CL · LA

4R
,

pa jednakost (7) mo¼emo zapisati kao

(9) abc = c ·AM ·BM + a · CK ·KB + b · CL · LA.

Daǉe je ]CMB = α (kao periferijski uglovi nad lukom BC), a u pravouglom
4CMB (]CBM je prav kao ugao nad preqnikom) je

(10)
tg ]CMB = tg α =

BC

BM
=

a

BM
i sliqno

tg ]AKC = tg β =
AC

KC

(8)
=

b

MA
, tg ]AKB = tg γ =

AB

BK
=

c

BK
.

Konaqno,

tg α + tg β + tg γ =
a

BM
+

b

MA
+

c

BK

=
a ·MA ·BK + b ·BM ·BK + c ·BM ·MA

BM ·MA ·BK
(8)
=

a ·KC ·BK + b · CL ·AL + c ·BM ·MA

BM ·MA ·BK
(9)
=

abc

BM ·MA ·BK
=

a

BM
· b

MA
· c

BK
(10)
= tg α tg β tg γ,

qime je jednakost (6) dokazana.

Slika 3 Slika 4

Zadatak 4. Dokazati da je

cos 15◦ + sin 15◦

cos 15◦ − sin 15◦
=
√

3.
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Rexeǌe. Neka je 4ABC jednakostraniqni trougao (AB = BC = CA =
1). Na produ¼etku stranice BC, preko taqke B, odredimo taqku F tako da je
]FAB = 15◦ (sl. 4). Neka je k kru¼nica opisana oko 4AFC. Kroz taqku A
postavimo pravu p koja kru¼nicu k sijeqe u taqki G, tako da je ]CAG = 15◦.
Tada je ]FAG = 15◦ + 60◦ + 15◦ = 90◦, pa je FG preqnik kru¼nice k. Slijedi
i da je ]FCG = 90◦.

Neka je D podno¼je normale iz taqke B na AF . Iz pravouglog 4ADB
(zbog AB = 1) je AD = cos 15◦ i BD = sin 15◦. Trougao DFB je jednakokrak
(]DFB = ]DBF = 45◦), pa je DF = BD = sin 15◦. Daǉje

(11) AF = AD + DF = cos 15◦ + sin 15◦.

Oznaqimo sa E podno¼je normale iz taqke C na pravu p. U trouglu AEC je AE =
cos 15◦ i CE = sin 15◦. Daǉe je ]GFC = ]CAG = 15◦ (kao periferijski uglovi
nad lukom CG), pa je ]FGC = 75◦. Zbog ]BFD = 45◦ je ]GFA = 45◦ − 15◦ =
30◦, pa slijedi da je ]AGF = 60◦. Sada, iz ]AGF + ]FGC + ]CGE = 180◦,
dobijamo da je ]CGE = 180◦ − 60◦ − 75◦ = 45◦, pa je 4GEC jednakokrak. Zbog
AC = 1 (iz trougla ACE) je AE = cos 15◦, EC = GE = sin 15◦, pa imamo

(12) AG = AE −GE = cos 15◦ − sin 15◦.

U pravouglom 4AFG je

√
3 = tg 60◦ = tg ]AGF =

AF

AG

(11),(12)
=

cos 15◦ + sin 15◦

cos 15◦ − sin 15◦
.

xto je i trebalo dokazati.

Ne vjerujemo da ²e neko rjexavati ovakve zadatke na prikazani naqin, ukoli-
ko nije izriqito zahtjevano geometrijsko rjexeǌe (xto se ipak ne sre²e qesto).
Ipak, mislimo da je zanimǉivo vidjeti i ovakva, neuobiqajena rjexeǌa, pa je
zato ovaj qlanak i napisan.
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